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АНОТАЦІЯ 

Юрчук В.М. Сценарії поширення хвиль різних початкових профілів в 

матеріалах, які деформуються нелінійно пружно. – Кваліфікаційна наукова 

праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора фізико – математич-

них наук за спеціальністю 01.02.04. Механіка деформівного твердого тіла. - 

Інститут механіки НАН України ім. С.П.Тимошенка, Київ, 2024. 

У дисертації досліджено поширення плоских і циліндричних хвиль в 

конструкційних матеріалах, що деформуються пружно нелінійно, і сейсміч-

них хвиль в грунтових шарах, що деформуються вязкопружно, виявляючи 

нелінійність при деформуванні. Хвилі в матеріалах вважаються пооди-

нокими різного початкового профіля за винятком крутильних хвиль, профіль 

яких описується гармонічною (періодичною) функцією. Хвилі в грунтах 

вважаються сейсмічними (в цих хвилях частоти є малими). Вивчаються лише 

нелінійні поздовжні плоскі хвилі. З нелінійних циліндричних хвиль вибрано 

два типи – циліндричні радіальні і крутильні. 

Поодинокі пружні хвилі досліджуються як один із типів простих хвиль 

з профілями, спостережуваними в механічних експериментах з матеріалами. 

Сейсмічні хвилі в роботі вивчаються в рамках теорії сейсмічних хвиль в 

реологічних середовищах. 

Аналіз нелінійних хвиль у сучасній  науці перебуває в активній стадії. 

Про це свідчить приклад бібліографічного огляду щодо поодиноких хвиль, 

виконаного в базі даних Google у квітні 2024 року. В цьому огляді поміщено 

18 публікацій в провідних світових журналах з механіки, виданих протягом 

останніх 10 років (далі вказані лише номер публікації у загальному списку 

використаних джерел, автори і рік публікації): [77] Çelik N., Seadawy Aly R., 

& Sağlam Özkan Y., Yaşar E. 2021, [84] Defaz I., Epstein M., Federico S. 2021, 

[85] Deliktas-Ozdemir E., Ahmetolan S., Tuna D.  2022, [89] Ekin D.  2021, [90] 

Erheng W., Mohith M., Amnaya P. A., Raj Kumar P., Philippe H. G., John L. 

2014, [95] Gao T., Wang Z.,  Vanden-Broeck J.-M. 2016, [108] Liu, Z. Zhang, J. 

https://www.cambridge.org/core/journals/journal-of-fluid-mechanics
https://www.cambridge.org/core/journals/journal-of-fluid-mechanics
https://www.cambridge.org/core/journals/journal-of-fluid-mechanics
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2019, [116] Nanta Kumar, U., Choy Y. Y. 2021, [120] Požar, T., Laloš, J., Babnik, 

A. 2018, [121] Rao, C., Zhang, Y. 2017, [139] Samsonov A. M.,  Dreiden G. 

V., Semenova, I. V.,  Shvartz A. G. 2015, [140] Selezov, I. Т. 2019, [145] Stewart 

A. 2016, [148] Tranter M.R. 2019, [149] Trichtchenko O., Părău EI., Vanden-

Broeck JM., Milewski P. 2018, [157] Zhan Wang, Emilian I Părău
 
, Paul A 

Milewski
 
, Jean-Marc Vanden-Broeck 2014, [158] Zhi-Guo Liu, Yue-Sheng 

Wang, and Guoliang Huang 2019, [159] Ziv R., Shmuel G. 2020. 

Тому розвиток теоретичних і компютерних (числових) підходів до вив-

чення поодиноких нелінійних хвиль можна вважати актуальним з точки зору 

розвитку як теорії хвиль, так і механіки матеріалів.  

Знання закономірностей розповсюдження поодиноких хвиль і сцена-

ріїв еволюції таких хвиль використовуються при інтерпретації експериментів 

з динаміки матеріалів і елементів конструкцій, при  інженерних розрахунках 

конструкцій, на які діють імпульси різного типу. Знання параметрів сейсміч-

них хвиль в різних типах грунтів є важливим при оцінці сейсмічної небез-

пеки  внаслідок дії землетрусів та вибухів різної природи.  

В дисертації вивчаються хвилі з заданим початковим поодиноким про-

філем, який далі еволюціонує з часом поширення хвилі. 

В даній дисертаційній роботі основну увагу приділено впливу неліній-

ності деформування на еволюцію параметрів хвиль (початкового профіля). 

При цьому розвинуто якісно інші та складніші підходи розв’язування 

нелінійних хвильових рівнянь для різних типів хвиль та різних середовищ.  

 В дисертаційній роботі порівняно еволюцію початкового профіля 

хвиль при різних рівнях наближеннях (першого, перших двох і трьох набли-

жень) розв’язку нелінійного хвильового рівняння. Вивчено вплив неліній-

ності деформування матеріалу на поширення хвиль а також вплив парамет-

рів, заданих при постановці задачі, на характер еволюції початкового профі-

лю та інших характеристик хвиль.  

При  вивченні  сейсмічних  хвиль  запропоновано  опис  деформування  

грунтових шарів стандартною три-константною реологічною моделлю, тео- 

https://ui.adsabs.harvard.edu/search/q=author:%22Samsonov%2C+A.+M.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/search/q=author:%22Dreiden%2C+G.+V.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/search/q=author:%22Dreiden%2C+G.+V.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/search/q=author:%22Dreiden%2C+G.+V.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://ui.adsabs.harvard.edu/search/q=author:%22Shvartz%2C+A.+G.%22&sort=date%20desc,%20bibcode%20desc
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/?term=Wang+Z&cauthor_id=25104909
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/?term=P%C4%83r%C4%83u+EI&cauthor_id=25104909
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/?term=Milewski+PA&cauthor_id=25104909
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/?term=Milewski+PA&cauthor_id=25104909
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/?term=Vanden-Broeck+JM&cauthor_id=25104909
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ретично проаналізовано поширення хвиль в грунтових шарах і вперше в 

теорії сейсмічних хвиль застосовано метод визначення параметрів (констант) 

реологічної моделі з експерименту на повзучість конкретного грунтового 

шару. Визначені реологічні параметри використано для побудови сценаріїв 

еволюції швидкості двох варіантів зсувної гармонічної сейсмічної хвилі і її 

амплітуди для трьох досліджених типів грунтів при зміні частоти хвилі. 

Усі хвилі, за винятком сейсмічної хвилі, вивчаються із застосуванням 

однієї з найбільш розвинених моделей нелінійної теорії пружності - п‘яти-

константної моделі Мернагана. Ця модель допускає різні варіанти неліній-

ного хвильового рівняння. Найпростіший варіант нелінійного хвильового рів-

няння включає лише квадратичну нелінійність. В даній дисертаційній роботі 

нелінійність моделей основана на врахуванні квадратичної та кубічної нелі-

нійностей, що трактується як одиг з елементів новизни досліджень.  

Взагалі кажучи, аналіз всіх розглянутих в роботі хвиль містить елемен-

ти новизни в різних його компонентах. 

Для поздовжньої  гармонічної  хвилі розглянуті нелінійні хвильові рів-

няння, які аналізуються  методом послідовних наближень та методом обме- 

ження на градієнт зміщення. Розглянуті методи дали можливість порівняти 

різні підходи до побудови наближених розв’язків, у яких враховано перші 

три наближення.  

При аналізі циліндричних радіальних поодиноких хвиль застосовано 

метод обмеження на градієнт зміщення та отримано рівняння для знаход-

ження перших двох та трьох наближень з метою їх теоретичного і чисельного 

порівняння.  

При вивченні крутильної хвилі запропоновано узагальнений метод 

обмеження на змінну швидкість для перших двох наближень. Оскільки у 

цьому випадку нелінійне хвильове рівняння є новим, то це демонструє засто-

совність методу для більш широкого класу хвильових задач.  

При  аналізі  гармонічної  сейсмічної  хвилі, яка поширюється в грунто-

вих шарах вперше застосовано прямий метод при побудові наближеного роз- 
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в’язку хвилі. 

Чисельний аналіз еволюції початкового профілю хвилі виконаний за 

допомогою процедур алгоритмів комп’ютерної алгебри.  Це дозволило про-

аналізувати чисельно  вплив різних порядків нелінійностей для поздовжних, 

циліндричних та крутильних хвиль, а також визначити реологічні параметри 

з метою побудови сценаріїв еволюції (поступової зміни). 

Досліджені в роботі різні типи початкового профіля поодинокої хвилі 

спостерігаються в експериментах щодо профілів хвиль в матеріалах. У той 

же час, ці профілі описуються аналітично відомими з математичної фізики 

функціями - у вигляді косинусоїдальної функції (гармонічно симетричний 

профіль), функцій Гаусса (дзвіноподібний симетричний профіль), Уіттекера, 

Макдональда та Фрідляндера  (всі три профілі несиметричні).  

Зокрема, профіль Фрідляндера широко застосовується у фізичній теорії 

вибуху (перш за все, атомного вибуху), який досліджується вже майже сто 

років і ці дослідження продовжуються до нашого часу. 

Показано, що вплив нелінійності в теоретичних представленнях другого 

та третього наближень на поширення поздовжних поодиноких хвиль з 

початковим гармонічним профілем (у вигляді косинусоїдальної функції), 

дзвіноподібним профілем (у вигляді функції Гауса) та профілем у вигляді 

функції Уіттекера є суттєвим.  

Також  показано, що вплив нелінійності при врахуванні перших трьох 

наближень суттєво відрізняється від впливу нелінійності при врахуванні 

перших двох наближень при різних підходах до розв’язання. У деяких випад-

ках вибору початкових параметрів задачі, суттєвої різниці при використанні 

методу обмеження на градієнт зміщення, для перших двох та трьох наближу-

нь не спостерігається. (профілі у вигляді функцій Гаусса та Уіттекера).  

Також спостережено, що симетричний профіль хвилі у вигляді функції 

Гаусса спотворюється симетрично, тоді як несиметричний профіль у вигляді 

функції Уіттекера деформується несиметрично.  

 Розглянуто  поширення  циліндричної  радіальної хвилі  з  початковими  
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профілями у вигляді функцій Макдональда та Фрідляндера, які мають схожі 

початкові профілі при певних параметрах, а також розглянуто аналогічну 

задачу для таких параметрів, де початкові профілі різні. Зроблено порівняль-

ний аналіз, як для подібних профілів, так для профілів, які зовсім різні. 

Розглянуто поширення хвиль, для розв’язків з двома наближеннями та 

розв’язків з трьома наближеннями за методом обмеження на градієнт змі-

щення. Показано, що обидва несиметричні поодинокі профілі еволюціонують 

майже однаково і вплив третього наближення не є суттєвим.  

Велику увагу приділено задачі про поширення крутильної хвилі. Тут 

детально описана нова постановка нелінійної задачі. Як уже зазначалося 

раніше, для наближеного аналізу найпростішого варіанту нелінійного хви-

льового рівняння запропоновано новий метод, який узагальнює метод 

обмеження на градієнт зміщення. При реалізації методу отримана достатньо 

проста формула для знаходження перших двох наближень, яка зручна при 

комп‘ютерному аналізі еволюції хвилі. Показано існування змінного 

спотворення хвилі у радіальному напрямку і постійного у осьовому, що 

описує поширення крутильних хвиль всередині кругового циліндра та вздовж 

його осі симетрії. Досліджено, що існує суттєвий вплив зміни величини 

радіуса циліндра на розподіл амплітуд крутильної хвилі всередині циліндра. 

Спостережено зміну знаку амплітуди та збільшення кількості максимумів 

кривої розподілу амплітуд. Приведені в роботі сценарії розподілу амплітуд 

хвилі від центру до поверхні циліндра (всередині циліндра) при поширенні 

нелінійно пружної крутильної хвилі  засвідчили, що в аналізі цих хвиль 

багато прогалин і такий аналіз є актуальним.    

Докладно викладено новий підхід до задачі про поширення сейсмічної 

зсувної хвилі. При аналізі цієї задачі отримано сценарії трансформації 

гармонічної хвилі в експоненціально затухаючу гармонічну за доволі корот-

кий час поширення при характерних для сейсмічних хвиль дуже низьких 

частотах. Побудовані сценарії еволюції швидкості хвилі та амплітуди затухан 

ня хвилі. 
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Отже, проведений теоретичний і числовий аналіз розглянутих у роботі 

нелінійних хвиль дозволив виявити ряд нових нелінійних хвильових ефектів. 

У сукупності, проведені  дослідження є новими і  заповнюють певний фраг-

мент теорії нелінійних хвиль в матеріалах.  

Достовірність даної роботи забезпечуються коректністю постановки 

задач, використанням класичної нелінійної теорії поширення хвиль, класич-

ного підходу до аналізу плоских поздовжних, циліндричних радіальних і 

крутильних та сейсмічних хвиль, застосуванням апробованих методів набли-

женого аналізу розв’язків нелінійних хвильових рівнянь, використанням гра-

фічних алгоритмів комп’ютерної алгебри, узгодженням отриманих резуль-

татів з результатами раніше проведених теоретичних і експерименттальних 

досліджень хвиль і відповідністю міркуванням фізичного характеру.  

Одержані теоретичні і числові результати дали можливість побудувати 

сценарії поширення хвиль в матеріалах, що описуються нелінійними моделя-

ми пружного і вязкопружного деформування, кращого розуміння впливу 

кількості наближень при розв’язуванні хвильової задачі на сценарії поши-

рення різних типів хвиль.  

Наукові результати дисертації отримані автором самостійно. Дисерта 
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ВСТУП. ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ. 

Актуальність теми. Теорія нелінійних хвиль в матеріалах являє собою 

великий розділ нелінійної теорії хвиль та нелінійної теорії пружності, в’язко-

пружності та інших узагальнень теорії пружності. Ця теорія не є закінченою 

і розвивається шляхом ускладнення моделей деформування, розширення 

типів хвиль, розвитку математичних методів розв’язування нелінійних 

хвильових рівнянь, збільшення можливостей комп’ютерних програм і т.п. 

Розвиток відбувається у багатьох наукових центрах світової механіки і досі. 

Сучасна промисловість виробляє величезну кількість машин, конструкцій, 

приладів, устаткуваннь, які або постійно працюють у динамічних режимах, 

або у роботі яких використовуються механізми поширення хвиль, або в яких 

спостерігаються хвильові процеси. Тому розвиток теорії хвиль в матеріалах 

перебуває під тиском промисловості і є для неї затребуваним продуктом. 

Поодинокі хвилі з посеред різноманіття хвиль складають доволі 

великий клас хвиль. Знання про такі хвилі є необхідним, оскільки пряме або 

непряме застосування таких хвиль  фактично спостерігається у всіх галузях 

практичної діяльності людини – від медицини до архітектури, від машино-

знавства до історії. Підтвердження цього можна знайти у пошуковій системі 

Google за ключовими словами solitary waves in materials. В дисертації для 

прикладу вказано наукові публікацій щодо поодиноких хвиль в провідних 

світових журналах, який свідчить про актуальність вивчення поодиноких 

хвиль. 

В дисертації вивчаються хвилі з заданим початковим поодиноким 

профілем, який далі еволюціонує з часом поширення хвилі. 

Поодинокі хвилі в матеріалах (порівняно з рідинами) досліджені 

значно менше. З практичної точки зору, знання закономірностей  розповсюд-

ження поодиноких хвиль корисно при інженерних розрахунках різних 

конструкцій, на які діє ударний імпульс. Спеціалізовані наукові журнали з 

теорії хвиль належать до групи найбільш рейтингових в області механіки. 

Отже, розвиток теорії поодиноких хвиль в матеріалах актуальний з точки зо- 
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ру фундаментальних аспектів теорії хвиль. 

Однак, у дисертації досліджено додатково два типи хвиль з гармоніч-

ним профілем – крутильні та сейсмічні. 

Крутильні хвилі вивчені значно менше інших типів хвиль, але постійно 

привертають увагу теоретиків і інженерів через практичну значимість в 

інженерних проблемах буріння і використання скважин. В розділі 7, 

присвяченому крутильним хвилям приведений результат бібліографічного 

пошуку в базі даних Google наукових публікацій щодо крутильних хвиль в 

провідних світових журналах, який свідчить про актуальність вивчення цих 

хвиль. Особливість крутильних хвиль є такою, що хвиля поширюється в 

напрямку осі циліндра та напрямку від поверхні циліндра. Приведені в 

роботі сценарії розподілу амплітуд хвилі від центру до поверхні циліндра 

(всередині циліндра) при поширенні нелінійно пружної крутильної хвилі  

засвідчили, що в аналізі цих хвиль багато прогалин і такий аналіз є акту-

альним.  

Сейсмічні хвилі поширюються від осередків землетрусів, вибухів та 

інших джерел до поверхні Землі. В дисертації вивчаються плоскі поперечні 

сейсмічні хвилі (зсувні хвилі). Вони зміщують часточки грунтових порід у 

напрямку, перпендикулярному до напрямку поширення хвилі. Звичайно, 

грунти вважаються реологічними середовищами. Історично так склалося, що 

ту область механіки матеріалів, яка враховує властивості пружності та в‘яз-

кості має назву теорія в‘язкопружності, теж відносять до реології. Від-

повідно, властивості в‘язкопружних матеріалів традиційно називають реоло-

гічними властивостями і параметри моделей теж називають реологічними. 

При вивченні деформування грунтових шарів явище вязкопружності 

спостерігається постійно і в дисертації вибрана так звана стандартна модель. 

Сама постановка задачі, підхід до її розв’язування і отримані результати є 

новими в теорії сейсмічних хвиль. Актуальність розвитку теорії сейсмічних 

хвиль є незаперечною перш за все через існування  практичних задач захисту 

від сейсмічної небезпеки. Після першої публікації автора в області 
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сейсмічних хвиль, його постійно запрошують на всі світові наукові 

конференції в області сейсмічних хвиль. Затребуваність та нові результати в 

області сейсмічного захисту є постійною і актуальною. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисертаційна робота виконана у відповідності з основними напрям-

ками наукових досліджень відділу реології Інституту механіки НАН України 

ім. С.П. Тимошенка; зокрема, з науково – дослідницькою темою № 1.3.1.418-

20 «Побудова наближених розв’язків нелінійних задач поширення 

гармонічних і поодиноких хвиль в пружних матеріалах» (I. 2020 – ІV. 2023, 

номер державної реєстрації 0119U103784). Отримані наукові результати 

увійшли до звіту науково-дослідницької роботи № 1.3.1.418-20. Продовження 

отриманих результатів даної роботи увійшли до наступної науково – 

дослідницькою теми № 1.3.1.461-24 «Еволюція поодиноких хвиль різних 

початкових профілів в пружних матеріалах» (I. 2024 – ІV. 2027, номер 

державної реєстрації 0123U104924). Також  продовження отриманих резуль-

татів увійшли до науково-дослідницької роботи “Дослідження критичного 

стану тріщин та траєкторій їх поширення, а також розповсюдження хвиль в 

рамках нелінійних підходів сучасної комп'ютерної та аналітичної механіки” 

(шифр: 472-25) в рамках гранту для молодих вчених НАН України.     

Мета і задачі дослідження. Метою роботи є побудова сценаріїв ево-

люції поодиноких і гармонічних нелінійних хвиль, яка включає постановку 

нових задач, отримання аналітичних розв’язків нових нелінійних хвильових 

рівнянь, розвиток методів розв’язування цих рівнянь, адаптації програм ком-

п’ютерного моделювання та аналіз отриманих сценаріїв з точки зору вияв-

лення нових нелінійних хвильових ефектів.  Більш конкретно вона включає: 

– вибір поодиноких хвиль, як предмета досліджень (автор разом з кон-

сультантом сформували новий напрямок досліджень); 

–     постановку  задач про поширення  хвиль  в матеріалах  (середовищах),  

що   деформуються   пружно   нелінійно  згідно  п’ятиконстантною  моделлю  

Мернагана або стандартною реологічною моделлю; 
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–      отримання нових нелінійних хвильових рівнянь для поздовжних, цилін  

дричних радіальних, крутильних та сейсмічних хвиль та розв’язків цих рів- 

нянь; 

– розвитку наближеного методу обмеження на градієнт зміщення при 

розв’язуванні  нелінійної хвильової задачі і отримання перших двох та трьох 

наближень та прямого методу розв’язування хвильового рівняння для стан-

дартної реологічної моделі; 

–      вибір п’ятьох типів (гармонічна косинусоїдільна періодична функція, 

функції Гаусса, Уіттекера, Макдональда, Фрідляндера) початкового профіля 

хвилі, які є близькими до реально спостережуваних профілів хвиль в матері-

алах; 

–      аналіз нелінійного хвильового рівнянь для поздовжних хвиль з почат-

ковим гармонічним профілем з метою порівняння ефективності двох методів 

(послідовних наближень та обмеження на градієнт зміщення) при 

розв’язуванні в рамках двох та трьох перших наближень; 

–   теоретичний і числовий аналіз (побудова сценаріїв еволюціЇ) поширен-

ня поздовжних хвиль з початковим профілем у вигляді функції Гаусса 

(симетричний профіль з одним горбом); 

– теоретичний і числовий аналіз (побудова сценаріїв еволюціЇ) поширен- 

ня поздовжних хвиль з початковим профілем у вигляді функції Уіттекера 

(несиметричний профіль з одним горбом); 

– порівняння наближених розв’язків для хвиль Гаусса та Уіттекера за 

різними параметрами порівняння; 

–   теоретичний і числовий аналіз (побудова сценаріїв еволюції)  поши-

рення циліндричних радіальних хвиль з початковим профілем у вигляді 

функцій Макдональда та Фрідляндера (несиметричний профіль без горба).   

– порівняння розв’язків, отриманих для хвиль Макдональда та Фрід-

ляндера, за різними параметрами порівняння; 

–   теоретичний  і  числовий  аналіз  (побудова  сценаріїв еволюції)  поши-

рення гармонічної крутильної хвилі  всередині кругового циліндра та вздовж  
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його осі симетрії; 

– проведення більш загального порівняльного аналізу нелінійних пооди-

ноких хвиль з різними початковими профілями на основі отриманих автором 

розв’язків, який включає вплив частоти, початкової амплітуди і параметрів 

матеріалу на еволюцію початкового профілю;  

– розробка методу визначення параметрів стандартної три-константної  

реологічної моделі; 

– теоретичний і числовий аналіз (побудова сценаріїв еволюції швидкості 

зсувної гармонічної сейсмічної хвилі та амплітуди хвилі для трьох дослід же-

них типів грунту при зміні частоти хвилі і зміні часу поширення хвилі. 

Об’єктом дослідження є подинокі хвилі в матеріалах (плоска поз-

довжна, циліндрична радіальна  та крутильна-гармонічна), що деформуються 

нелінійно пружно та гармонічна плоска зсувна сейсмічна хвиля в грунтових 

шарах з реологічними властивостями.  

Предметом дослідження є еволюція початкового профілю поодиноких 

хвиль в матеріалах, деформування яких описується пятиконстантною 

моделлю Мернагана); вплив нелінійності деформування матеріалу на 

характер поширення п’яти типів хвиль  - плоска поздовжна, циліндрична 

радіальна, крутильна, гармонічна плоска зсувна сейсмічна хвиля в грунтових 

шарах, деформування якої описується реологічною стандартною 

триконстантною моделлю. Додатково досліджуються та використовуються 

методи наближеного розв’язування нелінійних хвильових рівнянь, програми 

комп’ютерного моделювання з використанням спеціальних функцій 

математичної фізики, методика знаходження параметрів реологічної моделі з 

використанням експериментальних кривих повзучості.       

 Методи дослідження. В роботі застосовувалися як аналітичні так і 

числові методи дослідження. Основою аналітичних досліджень були 

нелінійна теорії пружності та вязкопружності. Нелінійні хвильові рівняння 

отримувались за строгими процедурами цих теорій і аналізувалися методом 

обмеження на градієнт зміщення з метою отримання перших двох та трьох 
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наближень. Числовий аналіз еволюції початкового профілю хвилі виконаний 

за допомогою процедур алгоритмів комп’ютерної алгебри.  

Наукова новизна одержаних результатів полягає в таких положен-

нях, що виносяться на захист:  

УЗАГАЛЬНЕНІ ПОЛОЖЕННЯ 

1. Теоретичний і числовий опис нових нелінійних хвильових ефектів, 

який полягає в побудові сценаріїв еволюції чотирьох типів хвиль 

(плоска поздовжна, плоска поперечна – зсувна, циліндрична радіальна, 

крутильна) з різними початковими профілями - гармонічний коси-

нусоїдальний, подинокий симетричний з одним горбом, поодинокий 

несиметричний з одним горбом, несиметричний без горба). 

2. Проведення порівнянь різних сценаріїв за різними критеріями порів-

няння і формулювання нових коментарів до отриманих сценаріїв. 

3. Отримання нових нелінійних хвильових рівнянь для плоских поздовж- 

них хвиль (хвиль Гаусса та Уіттекера), плоских поперечних хвиль 

(сейсмічних гармонічних хвиль), циліндричних радіальних (хвиль 

Макдональда та Фрідляндера), крутильних гармонічних хвиль.  

4. Побудова в рамках одного наближеного підходу обмеження на гра- 

дієнт зміщення перших двох і трьох наближень при розв’язуванні 

хвильових задач.  

5. Проведення числового моделювання для порівняння двох та трьох на-

ближень розв’язку хвильової задачі при різних типах матеріалів, 

підошв і максимальних амплітуд для хвиль з метою виявлення впливу 

третього наближення на спотворення початкового профілю хвилі. 

6. Побудова сценаріїв поширення в грунтових шарах сейсмічної плоскої 

поперечної хвилі прямим методом розв’язання реологічного хвильо-

вого рівняння. 

КОНКРЕТИЗОВАНІ ПОЛОЖЕННЯ СТОСОВНО РЕЗУЛЬТАТІВ,  

ВИКЛАДЕНИХ В ОКРЕМИХ РОЗДІЛАХ 

7. Розділ 3.  Запропоновано  і  реалізовано  новий  наближений метод зна- 
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ходження розв’язку нелінійного хвильового рівняння щодо пружної 

плоскої поздовжної хвилі,  оснований на перетворенні цього рівняння і 

обмеженні на градієнт зміщення. Отримано формулу для знаходження 

перших трьох наближень. 

8. Розділ 3. Запропоновано і реалізовано новий наближений метод зна-

ходження розв’язку нелінійного хвильового  рівняння щодо пружної 

циліндричної радіальної хвилі, оснований на перетворенні цього рів-

няння і обмеженні на градієнт зміщення. Отримано формулу для 

знаходження перших трьох наближень. 

9. Розділ 4. Проведено числове моделювання для двох різних методів 

розв’язування нелінійної задачі поширення поздовжної хвилі з гармо- 

нічним профілем в рамках двох та трьох перших наближень. 

10. Розділ 4. Виявлено новий хвильовий ефект, який супроводжує 

класичний ефект генерації другої гармоніки – профіль цієї гармоніки 

деформується і стає несиметричним. 

11.  Розділ 4. При аналізі отриманих графіків спостережено утворення 

двох горбів замість одного (для двох перших наближень за двома 

методами - послідовних наближень та обмеження на градієнт змі-

щення. 

12.  Розділ 4. Спостережено різну швидкість еволюції ( швидкість зміни 

початкового профіля хвилі) при її описанні двома методами, 

включаючи збільшення максимальної амплітуди. 

13.  Розділ 4. Для трьох перших наближень в рамках двох методів, почат-

ковий профіль спотворюється по різному, внаслідок різного матема-

тичного представлення наближень. Для методу послідовних набли-

жень третє наближення вводить поправку четвертого порядку, яка не 

змінює знак при зміні знаку амплітуди, тоді як для методу обмеження 

на градієнт зміщення поправка  має  третій  порядок і  змінює знак при  

зміні знаку амплітуди. 

14.  Розділ 4.  Графіки отримані для двох перших наближень  при  застосу-  
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ванні обох методів показують подібні спотворення. У випадку обох 

методів еволюція відбувається асиметрично: додатна частина профілю 

перетворюється у два горби , тоді як від’ємна частина має тенденцію 

трансформуватися в профіль 2-ї гармоніки.  

15.  Розділ 4. Спостережено, що для гармонічної хвилі третє наближення 

за обома методами змінює суттєво як початковий профіль так і про-

філь в рамках «перше +друге наближення». Вплив проявляється по 

різному. Для першого методу горби у верхній та нижніх частинах роз-

падається на два горби кожен, виявляючи при цьому тенденцію до 

утворення четвертої гармоніки. Для другого методу горб у верхній час-

тині розпадається на два, а горб у нижній частині не розпадається, ви-

являючи при цьому тенденцію до значної деформації другої гармоніки. 

16.  Розділ 5. Для отриманих за методом обмеження на градієнт зміщення 

двох та трьох перших наближень проведено числове моделювання ево-

люції поширення поздовжної поодинокої хвилі з початковими профі-

лями у вигляді функції Гаусса та Уіттекера. 

17.  Розділ 5. Спостережено, що для хвилі Гаусса графіки, отримані для 

двох та трьох перших наближень в рамках методу обмеження на граді-

єнт зміщення, є різними. Для перших двох наближень спотворення від-

бувається практично симетрично відносно умовної вертикальної пря-

мої, що проходить через вершину горба – утворюються два горби. Для 

перших трьох наближень спотворення відбувається асиметрично 

відносно умовної вертикальної прямої, що проходить через вершину 

горба – утворюються два різні горби – лівий горб опускається і правий 

піднімається. 

18.  Розділ 5. Отримані графіки для двох та трьох перших наближень в 

рамках методу обмеження на градієнт зміщення для несиметричної 

хвилі Уіттекера з двома варіантами початкового профіля. Для першого 

варіанту показано, що для обох наближень (1+2) і (1+2+3) спотворення 

відбувається несиметрично. Швидкість еволюції для різних варіантів і 
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наближень різна, значення максимальної амплітуди зростає та зменшу-

ється розмір підошви хвилі.  

19. Розділ 5. Хвилі Уіттекера для другого варіанту початкового профіля та 

відповідного розв’язку другого і третього наближення еволюціонують 

аналогічно несиметрично з різною дисторсією – для третього набли-

ження на схилі профіля утворюється горб. Швидкість спотворення та 

значення максимальної амплітуди для наближень 1+2+3 більша ніж 

для 1+2 а розмір підошви зменшується ще більше. 

20. Розділ 5. Показано, що обидва несиметричні профілі хвилі Уіттекера  

еволюціонують по різному і вплив третього наближення  є суттєвим по 

відношенню до другого. 

21. Розділ 6. Проведено числове моделювання і побудовані сценарії ево-

люції за методом обмеження на градієнт зміщення для нелінійної 

задачі поширення  циліндричної радіальної поодинокої хвилі з почат-

ковим профілем у вигляді функції Макдональда та Фрідляндера в 

рамках двох та трьох перших наближень. 

22. Розділ 6. Отримані графіки показують, що несиметричність профілю 

Макдональда зберігається, а спотворений профіль стає все крутішим і 

крутішим. Швидкість спотворення  для наближення 1+2+3 вища ніж 

для 1+2, а розмір підошви зменшується. 

23. Розділ 6. Хвиля Фрідляндера проаналізована для двох варіантів почат- 

кового профіля. Спостережено, що  для першого варіанту спотворення 

відбувається аналогічно хвилі Макдональда.  

24. Розділ 6. Показано теоретично і чисельно, що сценарії еволюції хвиль 

Макдональда та Фрідляндера для першого варіанту початкового про-

філя дуже схожа. З цього факту випливає, що в рамках аналізу еволюції 

обидва профілі є взаємозамінними, хоча математично представлені по-

різному. 

25.  Розділ 6. Для хвилі Фрідлендера  з другим варіантом початкового про- 

філя показано, що вона спотворюється несиметрично у випадку друго-  
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го та третього наближень. Спотворення відбувається як для додатних 

значень амплітуд, так і від’ємних. Для додатних профіль стає крутішим, 

а для від’ємних стає ближчим до горизонтальної осі.    

26.  Розділ 6. Спостережено, що хвилі Макдональда та Фрідляндера ево-

люціонують майже однаково і вплив третього наближення не є суттє- 

вим по відношенню до другого. 

27.   Розділ 6. Зроблено висновок, що функція Макдональда може розгляд-

датися як точний розв’язок нелінійного хвильового рівняння рівняння, 

а функцію Фрідлендера можна інтерпретувати як наближений розв’я-

зок цього рівняння. 

28.  Розділ 7. Проаналізована циліндрична крутильна хвиля, яка поширює-

ться в напрямку осі циліндра. Отримана достатньо проста формула для 

знаходження перших двох наближень і показано ефективність методу 

обмеження на градієнт зміщення у випадку наближеного аналізу прос-

того варіанту хвильового рівняння крутильної хвилі. Метод обмежує 

зміну швидкості крутильної хвилі і узагальнює розвинений для інших 

хвильових рівнянь метод. 

29.  Розділ 7. Проведено числове моделювання спотворення початкового 

профіля радіальної циліндричної крутильної хвилі в напрямку осі 

циліндра та напрямку від поверхні циліндра до його центру для трьох 

типів матеріалів. 

30. Розділ 7. Показано існування змінного спотворення крутильних хвиль 

хвилі у радіальному напрямку і постійного у осьовому, в всередині 

поширення кругового циліндра та вздовж його осі симетрії. 

31.  Розділ 7. Спостережено значний вплив величини радіуса циліндра, в 

якому поширюється крутильна хвиля, на розподіл амплітуд хвилі все-

редині циліндра. 

32. Розділ 7. При аналізі граничних умов зясовано, що існує велика відмін- 

ність в формолюванні цих умов для лінійної та нелінійної постановок. 

33. Розділ 8. Запропоновано  в  реалізовано  опис деформування грунтових  
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шарів стандартною триконстантною реологічною моделлю. 

34.  Розділ 8. Розроблено і застосовано метод визначення параметрів рео-

логічної моделі на основі однієї експериментальної кривої повзучості 

реального грунтового шару.  

35. Розділ 8. Показано чисельно, що для гармонічної сейсмічної хвилі 

зміна амплітуди хвилі з часом чи зі зміною частоти супроводжується 

затуханням амплітуди хвилі. Значення амплітуди зі збільшенням часу 

поширення чи частоти асимптотично прямують до нуля за експонен-

ціальним законом. 

36.  Розділ 8. Показано, що залежності швидкості хвилі і коефіцієнту 

затухання хвилі від частоти виявили неочікувану з практичної точки 

зору ситуацію, коли суттєва нелінійність цих залежностей спосте-

рігається лише для дуже низьких частот від 1 до 4 герц і для більших 

значень частоти швидкість і затухання хвилі практично є постійними.  

Обґрунтованість та достовірність забезпечуються коректністю 

постановки задач, використанням класичної нелінійної теорії поширення 

хвиль в матеріалах, узгодженістю нелінійного підходу до аналізу поздов-

жних, циліндричних радіальних та крутильних хвиль з класичним лінійним 

підходом, коректністю аналізу стандартної реологічної моделі щодо сейсмі-

чних хвиль, коректністю використання методів послідовних наближень та 

обмеження на градієнт зміщення, використання графічних алгоритмів 

комп’ютерної алгебри, узгодженням отриманих результатів з результатами 

раніше проведених теоретичних і експериментальних досліджень хвиль та з 

відповідністю результатів міркуванням фізичного характеру.  

Теоретична і практична цінність отриманих результатів є багаторів-

невою. Перший рівень включає цінність для загальної теорії поширення 

нелінійних хвиль в матеріалах. Тут сформульовано і розвинуто новий 

напрямок теорії – аналіз еволюції поодиноких хвиль з заданим початковим 

профілем. Наступний  рівень  полягає в побудові наближених розвязків конк- 

ретних типів хвиль і виявлення нових нелінійних хвильових ефектів. 
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Оскільки робота планувалася і в процесі її виконання сформувалася як 

робота в області фундаментальних проблем механіки, то практичне значення 

отриманих результатів має в основному потенційний характер.  

Кожен тип проаналізованих в роботі поодиноких хвиль може потен-

ційно знайти практичне застосування в інженерній механіці.  

Практичне значення одержаних результатів полягає в можливості 

кращого розуміння впливу хвилі, її параметрів і матеріалу (середовища 

поширення хвилі) на поширення п’яти типів досліджених в роботі хвиль. 

Оскільки поодинокі хвилі здебільшого генеруються вибухами, короткими 

імпульсами високої інтенсивності та інше, то ті сфери діяльності, де вини-

кають динамічні процеси такого роду, потенційно зацікавлені в дослід-

женнях поодиноких хвиль. Дослідження сейсмічних хвиль є предметом 

постійного інтересу організацій, які відповідають за сейсмічну безпеку. 

Отримані результати щодо сейсмічних хвиль планується застосовувати в 

спільних роботах зі вченими Інституту геофізики ім. С.І. Субботіна НАН 

України.    

Особистий внесок здобувача. Наукові результати дисертації були 

отримані автором самостійно. У всіх працях, що опубліковані у співавтостві 

здобувач приймає участь у постановці задач реалізації та розробці підходів 

до їх розв'язання. Всі основні результати дисертації які виносяться на захист 

отримані автором самостійно, матеріали опубліковані у співавторстві, що 

використані в дисертації отримані здобувачем особисто включаючи поста-

новку задач та безпосереднє виконання всіх етапів робіт. У спільних публі-

каціях з науковим консультантом член.-кор. НАНУ, Я.Я Рущицьким та чле.-

кор. НАНУ О.В. Кендзерою, к.ф.-м.н. С.В. Сінчилом, к.ф.-м.н., О.О.Хотенко 

дисертантом виконано постановку нових задач, отримання аналітичних 

розв’язків нових нелінійних хвильових рівнянь, розвиток методів розв’я-

зування цих рівнянь, адаптації програм комп’ютерного моделювання та 

аналіз отриманих сценаріїв з точки зору виявлення нових нелінійних 

хвильових ефектів, для сейсмічних хвиль запропоновано в реалізовано опис 
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деформування грунтових шарів стандартною  три-константною  реологічною 

моделлю. 

 Опубліковані роботи достатньо повно відображають зміст дисертації.  

 Апробація результатів дисертації. Результати досліджень, що вклю-

чені в дисертацію, були представлені в наступних анотаціях доповідей на 

міжнародних наукових конференціях:   

1. Юрчук В.М. Рущицкий Я.Я. Моделювання еволюції поодиноких хвиль 

конструкційних матеріалах. Перші три наближення// Матеріали міжн. наук.- 

практ. конф. «Інформаційні технології та комп’ютерне моделювання», Івано-

Франківськ–Яремча, 18 – 22 травня – 2020.– С. 212-216. 2. Рущицький Я.Я. 

Сінчило С.В. Юрчук В.М. Крутильні пружні хвилі. Деякі аспекти нелінійного 

аналізу. Абстракти VІI Міжн. наук. конф. «Сучасні проблеми механіки» 28–

30 серпня 2023 р. Київ, Київський нац. унів. Ім. Тараса Шевченка. С.89. 3. 

Хотенко О.О. Юрчук В.М. Граничні умови в аналізі нелінійних поверхневих 

і крутильних хвиль. Абстракти VІI Міжн. наук. конф. «Сучасні проблеми 

механіки» 28–30 серпня 2023 р. Київ, Київський нац. унів. Ім. Тараса 

Шевченка. С.122. 4. Rushchitsky J.J. Yurchuk V.M.  To comparison of evolution 

of different kinds of elastic solitary waves. Анотації доповідей. Міжнародна 

наукова конференція “Актуальні проблеми механіки”до 145-річчя від дня на-

родження С.П. Тимошенка  14–16 листопада 2023 р. Київ, Інститут механіки 

ім. С.П. Тимошенка НАН України. 5. Хотенко О.О. Юрчук В.М.  Про 

граничні умови в аналізі нелінійних поверхневої крутильної хвиль. Анотації 

доповідей. Міжнародна наукова конференція “Актуальні проблеми механі-

ки”до 145-річчя від дня народження С.П. Тимошенка 14–16 листопада 2023 р. 

Київ, Інститут механіки ім. С.П. Тимошенка НАН України. 6. Сінчило С.В. 

Юрчук В.М. Про новий наближений метод аналізу рівнянь, для крутильних 

пружних хвиль. Анотації доповідей. Міжнародна наукова конференція 

“Актуальні проблеми механіки” до 145-річчя від дня народження С.П. Тимо-

шенка 14–16 листопада 2023 р. Київ, Інститут механіки ім. С.П. Тимошенка 

НАН України. 7. Юрчук В.М. Одна особливість еволюції початкового профі-
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ля нелінійно пружних хвиль. Анотації доповідей. 11-та Міжнародна наукова 

конференція “Математичні проблеми механіки неоднорідних структур” 24-26 

вересня 2024р. Львів, Інститут механіки прикладних проблем механіки і 

математики ім. Я.С. Підстригача НАНУ 8. Юрчук В.М. Опис застосування 

стандартної реологічної моделі до аналізу сейсмічних хвиль Міжнародної 

наукової конференції «Механіка: сучасність і перспективи» 7-11 жовтня 2024 

р. Київ, Інститут механіки ім. С.П. Тимошенка НАН України. 

В завершеному вигляді дисертаційна робота доповідалась і обгово-

рювалась на семінарах відділу реології Інституту механіки ім. С.П. 

Тимошенка НАН України (керівник - член-кор. НАНУ, д. ф.-м. н., проф. 

Рущицький Я.Я.), на науковому семінарі за напрямком “Механіка компо-

зитних і неоднорідних середовищ” Інституту механіки ім. С.П. Тимошенка 

НАН України (керівник - д.ф.-м.н. Сторожук Є. А.)  і на загальноінсти-

тутському семінарі Інституту механіки ім. С.П. Тимошенка НАН України 

(керівник - акад. НАНУ, д.т.н., Назаренко В.М.) і отримала позитивну 

оцінку.  

Основні положення, результати дослідження та висновки кандидатської 

дисертації автора є допоміжними і не входять у блок нових резудьтатів, які 

складають докторську дисертацію.  

Публікації. За темою дисертації опубліковано 18 наукових робіт, 14 із 

них у міжнародному науковому журналі «Прикладна механіка - International 

Applied Mechanics», зокрема 10 публікацій [1,2,4-9,16,17] квартиля Q3, 4 

публікацій [11-14] квартиля Q4 одна публікація [10] – глава в колективній 

монографії видавництва Springer, а також три публікації  категорії “Б”, 

зокрема дві публікації [3,18] в журналі “Доповіді НАНУ” та одна [15] в 

журналі “Вісник Київського національного університету імені Тараса 

Шевченка”. 

Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається з ано-

тації, вступу, 8 розділів, висновків,  списку  використаних джерел із  159 най-

менувань. Загальний обсяг дисертації становить 312 сторінок разом з 237 ри-  
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сунками та двома таблицями. 

Основний зміст дисертаційної роботи. 

Вступ містить загальну характеристику роботи; тут проаналізовано 

стан наукової проблеми, обґрунтовано актуальність теми дисертації, її 

зв'язок з науковими програмами; сформульовано мету роботи та задачі 

дослідження;відзначено наукову новизну і практичну цінність одержаних 

результатів; наведено дані про апробацію результатів дисертації та про 

публікації результатів роботи, а також короткий опис структури дисертації. 

У першому розділі (допоміжному) розглянуто класичні хвильові рів-

няння для плоских, циліндричних та крутильних хвиль, основні характериc-

тики і термінологію. Описано математичну схему нелінійного пружного 

деформування матеріалів. Розглянуто п’ятиконстантну модель Мернаґана як 

одну з найбільш поширених моделей нелінійної теорії пружності. Отримані 

нелінійні хвильові рівняння в рамках моделі Мернаґана стосовно плоских, 

циліндричних радіальних та крутильних хвиль. 

Другий розділ (допоміжний) містить інформацію про поодинокі хвилі 

з початковим  профілем у вигляді функцій Гаусса, Уіттекера, Макдональда та 

Фрідляндера, їх основні характеристики та властивості.  

У третьому розділі (допоміжно-основному) розглянуто два підходи 

до розв’язання нелінійної хвильової задачі: метод послідовних наближень та 

метод обмеження на градієнт зміщення.  Для плоскої гармонічної хвилі отри-

мано нові розв’язки в рамках відповідних методів для перших трьох набли-

жень. Для плоскої поздовжної хвилі та радіальної циліндричної хвилі 

розв’язки отримані тільки в рамках методу обмеження на градієнт зміщення 

для перших трьох наближень.   

Четвертий розділ містить теоретичний та числовий аналіз поширення 

поздовжної хвилі з початковим гармонічним профілем для перших двох і трьох 

наближень за методами послідовних наближень та обмеження на градієнт 

зміщення з метою їх порівняння за критерієм зручності використання. 

У пятому розділі проведено теоретичний  та числовий аналіз  (побудо- 
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вано сценарії еволюції профіля хвилі) поширення повздовжної поодинокої 

хвилі з початковими профілями у вигляді функції Гаусса (симетричний 

профіль з одним горбом) та Уіттекера (несиметричний профіль з одним гор-

бом), для перших двох та трьох наближень за методом обмеження на градієнт 

зміщення. 

Шостий розділ містить теоретичний та числовий аналіз (сценарії ево-

люції початкового профіля хвилі) поширення радіальної циліндричної пооди-

нокої хвилі з початковими профілями у вигляді функції Макдональда та 

Фрідляндера (несиметричний профіль без горба), для перших двох та трьох 

наближень за методом обмеження на градієнт зміщення. 

Сьомий розділ присвячений теоретичному та числовому аналізу 

(побудові сценаріїв еволюції початкового профіля хвилі і розподілу амплітуд 

хвилі всередині циліндра) поширення нелінійно пружної крутильної хвилі. 

Тут хвиля поширюється в напрямку осі циліндра. Для аналізу зміни ампулі-

туди у напрямку від поверхні циліндра до його центру застосовано узагалі-

нений для цього випадку  метод обмеження на градієнт зміщення.  

У восьмому розділі проведено теоретичний та числовий аналіз і побу-

довано сценарії еволюції швидкості сейсмічної хвилі та амплітуди хвилі для 

трьох типів грунту при зміні частоти хвилі і зміні часу поширення хвилі. 

Промодельовано деформування грунтових шарів стандартною триконстан 

тною реологічною моделлю. Запропоновано новий в теорії сейсмічних хвиль 

метод визначення реологічних параметрів грунтових шарів.  

У висновках сформульовано основні результати дисертаційної роботи. 

Автор висловлює щиру вдячність своєму науковому консультанту ₋ 

члену-кореспонденту НАН України, доктору фізико-математичних наук, 

професору Яремі Ярославовичу Рущицькому за постійну увагу, цінні поради, 

пропозиції та всебічну підтримку під час виконання роботи. 

Основний висновок. Зміст вступу регулюється Інструкцією МОН і 

відповідає цій Інструкції. 
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РОЗДІЛ 1. (ДОПОМІЖНИЙ) 

НЕОБХІДНІ ФАКТИ З КЛАСИЧНОЇ ЛІНІЙНОЇ (ПОШИРЕННЯ 

ПРУЖНИХ ХВИЛЬ) І НЕЛІНІЙНОЇ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ 

(ПЯТИКОНСТАНТНА МОДЕЛЬ МЕРНАҐАНА)  

 

1.1. Класичні хвильові рівняння. Основні характеристики і 

термінологія 

В даній роботі внесені в текст певні факти з лінійної теорії поширення 

пружних хвиль пов‘язані з тим, що далі розглядатимуться нелінійні хвилі, які 

є розв‘язками нелінійних хвильових рівнянь і відповідні їх порівняння.  

Отримані хвильові рівняння розв‘язуватимуться наближеними 

способами, в яких використовуються розв‘язки відповідних лінійних рівнянь.   

Хвиля розуміється як поширення в просторі збурення певного стану 

фізичної чи іншої системи. Хвилі відрізняються своєю геометричною 

формою (профілем) яка може бути найрізноманітнішою. На даний час 

розрізняють такі типи хвиль: 1. Поодинокі хвилі або імпульси. 2. Періодичні 

хвилі. 3. Пакети хвиль. 4. Біжучі хвилі. Однак є деякі хвилі, які не входять у 

цю класифікацію. 

Крім профіля, хвилю також характеризують швидкість поширення і 

фаза. Ці поняття пояснюються за допомогою розв’язку Д’Aлямбера класично-

го одновимірного хвильового рівняння[11,12,36,48] 

                                                    

2 2
2

2 2
0

u u
v

x t

 
 

 
.                                             (1.1) 

Коли деякі початкові дані дорівнюють нулеві, то цей розв‘язок має вигляд 
 

                                       01 02( , ) ( ) ( )u x t u vt x u vt x    .                                 (1.2) 

 

Кожен з двох доданків в (1.2) називають біжучою хвилею. Перший описує 

хвилю, що поширюється в додатньому напрямку, другий  - у зворотному нап-

рямку. Функції 01u  і 02u  задають форму хвилі. Величину vt x    називають 

фазою і величину v  - швидкістю хвилі (фазовою швидкістю хвилі). 
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Якщо біжуча хвиля є періодичною, то зручно її розв’язок (1.2) предста-

вити у вигляді  

                                           01 02( , )
v v

u x t u t kx u t kx 
 

   
      

   
,                (1.3) 

 

де   є частотою хвилі,      2 2k v f v      - хвильовим числом,   - 

довжиною хвилі і f  - круговою частотою. 

Найчастіше біжучі хвилі розглядаються для випадку гармонічних хвиль. 

Тоді формула (1.3) спрощується 
 

                   ( , ) cosu x t A t x v    або ( , ) cos( )u x t A t kx  .      (1.4)   

 

Якщо період  1T f  і кругова частота  2f    відомі, то швидкість 

хвилі записується так:      ; ; .v k v f v T      Швидкість v  визначає 

швидкість руху одного гребіня, чи однієї впадини, чи вузла на профілі хвилі. 

  Вираз ( , )x t t kx    називають функцією фази або фазою. Фаза ліній-

но залежить від просторової змінної x  і часу t .   

Існує просте пояснення, чому v  називають фазовою швидкістю. Фіксую-

чи значення фази, тим самим фіксують певну точку на профілі хвилі. Якщо 

порахувати для фази повний диференціал d dt dx
t x

 


 
  
 

0dt kdx   , 

то з отриманої формули випливає, що для точок стаціонарної фази 

   .dx dt k   Тобто, ці точки рухаються зі швидкістю v . В результаті, 

спостерігач, який рухається зі швидкістю v , бачить (супроводжує) весь час 

одну й ту ж точку профіля хвилі. Отже, фазова швидкість – швидкість 

фіксованої точки на профілі хвилі, фаза якої є незмінною. 

Розглянемо тепер таку характеристику хвиль як стан поляризації біжу-

чої гармонічної хвилі. Нагадаємо, що така хвиля характеризується: 1.формою 

профіля – він завжди синусоїдальний; 2. амплітудою, яка є постійною і век-

торною величиною; 3. хвильовим вектором, який визначає напрямок поши-

рення хвилі; 4. частотою.  Кут, утворений вектором амплітуди і хвильовим 
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вектором, або трохи більш абстрактно, загальні співвідношення між ампліту-

дою і фазою характеризують стан поляризації хвиль. 

Розглянемо плоску хвилю зміщення. Коли коливання частинок при по-

ширенні хвилі відбуваються вздовж напрямку поширення хвилі (тобто, згада-

ний вище кут дорівнює нулеві), то хвилю називають поздовжньо поляризова-

ною. Коли коливання частинок при поширенні хвилі відбувається поперек 

напрямку поширення хвилі (тобто, згаданий вище кут є прямим), то хвилю 

називають поперечно поляризованою. 

Розрізняють два види поперечно поляризованих хвиль - вертикально 

поляризовані (що відповідають вертикальним поперечним коливанням части-

нок) і поперечно поляризовані (що відповідають вертикальним поперечним 

коливанням ча стинок). Стан поляризації впливає суттєво на взаємодію хвилі 

(з іншими хвилями, самої з собою, з іншими фізичними полями і так далі).  

        Поняття поляризації переноситься на хвилі, які вже не є гармонічними. 

Це стосується хвиль з більш складним профілем, дисперсивних хвиль, а та-

кож неперіодичних і поодиноких хвиль. 

 

      1.2. Класичні рівняння поширення плоских хвиль 

Серед усіх типів хвиль плоскі хвилі є найбільш вивченими. Виберемо 

певний напрямок, який визначається одиничним вектором  
on   і припустимо, 

що плоска хвиля є хвилею Д’Алямбера, що поширюється в напрямку 
on  з 

постійною швидкістю v   і амплітудою 
ou [14,17,30] 

 

                                                ( , ) ou x t u f t v    ,                          (1.5) 

    0

1 1 2 2 3 3 1 2 3, cos , , , .o o o o o o

k kn r n x n x n x n n r x x x          
 

Існує пояснення терміну “плоска хвиля” щодо виразу (1.5). У фіксований 

момент часу функція  ( , )u x t   є постійною на площині, яка задається рівнян-

ням 
1 1 2 2 3 3 consto o o on r n x n x n x       . Нехай хвиля рухається протягом де-

якого часу t , тоді вектор r  змінюється на величину r . Якщо при цьому 
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аргумент функції ( , )u x t  є незмінним, то функція теж незмінна. Але це означає 

що напрямок k  є саме напрямком, в якому рухається хвиля. З іншого боку, 

між величинами t  і r  існує зв‘язок 
 

                            constk r t k r r t t           або   k r t   .       (1.6) 

Формула (1.6) може розглядатися як рівняння означеної вище площини, але 

конгруентно зміщеної в просторі на відстань r . Тобто, ця площина руха-

ється в напрямку хвильового вектора k . В термінах теорії хвиль, написане ви-

ще формулюється так: гармонічна хвиля (1.5) має фронт у вигляді площини і 

цей фронт рухається в напрямку k . Саме тому хвилю (1.5) називають плос-

кою хвилею. 

Ще раз зафіксуємо, що для характеристики плоскої хвилі потрібні чо-

тири параметри: I.  Довільна форма профіля, що описується достатньо глад-

кою функцією f .  II.  Довільна амплітуда 
ou . III.  Фіксована поляризація 

ампулітуди (напрямок вектора 
ou ). IV.  Фіксована фазова швидкість v . 

Розглянемо рівняння руху лінійної теорії пружності, записане через 

зміщення для довільного випадку анізотропії пружних властивостей  
 

                                                     , 0iklm m lk iC u u  .                                    (1.7) 

 

Підставимо тепер представлення плоскої хвилі (1.5) в (1.7) і введемо 

тензор Крістоффеля 
ik ijlk j lC k k  . В результаті отримаємо рівняння Крісто-

ффеля для плоских хвиль  

                                                        
2o o

ik k iu v u  .                                                     (1.8) 

 

З рівняння (1.8) випливає, що компоненти вектора 
ou , які визначають поля-

ризовану хвилю, є власними векторами тензора 
ik  і відповідними власними 

значеннями є 
2v , які визначають фазову швидкість поляризованої хвилі. 

Таким чином процедура Крістоффеля зводить задачу визначення параметрів 

плоских хвиль до задачі на знаходження власних значень тензора 
ik .  

Оскільки тензор гіперпружних  властивостей ijklC  симетричний, то  тен- 
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зор Крістоффеля ik  також симетричний. Отже, його власні значення є дійсні 

величини і власні вектори ортогональні. Густина   є додатною величиною, 

тому власні значення теж додатні величини. Це означає що фазова швидкість 

плоскої хвилі є дійсною величиною і хвиля дійсно поширюються.  

Розглянемо випадок ізотропії і запишемо тензор Крістоффеля 
 

                                                  o o

ik i k ikk k                                               (1.9) 

і рівняння Крістоффеля  

                                           2 .o o o ok u k v u                                     (1.10) 

 

Рівняння (1.10) допускає два варіанти поляризації. Перший варіант від-

повідає колінеарності хвилі, тут вектори зміщення описують поздовжню хви-

лю з постійною швидкістю  2 /v     . Другий варіант визначає нескін-

ченне число напрямків, що випливає з ортогональності хвилі і вектора змі-

щення, і відповідає по перечній хвилі з постійною фазовою швидкіст /v   . 

Таким чином, вибір певного напрямку поширення плоскої хвилі не впливає 

на хвильові характеристики: число хвиль (тільки дві), фазову швидкість і 

взаємну поляризацію. 

Розглянемо випадок  поперечного трансверсально ізотропного середо-

вища поширення хвиль. Коли хвилі поширюються вздовж осі симетрії, то 

можливі два варіанти поляризації і відповідно, два варіанти типів хвиль: 

поздовжня хвиля з фазовою швидкістю  3333phv C   і поперечна хвиля в 

площині ізотропії з поляризацією вздовж осі абсцис швидкістю  1313phv C  .  

Коли хвилі поширюються перпендикулярно до осі симетрії, то можливі 

три типи поляризації: поздовжня хвиля з поляризацією в напрямку осі абсцис 

і фазовою швидкістю  1111 ;phv C  поперечна хвиля з поляризацією в нап-

рямку осі симетрії і фазовою швидкістю  4444 ;phv C  поперечна хвиля з 

поляризацією в напрямку осі ординат, і  фазовою швидкістю, яка представля- 
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ється у наступному вигляді    1111 22111 2phv C C   . 

В ортотропних матеріалах  три поляризовані хвилі поширються вздовж 

кожної з трьох осей симетрії - поздовжньої, поперечної горизонтальної поля-

ризації і поперечно вертикальної поляризації. Деякі з них мають однакові фа-

зові швидкості, як у випадку трансверсально-ізотропних матеріалів [25,28]. 

Наступний крок при вивченні плоских хвиль в ізотропних матеріалах 

оснований на припущенні, що напрямок поширення збігається з віссю абсцис 

таким чином, що                                           

                                                              1( , )ku u x t .                                  (1.11) 

 

Підстановка представлення (1.11) в рівняння руху дає три лінійні хвильові 

рівняння 

                       1 1,11( 2 ) 0,u u       2 2,11 0,u u     3 3,11 0.u u         (1.12) 

 

Рівняння (1.12) описують одну поздовжну плоску хвилю ( P хвилю) , дві по 

перечні плоскі хвилі - горизонтально поляризовану хвилю ( SH хвилю) і 

вертикально поляризовану хвилю ( SV  хвилю). Відповідні розв’язки рівнянь 

(1.12) у вигляді гармонічних хвиль є такими 

                              1

1 1 1, , , 2 ,Li k x to

L L Lu x t u e k v v


   


                 (1.13) 

             1 1

2 1 2 3 1 3, , , , , .T Ti k x t i k x to o

T T Tu x t u e u x t u e k v v
 

  
 

            (1.14) 

Таким чином, плоскі гармонічні хвилі поширюються в лінійно пружно-

му ізотропному середовищі з постійною швидкістю і є найпростішими хви-

лями, що не є дисперсійними хвилями. 

Покажемо чотири стандартні зображення для пружних плоских гармо-

нічних хвиль: один тривимірний хвильовий графік "амплітуда хвилі – прос-

торова координата - час" і три двовимірні графіки "амплітуда - просторова 

координатта" (з фіксованим моментом часу), "фазова швидкість - частота " і  

"хвильове число - частота"(два останніх є так званими дисперсійними 

кривими в загальному випадку, в цьому найпростішому випадку вони є пря-

мими лініями). 
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Рис. 1.1. Залежність амплітуди плоскої хвилі від просторової координати і 

часу 

Всі графіки відповідають пружній поздовжній плоскій хвилі, що поши-

рюється з частотою 100  КГц,  з наступними значення: 37,8 10   Кг/м
3
, 

94  МПа, 79  МПа. Хвильове число і швидкість дорівнюють 

17,6L

L

k
v

 
  
 

(1/м);  2 5,68Lv      км/с. Фаза хвилі: 
5

1 1 10x t  , 

1 17,6,z kx t    коли відстань вимірюється в метрах, а час в секундах. 

 

 

Рис. 1.2.  Залежність амплітуди хвилі від просторової координати 

На рисунках 1.1 і 1.2 показано графіки хвиль відповідно до формули 

   5

1 1, cos 17,6 1 10ou x t u x t   , де початкова амплітуда хвилі 
ou  вважається 

малою 
41 10ou m   і відповідає на графіку одиниці. 

Рисунки 1.3 і 1.4 відповідають довільній частоті і показують дві прямі 

лінії   5,68, 0,176 .ph phv v k     

 



43 

        

Рис. 1.3.  Залежність фазової швидкості від частоти 

 

 

Рис.1.4.  Залежність хвильового числа від частоти 

 

Таким чином, плоскі пружні гармонічні хвилі відображають найпрос-

тішу поведінку хвилі: синусоїдальний профіль не спотворюється з поширен-

ням, хвиля не є  дисперсійною - фазова швидкість постійна і не залежить від 

частоти, натомість хвильове число лінійно залежить від частоти [48]. Тобто 

такі хвилі є найпрстішими і мають простий синусоїдальний або косинусої-

дальний профіль.    

  1.3. Класичні лінійно пружні циліндричні радіальні хвилі 

Класична радіальна циліндрична хвиля є хвилею, яка виникає в 

нескінченному лінійно пружному тілі з циліндричною порожниною, до 

поверхні 
or r  якої прикладено однорідний у просторі і гармонічний у часі 

тиск  

            ( ) i t

op t p e   constop  . 

Якщо вибрати циліндричну систему координат Or z  у такий спосіб, 

що вісь Oz  співпадає з віссю порожнини, то задача про рух хвилі стає осеси-
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метричною і всі функції, які описують рух, залежатимуть від однієї просто-

рової координати – радіуса r   і часу t . 

У цьому випадку лише одне з трьох зміщень – радіальне зміщення – не є 

нульовим       , 0, , , 0r zu r t u r t u r t    і лише три напруження відрізняю-

ться від нуля –      , , , , ,rr zzr t r t r t   . 

Компоненти тензорів деформації і напружень виражаються формулами 
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Ці компоненти можна виразити через потенціал  ,r t  формулами 

                               
2 2

2 2
, 2 ,

2
r rru

r r t


  

 

    
  
   

                       (1.15) 
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у яких введений оператор Лапласа 
2

2

1
r

r r r

 
  

 
.  

Потенціал  ,r t  задовольняє рівняння 

                                          

2
2

2

2
0 .L r Lv v

t

 



  
    


       (1.16) 

 

Це рівняння має відомий розв‘язок через функцію Ханкеля (циліндричну 

функцію) у вигляді так званої циліндричної хвилі [30,34]. 

Циліндрична хвиля поширюється вздовж радіальної координати пер-

пендикулярно до осі симетрії від поверхні порожнини до нескіченності. Вона 

задовольняє на нескінченності умови Зоммерфельда (умови скінченності і 

випромінювання). Розв‘язок записується через функцію Ханкеля першого 

роду і нульового індекса 

                                        (1), const .i t

o o L or t H k r e           (1.17) 
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Як можна бачити з формул (1.16), (1.17), цей розв‘язок включає швид-

кість хвилі (хвильове число), яка співпадає з швидкістю плоскої поздовжної 

хвилі. Але функція Ханкеля з розв‘язку (1.17) суттєво відрізняється від екс-

поненціальної функції з розв‘язку для плоскої поздовжної хвилі. Циліндрич-

на хвиля (1.17) вже не є гармонічною (можна лише сказати, що вона є асимп-

тотично гармонічною) і її амплітуда (а отже і інтенсивність) спадає зі збіль-

шенням відстані, яку пройшла хвиля, чи від часу поширення хвилі. Невідома 

початкова амплітуда 
o  визначається з граничної умови на поверхні порож-

нини, де задане гармонічне коливання  , i t

rr o or t p e    , і дорівнює  
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Тоді поширення циліндричної хвилі радіального зміщення описується 

вже двома функціями Ханкеля першого і другого порядку і задається 

формулою 

                  
     

 (1)

1
(1) (1)

1

, .
2

2

i to L
r L
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o

p k
u r t H k r e

k k H k r H k r
r




 



 

    (1.18) 

Таким чином, для кожного фіксованого моменту часу профіль циліндр-

ричної хвилі (1.18) повторює графік функції Ханкеля  (1)

1 LH k r  (цей графік 

починається з поверхні порожнини 
or r  і закінчується в нескінченності). 

Амплітуда циліндричної хвилі (1.18) зменшується зі збільшенням від-

стані, що пройшла хвиля. Для великих відстаней поширення цієї циліндрич-

ної хвилі її параметри будуть дуже близькими до параметрів відповідної 

плоскої поздовжної хвилі (крім амплітуди). 

1.4.  Класичні лінійно пружні циліндричні крутильні хвилі 

Класична пружна крутильна хвиля є хвилею, яка виникає  в нескінчен-

ному лінійно пружному циліндрі заданого радіуса. Звичайно використовуєть 
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ся циліндрична система координат Or z  у такий спосіб, що вісь Oz  вибира 

ють за вісь циліндра [29,30,34]. 

Головним припущенням є те, що на боковій поверхні циліндра відсутні 

напруження      0 0 0, , , , , , , , , 0rr r rzr z t r z t r z t         

Далі обмежимось розглядом двома частинними випадками. Спільним у 

них є припущення, що зміщення не залежать від кута  , тобто, що напружено 

-деформований стан, є осесиметричним. Відрізняються випадки обмеження-

ми щодо виду зміщень. 

Перщий випадок допускає існування в циліндрі лише зміщення 

( , , )u r z t і інші вважаються відсутніми ( , , ) ( , , ) 0r zu r z t u r z t   

Другий випадок допускає існування зміщень ( , , ), ( , , ),r zu r z t u r z t а третє 

зміщення вважається відсутнім ( , , ) 0u r z t  . 

Розглянемо докладно перший випадок. Для цього запишемо рівняння 

руху (1.7) в наступному вигляді (для ізотропного середовища) 
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                                 (1.19) 

при відсутніх масових силах в циліндричній системі координат 
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Тут через  позначено оператор Лапласа 
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а через l  позначена дилатація 
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Компоненти тензора деформації виражаються за формулами 
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Компоненти тензора напружень вираховуються за формулами 
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Якщо у рівняннях руху (1.20) врахувати умови першого випадку, то 

рівняння спрощуються і залишається лише одне рівняння щодо зміщення u  
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Розв’язок цього рівняння шукають у вигляді гармонічної хвилі з залежною 

від радіуса амплітудою 

                                        
( )( , , ) ( ) .i kz tu r z t u r e 

 

                                          (1.22) 

Розв’язок дійсно існує, якщо амплітуду знаходити як розв’язок такого зви-

чайного диференціального рівняння 
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Розв’язок, який не має особливості при підході до осі циліндра, буде 

таким: розв‘язок, що виражається через функцію Бесселя першого роду і 

першого порядку ( )u r   
0

1 ,u J r   2 2

2 .k k    

Отже, розв’язок у вигляді циліндричної хвилі має вигляд  

                                  
0

( )

1( , , ) .i kz tu r z t u J r e 
                                              (1.24) 

В ньому залишається невизначене хвильове число k , а отже і фазова швид-

кість. Його знаходять з граничних умов. Легко бачити, що дві з цих умов 

задовольняються тотожньо. Це видно з того, що для першого випадку 

відмінним від нуля буде лише напруження r . 
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Підстановка розв’язку (1.24) в граничні умови дає трансцендентне 

рівняння для знаходження величини 
0r     

                                           0 0 0 1 02r J r J r                                                 (1.25) 

 Таким чином, крутильна хвиля є гармонічною і поширюється зі сталою 

фазовою швидкістю, але таких швидкостей буде певна зліченна (дискретна) 

множина. Другою особливістю крутильної хвилі зміщення u є змінність 

амплітуди в залежності від радіуса. 

 Всі відзначені особливості зберігаються і для циліндричної хвилі 

напруження r  

                             
0

( )

1 0( , , ) 2 .i kz t

r r z t u J r rJ r e 
                               (1.26) 

Оскільки напруження r характеризує кручення, то в механіці про хвилю 

(1.26) говорять як про крутильну хвилю.   

 

1.5. Необхідна попередня інформація щодо нелінійного пружного 

деформування матеріалів 

 

1.5.1. Про поділ теоретичних моделей пружних матеріалів та деформацій 

на три групи  

 В класична механіка матеріалів теоретичні моделі пружного деформу- 

вання розділяють на три групи. Відповідно і створені для них наступні назви: 

гіперпружні, пружні і гіпопружні матеріали. Приставка гіпер - означає сильне 

збільшення чого-небудь проти норми і приставка гіпо - означає сильне змен- 

шення чого-небудь проти норми. Тому вважається, що гіперпружні матеріали 

мають властивість пружності в більшій степені, ніж пружні, тоді як гіпопруж  

ні мають властивість пружності в меншій степені, ніж пружні [76]. 

Гіперпружність матеріалу визначають за ознакою, згідно якою питома 

внутрішня енергія (енергія пружного деформування, потенціал) W  є  аналі- 

тичною функцією компонентів тензора деформацій, віднесених до природ-
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ного стану. З точки зору математичного формалізму, аналітичність енергії 

 nmW   дозволяє  представити  внутрішню енергію, залежну від шести неза-

лежних змінних 
IK , у вигляді розклад у ряд Тейлора в околі "точки" з нульо-

вими координатами 0IK   (при цьому покладається, що два перших члени 

ряду дорівнюють нулю) [1-4] 
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                              (1.27)  

Великі труднощі в побудові нелінійних моделей виникають при 

переході від  лінійного закону Гука до більш складних нелінійних залежностей 

як для ізотропних, так і для анізотропних матеріалів. Простіше працювати з 

ізотопними матеріалами.  

Для ізотропних матеріалів пружні сталі є такими 
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В позначеннях Фойхта ,ijkl IJ ijklmn IJKC C C C   і для випадку властивостей 

ізотропії внутрішня енергія (1.27) має вигляд 
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           (1.28)              

 

Найбільш застосовними є потенціали Мернаґана, Рівліна-Саундерса, 

Муні, Йона, Блетца-Ко, Хазановича, Трелоара, Оґдена-Саундерса, Сіньйоріні.  

Всі ці моделі запропоновані на основі умоглядних міркувань (за виразом 

Лур'е [2,39]), відносяться до теоретичних побудов феноменологічного харак-

теру і припускають в кінцевому рахунку, визначення присутніх в потенціалах 
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фізичних постійних, методами які не пов'язані з феноменологічними 

міркуваннями (головним чином, експериментальними способами). 

1.5.2. Основні факти з побудови нелінійної теорії пружності 

В теорії деформування тіла  як зміни його початкової форми викорис-

товують поняття, пов’язані с геометрією тіла (кінематичні) і пов'язані з 

діючими на тіло і всередині тіла силами (кінетичні) [1,2,3,63,65,76]. Тіло в 

механіці задають як область тривимірного простору 3R ,в кожній точці якого 

задана густина маси .  В 3R  може бути задана лагранжева kx  чи ейлерова 

системи координат  kX . 

До понять кінематики відносять конфігурацію  , вектор зміщення u   

 ku  тензор деформацій 
ik  і тензор поворотів 

ik . До понять кінетики від-

носять зовнішні і внутрішні сили, включаючи тензори внутрішніх 

напружень.  

Конфігурацію тіла в момент часу t  називають актуальною, тоді як кон-

фігурацію тіла в довільно обраний початковий момент часу 
ot  називають 

відліковою.  

Величина деформації визначається за величиною градієнтів деформації 

,i ku . Якщо вони малі в порівнянні з одиницею ,| | 1i ku , то відповідні дефор-

мації називають малими. При цьому деформації можуть залишатися 

нелінійними [21], що, зокрема, справедливо в разі моделі Мернаґана. У разі 

малих деформацій компоненти тензорів деформації і обертань настільки 

малі, що форми недеформованого і деформованого тіла можуть наближено 

вважатися однаковими.  

Помірні деформації задаються різними обмеженнями на їх величину. 

Наприклад, в роботі [6] розглядаються помірно великі деформації, в даній 

роботі вважають помірно малими такі деформації, які в разі простого зсуву 

перевищують значення кута зсуву, прийняті при заміні тангенса кута зсуву 

самим кутом або в разі об'ємного стиснення призводять до  слабкої  зміни по- 
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чаткового одиничного об’єму. 

Великі деформації розуміють як такі, коли компоненти тензорів дефор- 

мації і обертань настільки великі, що форма недеформованого і деформо-

ваного тіла істотно відрізняються. 

Модель Мернаґана застосовна до всіх трьох типів деформацій. 

При описі моделі Мернаґана зазвичай використовується тензор дефор-

мації Коші-Гріна, який задається за відомим вектором переміщень  ,ku x t  в 

лагранжевій системі координат kx  і в відліковій конфігурації  

 

                                                                                         , , , ,, 1 2nm k n m m n n i i mx t u u u u    .                          (1.29) 

 

1.6. Нелінійний потенціал Мернаґана. Необхідні математичні і 

фізичні поняття 

 

1.6.1. Математичні представлення п’ятиконстантного потенціалу 

Мернаґана. Пружні константи. Важлива інформація для інженерних 

розрахунків у яких виникає необхідність врахувати не лінійність 

деформування. 

Дана модель основана на пружному потенціалі, запропонованому 

Френсісом Домініком Мернаґаном [73]. Пружний потенціал Мернаґана є ку-

бічним щодо тензора деформацій. Найчастіше він записується через компо-

нентти нелінійного тензора деформацій Ґріна   , , , ,1 2ik i k k i m i m ku u u u     

                                                                

 

   

2 2

2 3

( ) 1 2 ( ) ( )

1 3 ( ) 1 3 ( )

ik mm ik

ik im km ik mm mm

W

A B C

    

     

  

  
                                      (1.30) 

 

або через перші алгебраїчні інваріанти 
kI  цього тензора 

                                                                   
2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 1

1 1 1
( , , )

2 3 3
W I I I I I AI BI I CI      .                (1.31)     

Тут       
2 3

1 2 3tr , tr , tr ;ik ik ikI I I       
   

 ,     є   пружними  постійними  
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Ляме (постійними другого порядку), ,  ,  A B C  є пружними постійними 

Мернаґана (постійними третього порядку). 

Необхідно звернути увагу на те, що вираз (1.30) відповідає точному 

представленні внутрішньої енергії у вигляді ряду Тейлора. Також існує зв'я-

зок між постійними 
IJKC  и , ,A B C  

                                                          

   

   

111 112 123

144 166 456

2 3 , 2 , 2 ,

, 1 2 , 1 4 .

C A B C C B C C C

C B C A B C A

     

   
                             (1.32)       

Модель Мурнаґана можна вважати класичною в нелінійнії теорії гіпер-

пружних матеріалів, вона враховує всі квадратичні і кубічні складові з фор-

мули (1.30) і описує деформування великого класу конструкційних та інших 

матеріалів. Якщо об'єднати дані про постійні моделі Мурнаґана, що приве-

дені в книгах [1, 2, 26], то отримаємо досить повну інформацію для десятків 

матеріалів. Як випливає з [1, 2, 10, 26], в наведених там таблицях, постійних 

моделі Мурнаґана, дві постійні Ляме відповідають значенням, визначеним 

для досліджуваних матеріалів в рамках моделі лінійної теорії пружності, тоді 

як три постійні Мурнаґана визначалися з дослідів з розповсюдження хвиль.                 

Як випливає з формул (1.30) і (1.31), вони являють собою найбільш 

повні представлення  пружного потенціалу для гіперпружних матеріалів в 

рамках нехтування доданками від четвертого і далі порядків у записі 

внутрішньої енергії через ряд Тейлора.  

Тому п‘ятиконстантна модель Мернаґана є найбільш повною моделлю 

нелінійного деформування з кубічною нелінійністю. Вона враховує всі три 

перші інваріанти тензора деформацій.   

Часом зустрічаються інші представлення:  

   2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 1

1 2
( , , ) 2 2 2 ,

2 3

l m
W I I I I I nI mI I I  


        

                                                             
2 3

1 2 3 1 2 3 3 2 1 2 1 1

1 4 1
( , , ) ,

2 3 6
W I I I I I I I I I                                          (1.33) 
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2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 1

1
( , , ) .

2 3 3

c a
W I I I I I I bI I I       

  

В (1.33) використані головні інваріанти 
kI  тензора деформацій Гріна. 

         Пружні постійні третього порядку, які використовуються в представ- 

вленнях (1.30), є зручними в певних задачах механіки і при певних експери-

ментах щодо нелінійного деформування. 

В основних наукових монографіях з нелінійної теорії пружності у яких 

детально описана модель Мернагана (далі такими вважатимемо монографії 

Лур’є [39], Гузя [19, 23] та Гаука [24]) дається таблиця переходу від однієї з 

цих систем до іншої. Ця таблиця показана нижче, вона скопійована з книги 

Гузя [19,23]  (див. теж [13]). 

Константи ,  ,  l m n  ,  ,  A B C  1  , 2 , 3  ,  ,  a b c  

l   B+C 1 2

1

2
   a b  

m   
1

2
A B  2 32   

1

2
b c  

n   A  34  c  

A  n   34  c  

B  
1

2
m n   34  b  

C  
1

2
l m n    1

1

2
  a  
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1  2 2l m n   2C   2a  

2  
1

2
m n  B   b  

3  
1

4
n  

1

4
A   

1

4
c  

a  
1

2
l m n   C  1

1

2
   

b  
1

2
m n  B  2   

c  n  A  34   

 

Таб.1.1. Таблиця переходу від однієї із систем до іншої. 

Доречно звернути увагу, що модель пружного потенціалу  Мернаґана, є 

корисною при інженерних розрахунках, у яких виникає необхідність врахо-

вувати нелінійність деформування. Основні властивості наступні: 

1. Він є основою для моделі Мернаґана нелінійного пружного 

деформування матеріалів.  

2. На даний час цей потенціал є найчастіше застосовним в задачах про 

нелінійне пружне деформування, коли деформації вважаються малими 

(зокрема, коли задача про деформування є геометрично лінійною). 

3. Він достатньо повно враховує особливості нелінійного пружного де-

формування (враховує всю інформацію, закладену в тензор деформації, який 

характеризується шістьма незалежними компонентами чи трьома не залеж-

ними інваріантами). 
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1.6.2. Тензори напружень, що застосовуються в моделі Мернаґана 

В нелінійних, балансових, а також визначальних рівняннях для моделі 

Мернаґана можна використовувати два тензора напружень [1,2,23,27]: 

несиметричний тензор напруження Піоли-Кірхгоффа ( , ),ik kt x t який утворює 

впорядковану пару з ,i ku  і включає напруження в момент часу t  на площу 

елементарного об’єму  в деформованому стані, які вимірюються на одиницю 

площі в деформованому стані;  симетричний тензор напружень Лягранжа 

 , ,ik nx t який утворює впорядковану пару з ik  і включає напруження в 

момент часу t  на площу елементарного об’єму  в деформованому стані, які 

вимірюються на одиницю площі в недеформованому стані.  

Далі  використано певне спрощення потенціалу Мернаґана, яке запро-

поноване у свій час в нелінійній акустиці. Тут у представленні потенціалу 

через зміщення зберігаються лише нелінійності порядку 2 і 3 

             
2 2

, , , , , ,

1 1 1

2 4 4
m m i k k i i k m i m kW u u u A u u u  

 
      

 
      

                                    
2 3

, , , , , , , , ,

1 1 1 1
.

2 12 2 3
m m i k i k k m m i i k k i m m m mB u u Au u u Bu u u C u        (1.34) 

 

          Потенціал є нелінійним, тому що ця нелінійність з нелінійності щодо 

тензора деформацій перетворилася в нелінійність щодо градієнтів зміщень. 

          Загальна схема переходу від потенціалу до хвильових рівнянь фактич-

но складається з двох кроків: спочатку слід записати конститутивні рівняння 

і далі використати рівняння руху. В результаті отримується якийсь неліній-

ний варіант класичних рівнянь Ляме. Зокрема, в рамках підходу (1.34) він є 

таким 

                                                                                       , ,( )m m kk n mn mu u u F       .                            (1.35)                                                            

 

Справа в рівнянні (1.35) зібрані всі нелінійні члени 

   , , , , , ,1 4 2i l kk l i l kk i l i lk l kF A u u u u u u        

      , , , , , ,1 4 l ik l k k lk i l i kk l lA B u u u u B u u             
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                                                              , , , , , ,2 1 4 .k ik l l k lk l i l ik k lB C u u A B u u u u                                            (1.36) 

 

Важливий факт щодо рівнянь (1.35):  ці рівняння складаються з двох 

частин – лінійної (вона записана зліва) і нелінійної (вона записана справа). 

Вказана особливість дає змогу застосувати наближені методи, у яких наяв-

ність лінійного розв‘язку звичайно є необхідною. 

 

1.7. Хвильові рівняння в рамках моделі Мурнаґана. Плоскі, 

циліндричні радіальні, циліндричні крутильні хвилі 

 

1.7.1. Нелінійні хвильові рівняння, які описують поширення плоских 

хвиль в рамках моделі Мернаґана 

Використаємо далі потенціал (1.34) і запишемо в наступному вигляді 

 

         
2 2

, , , , , ,

1 1 1

2 4 4
m m i k k i i k m i m kW u u u A u u u  

 
      

 
 

       
2 3

, , , , , , , , ,

1 1 1 1
.

2 12 2 3
m m i k i k k m m i i k k i m m m mB u u Au u u Bu u u C u      

 

Для того, щоб перейти до нелінійного хвильового рівняння потрібно 

виконати два кроки. На першому кроці використовується формула для 

напруженнь Кірхгофа 
ikt , що представляється через градієнти зміщення 

(несиметричний тензор напруження Кірхгофа утворює пару з градієнтами 

зміщення, тоді як симетричний тензор напружень Лягранжа утворює пару з 

тензора деформації Коші-Гріна)  який оцінюється відповідно до співвідно-

шення  ,ik k it W u    

         , , , , , , , , ,1 4 2ik i k k i k k ik l i l k i l k l l k i lt u u u A u u u u u u                        (1.37) 

                                   
2

, , , , ,1 2 ( ) 2 1 4m l ik i k l l k l l iB u u u Au u      
 

                 

                                      
2

, , , , ,2 .l m m l ik k i l l l l ikB u u u u C u                            
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Другий крок полягає у підстановці виразу (1.37) у рівняння руху 

,ik i k kt X u    і отриманні деякого нелінійного аналогу класичних рівнянь 

Ляме 

                                         , ,( )m m kk n mn mu u u F       .                            (1.38) 

 

В правій частині (1.38)  записуються всі нелінійні члени 

                                    , , , , , ,1 4 2i l kk l i l kk i l i lk l kF A u u u u u u                          

               
     

     

, , , , , ,

, , , , , ,

1 4

2 1 4 .

l ik l k k lk i l i kk l l

k ik l l k lk l i l ik k l

A B u u u u B u u
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     (1.39) 

 

Як випливає з (1.39), нелінійність має другий порядок, а відповідне 

пружне середовище і плоскі хвилі можна назвати квадратично нелінійними. 

Розглянемо плоскі поляризовані хвилі  і  припустимо, що хвилі 

поширюються вздовж осі абсцис, тобто,  1( , ) .ku u x t  Тоді потенціал (1.34) 

спрощується до вигляду 
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           

 (1.40)  

Відповідні компоненти тензора напружень Кіргофа є наступними 
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               (1.41) 

Підстановка (1.41) в рівнянні руху дає квадратичне нелінійне хвильове рів-

няння для трьох поляризованих плоских пружних , ,P SH SV  хвиль 

                         1, 1,11 1 1,11 1,1 2 2,11 2,1 3,11 3,12 ,ttu u N u u N u u u u          (1.42) 

                                      2, 2,11 2 2,11 1,1 1,11 2,1 ,ttu u N u u u u                         (1.43) 
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                                      3, 3,11 2 3,11 1,1 1,11 3,1 ,ttu u N u u u u                               (1.44) 

                    1 23 2 2 3 , 2 1 2 .N A B C N A B                       (1.45)    

     

Особливістю нелінійних хвильових рівнянь (1.42) - (1.45) є те, що ліві 

частини  є класичними лінійними хвильовими рівняннями. Праві включають 

тільки квадратично нелінійні доданки. Ця структура виявилася дуже зручною 

в майбутніх дослідженнях. Друга особливість полягає в тому, що, на відміну 

від лінійних хвильових рівнянь, нелінійні рівняння є зв’язаними і цей зв'язок 

не є симетричним. 

Для аналізу рівнянь (1.42) - (1.45) звичайно використовувалися два 

методи - метод послідовних наближень і метод повільно змінних амплітуд. 

Для цього необхідне припущення про слабку нелінійність в пружному 

середовищі, що означає деяке обмеження на модель пружного деформування 

і хвильові характеристки (амплітуда, довжина хвилі).  

 

1.7.2.Нелінійні хвильові рівняння, які описують поширення 

циліндричних радіальних хвиль в рамках моделі Мернагана 

Вважаємо, що деформування гіперпружного середовища описується 

пружним потенціалом Мернаґана  
 

                                          
2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 1

1 1 1
( , , )

2 3 3
W I I I I I AI B I I C I      ,  

 

де три перших алгебраїчних інваріанти мають вигляд 

                         1 11 22 332

1
1 1,ik

ik ikI g
r

                              (1.46) 

                         2

ik nm

ik im nkI g g                                                     
            (1.47) 

                                   3

im pq kn

ik pm in kqI g g g                     
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           
2 2 2 33

13 33 22 22 23 23 33 336 4 2

1 1 1
3 3 3

r r r
                      (1.48) 

де через ,   позначені пружні сталі Ляме (сталі другого порядку),через 

, ,A B C  – пружні сталі Мернаґана (сталі третього порядку). 

Покажемо схему виводу нелінійних рівнянь руху. Спочатку записують- 

ся рівняння руху [42,80] 
 

                                         ki n n i

k i iu u     
 

                     (1.49) 

 

Система має вигляд: 
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   

 

                                     31 1 2 3 1

3 1 1 11 u u u u      
 

                    (1.50) 

           12 1 2 3 22 1 2 3

1 2 2 2 2 2 2 21 1u u u u u u            
   

  

 

                                    32 1 2 3 2

3 2 2 21 u u u u      
 

,                   (1.51) 

     13 1 2 3 23 1 2 3

1 3 3 3 2 3 3 31 1u u u u u u            
   

  

 

                        33 1 2 3 3

3 3 3 31 u u u u      
 

.            (1.52) 

Більш зручна форма запису рівнянь може бути отримана за допомогою 

формул [35] 
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і з врахуванням формул зв’язку між коваріантними, контрваріантними і 

фізичними (  i
u ) координатами [35,75]: 

               
 
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i ii
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u e u u
e

  ,     

1ij

i j iji j

i j

e e
e e

    .             (1.54) 

Враховуючи (1.34), циліндричні координати напруження зв’язані між 

собою таким чином: 
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13rz    .               (1.55) 

Для числового аналізу зручно записати нелінійні хвильові рівняння 

через компонети вектора переміщень. Тому знаходимо представлення компо- 

нент тензора напружень у вигляді нелінійних функцій компонент деформації 

за формулою (визначальні співвідношення) 
 

                              ik ikW    .                    (1.56) 

 

При цьому додатково приймемо припущення щодо збереження  квадра-

тичної нелінійності цих функцій і нехтування більш високими неліній-

ностями. Таке припущення приймалося раніше в нелінійній акустиці при 

аналізі нелінійних пружних хвиль в декартових координатах [37,48, 80, 82]. 
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                                                    2
33 1 2 12B I I CI   ,                             (1.59) 
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(перекреслені доданки є нульовими, оскільки перший інваріант не залежить 

від зсувних компонент тензора деформацій) 
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При обчисленні компонент тензора напружень використовуються вира-

зи для похідних від алгебраїчних інваріантів 
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Для розглянутих раніше конфігурацій пружного середовища можна 

записати нелінійні рівняння руху з різним врахуванням фізичної і геометр-

ричної нелінійностей.  

Варіант 1. Використання в нелінійних визначальних співвідношеннях 

лінійного тензора деформацій Коші-Ґріна і нехтування нелінійними правими 

частинами (внаслідок чого нелінійність буде чисто фізичною). 

Варіант 2. Використання в нелінійних визначальних співвідношеннях 

нелінійного тензора деформацій Коші-Ґріна і нехтування нелінійними прави 

ми частинами (внаслідок чого нелінійність буде не чисто фізичною). 

Варіант 3. Використання в нелінійних визначальних співвідношеннях 

нелінійного тензора деформацій Коші-Ґріна і врахування нелінійних правих 

частин (внаслідок чого всі нелінійності будуть враховані). 

Варіант 4. Використання лінійних визначальних співвідношень, неліній 

ного тензора деформацій Коші-Ґріна і врахування нелінійних правих частин 

(внаслідок чого нелінійність буде чисто геометричною). 

Запишемо рівняння руху (1.49) для конфігурації 1 

       1 2 3 1 2 3

1 2 3

1
, , , , , , , , 0r zu u r z u r u u u r u ru u u u

r
     

 
         

 
 [42, 

48]. В цьому випадку третє рівняння вироджується в тотожність, а перші два 
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набувають вигляду 
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Особливість отриманих рівнянь полягає в тому, що в обох зліва 

виділені лінійні частини, які відповідають класичній лінійній теорії 
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справа зібрані нелінійні доданки двох типів – ті, що включають компоненти 

тензора напружень і ті, що включають перші похідні компонентів тензора 

напружень. 

З вигляду цих доданків випливає, що рівняння руху будуть неліній-

ними навіть у випадку лінійних співвідношень між напруженнями і 

деформаціями (варіант запису 1), що відповідає фізично лінійній теорії. Тим 

не менше, геометрична нелінійність залишається і породжує нелінійні 

рівняння. Позитивна сторона отриманих представлень полягає в тому, що 

такого роду рівняння отримують при використанні декартових координат, 

вони детально вивчалися і до них зручно застосовувати метод послідовних 

наближень [15, 66, 80]. 

Для розглянутого стану плоскої деформації записуємо необхідні ком-
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поненти тензора напружень як функції переміщень. Для такого стану вирази 

для інваріантів спрощуються 
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В наступних виразах збережені лише квадратично нелінійні складові 
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Нелінійні хвильові рівняння для варіанту запису 2 (врахована фізична і 

частково геометрична нелінійності), записані через компоненти вектора 

переміщень, мають вигляд 
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друге рівняння вироджується в тотожність, а перше і третє мають вигляд 
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Записуємо представлення алгебраїчних інваріантів для даного випадку, 

а також деякі необхідні вирази 
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Тут перші три члени представляють частину інваріанта, що відповідає 
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лінійній теорії. Решта членів представляють п’ять типів квадратично нелі-

нійних складових. Оскільки тензор деформацій квадратично нелінійний, то і 

перший інваріант не включає більш високих нелінійностей 
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Варіант запису 4 (врахована геометрична нелінійність) 
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    , , , 2

1 1
r rr z zr r r r ru u u u u

r r
  

 
       

 
 

    1, , ,2 2r r r r r r rru I u u u               

         
2 2

, , ,3

1 1
2 2 2 2r r r r z z zzu u u u

r r
             

     , , , , , ,2 2z z r zz r r z rz r r r zru u u u u u             

     
2

, , , , , , ,

1
3 2r z r r r zz r r r zr z r r zru u u u u u u

r
             

   , , , , , , ,

1 1
r z z rr r z z r r r z z r r zzu u u u u u u u

r r
                      

                 , , , , , , ,2 2

1 1 1
r r rr r r r r z z z z r rr r z r rzu u u u u u u u u u

r r r
         ,         (1.75) 

 

 , , , , , ,

1 1
z rr z zz z r r rz z zz r z zu u u u u u u

r r
   
   

          
   

 

     1, , , , ,

1
2 2 2z z z z z z zz r r z ru I u u u u u

r
                   



70 

   , , , , , , , ,2 2 3 2r r z rr z r r rr z r z zr r z z zru u u u u u u u             
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                       , , , , , , , , ,
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         .     (1.76) 

Для конфігурації 3    1 2 3 1 2

1 2

1
, , , , 0,ru u r z u u u u ru

r
   


      


 

  3

3, , 0zu r z u u u    , третє рівняння вироджується в тотожність, а перше і 

друге мають вигляд 

   , , , ,, ,r r r z z z r r z zr z
u u u u u                       0,         (1.77) 

, ,r r z z  
2

r u
r

          

                              , , , , 2
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r r
        

 
       

 
             (1.78) 

                      , , , , , ,r rr r r rz z z zz zu u u       .     

 

Записуємо представлення алгебраїчних інваріантів 
 

             
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 
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 

, 

а також деякі необхідні вирази 

 
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1 10, 0,kkI I        
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22 221 2 0,u          
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33 , 331 2 0,zu     
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   
22 2

23 , 23 , ,z zru r u           
2

13 , , 131 2 0r zu u     . 
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Компоненти тензора напружень обчислюються за формулами 
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                        12 , , , ,2
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     23 ,2

1 2
z zu
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     , 13 , , ,

2 2 1

3 3
rz r z zA u u A u u

r
     

 
    

 
.    (1.83) 

 

Оскільки всі присутні в хвильовому рівнянні (1.77) справа компоненти 

тензора напружень не мають лінійних складових (а тільки квадратично 

нелінійні), то реалізація варіанту 4 дає нуль в правій частині (1.77). Тому 

квадратично нелінійне рівняння відсутнє. Але рівняння буде кубічно нелі-

нійне. Отже, в квадратичній апроксимації варіант 2 співпадає з варіантом 3. 

Варіант 2 (врахована фізична і частково геометрична нелінійності) 
 

              , , ,2

1 1
2 rr r zzu u u u u

r r
     

 
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                     (1.84) 

 

Класичний лінійний розв’язок для циліндричної хвилі (коли права 
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частина в (1.84) дорівнює нулю) має вигляд [10,13,19] 

 

                   1, ,
i kz to ou r z t u J r e u const


  


    , 

 

тому з врахуванням вигляду правої нелінійної частини розв’язок нелінійного 

хвильового рівняння (1.84) принципово нескладно отримати методом послі-

дов них наближень і передбачити появу другої гармоніки і деяке ускладнення 

вигляду амплітуди. 

Для конфігурації 4       1 2 3 1 2 3, , , , , 0, 0r zu u r z u u r u r u u u            

два останніх з трьох рівнянь рівноваги перетворюються на тотожності, а 

перше має вигляд 
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Обчислюємо компоненти тензора напружень. Для цього спочатку 

записуємо представлення алгебраїчних інваріантів  
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а також деякі необхідні вирази 
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Внаслідок чого отримуємо 
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                                   
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Варіант 1 (врахована лише фізична нелінійність). 
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Варіант 2 (врахована фізична і частково геометрична нелінійності) 
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(1.89)                 

Варіант 3 (врахована фізична і геометрична нелінійності) 
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Перший рядок в (1.90) може бути виражений з (1.84) наступним чином 
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. 

Варіант 4 (врахована геометрична нелінійність) 

                     ,
,

2 r
r r r

r

u
u u

r
  

 
    

 
 

            , , , ,2

1
2 2 r rr r r r rr r r r ru u u u u u

r r


         

                                 
2 2

, 3

1 1
2 2r r ru u

r r
       .         (1.91) 

Отже, описана процедура побудови нелінійних хвильових рівнянь, що 

описують поширення та взаємодію циліндричних гіперпружних хвиль. Нелі-

нійність вводиться відповідає квадратичній нелінійності всіх основних спів-

відношень. Розглянуто чотири варіанти врахування фізичної та геометррич-

ної нелінійностей в хвильових рівняннях. Для різних варіантів врахування 

фізичної та геометричної нелінійностей і для всіх чотирьох конфігурацій пру-

жного середовища побудовано нелінійні хвильові рівняння через компоненти 

вектора переміщень, що дає можливість будувати розв’язки цих рівнянь. 

 

1.7.3.  Нелінійні хвильові рівняння, які описують поширення 

цилідричних крутильних хвиль в рамках моделі Мурнаґана 

Зазначимо, що сучасна теорія хвиль [5, 19, 67, 68, 81, 97, 100, 115, 117, 

123, 124, 130, 154] характерна постійним розвитком нових моделей, які у 

свою чергу містять нові нелінійні хвильові рівняння. Так що запропонована в 

даній дисертаційній роботі модель крутильних хвиль, яка включає нове 

нелінійне хвильове рівняння, лише підтверджує загальну тенденцію у 

загальній теорії хвиль. 

 Для побудови хвильових рівнянь потрібно використати циліндричну 

ортогональну систему координат 
1 2 3, ,r z      . У цій системі довжи-

на вектора обчислюється за формулою [83] 
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                              
2 2 2 22i k

ikds g d d dr r d dz      ,             (1.92) 

метричні тензори мають компоненти 

                  
2 2

1 0 0 1 0 0

0 0 , 0 1 0

0 0 1 0 0 1

ik

ikg r g r  ,              (1.93) 

базисні вектори    1 2 3

1 2 3, , , , ,e e e e e e  
k k

n ne e    мають довжини 

                                  1 2 3

1 2 31, , 1, 1, 1 , 1e e r e e e r e      ,          (1.94) 

лише три символи Крістоффеля першого роду 
m

ki  нерівні нулеві 

                  1 2 2

22 12 21, 1r r       .                        (1.95) 

Далі виберемо конфігурацію (стан) нелінійно пружного середовища. 

Таких станів при описі деформування циліндричними кординатами може 

бути чотири [91]. Для опису крутильних хвиль слід вибирати конфігурацію з 

віссю симетрії  Oz , яка залежить від координат ,r z  і не залежить від корди-

нати  . Для такої конфігурації компоненти вектора зміщень є такими 

                           
    

  

1 2 3 1 3

1 2 2 3

1 2 2 1 3 3

, , , 0, , , , 0

0, , , , 0

u t u u u t u

u u u t u

    

 

    

   
.               (1.96) 

Компоненти нелінійного тензора деформацій Коші-Гріна обчислюються за 

допомогою похідних ко- і контраваріантних компонентів вектора зміщень  

загальна формула: , ,
k

jk j k k

i ji i j k jii i

uu
u u u u

 


       

 
 

 
1 1

1 ,1u u  1 1

11u  2 1

21u  3 1

31u  0 , 

1 1,1iu u  1

1 11u  2

2 11u  3

3 11u  0,  
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і за умови (1.96) мають вигляд  

загальна формула:  
1

,
2

ij j i k

i j i j ku u u u       

11 1

1u   1

1 1 1
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1 2 1 1 3 1

1 1
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          22 2

2u      1 2

2 1 2 2 2 2

1 1

2 2
u u u u       3

2 3 2

1

2
u u   2

2

1

2
u u .    (1.97) 
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або у випадку крутильних хвиль в слабко нелінійному пружному матеріалі    
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 
  

 
   

 ,

1
,
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z zu      , ,

1
.rz r zu u u

r
  

 
  
 

 

Компоненти 
12 23,   тензора деформації є лінійними, а решта компонентів не 

має лінійних доданків і є лише квадратично нелінійними.  

Рівняння руху в записі через тензор напружень Лягранжа kl є таким 

                                  ki n n i

k i iu u     
 

.                       (1.98) 

Якщо аналізувати рівняння руху лише як рівняння щодо зміщень. Тоді 

компоненти тензора напружень треба спочатку обчислювати за формулою 

 ik ikW    , де слід знати внутрішню енергію W як нелінійну функцію 

компонентів тензора деформації [43, 56, 71, 92].  

Далі виберем тип пружного матеріалу (середовища). У проведеному 

дослідженні вибрано п‘ятиконстантну модель Мернагана, яка задається 

кубічно нелінійним пружним потенціалом [64] 
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                             2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 1

1 1 1
( , , )

2 3 3
W I I I I I AI B I I C I             (1.99) 

зі стандартними представленнями перших трьох інваріантів тензора дефор-

мації 

        11 22 33

1

ikI        

                               
       

           

2 2 2
11 22 33
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,          (1.100) 

  11 22 33 13 21 32 31 12 23 13 22 31 11 23 32 12 21 33

3 detik ikI                            

Особливістю конфігурації (1.98) є те, що з трьох рівнянь руху неттож- 

нім є лише друге рівняння – рівняння щодо зміщення 
2u   

        2 2

2 2

k n n

k u u     
 
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12 32 2

1 3 u     .                                (1.101) 

      Таким чином, потрібен тільки запис дотичних напружень 
12 23,   

12 1
1 12

I
I 








2 3 2 1
1 212 12 12 12

1

3

I I I I
A B I I

   

   
   

   

2 1
1 12

I
CI



  
 

 
  

                                12 13 23 12 33 12 11 22 331
2 2

3
A B              ,     (1.102) 
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A B                         (1.103) 
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      Рівняння руху (1.101) з врахуванням представлень (1.102), (1.103) має 

вигляд 
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          (1.104) 

      Тепер можна врахувати формули (1.97) і записати рівняння (1.104) через 

зміщення 
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  Рівняння (1.105) являє собою нове нелінійне хвильове рівняння, яке у 

лівій частині повністю співпадає з лінійним хвильовим рівнянням, класичної 

задачі лінійної теорії пружності поширення крутильних хвиль а у правій час-

тині містить доданки, які є кубічно нелінійними щодо зміщення. Отже, квад-

ратична нелінійність, яка характерна, наприклад, для деяких циліндричних 

хвиль, не присутня в рівнянні (1.105) і крутильні хвилі є виключно кубічно 

нелінійними в рамках реалізованого підходу.  

       Окрім вказаної вище особливості нового нелінійного хвильового 

рівняння, слід ще вказати на декілька інших особливостей. Права нелінійна 
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частина рівняння (1.105) містить багато нелінійних доданків. При засто-

суванні трьох різних підходів до знаходження наближених розв‘язків такого 

роду нелінійного хвильового рівняння, можна знехтувати деякі нелінійні 

доданки, враховуючи лише доданки, які подібні до лінійної частини 

хвильового рівняння. Отже, присутність в рівнянні багатьох нелінійних 

доданків у ряді випадків не створює великих проблем в знаходженні 

наближеного розв‘язку. 

       З хвильового рівняння (1.105), в рамках прийнятої постановки задачі 

про крутильні хвилі випливає що присутні лише нелінійні доданки з множни- 

ками у вигляді пружних постійних Мернагана ,А В , що свідчить про 

врахування у рівнянні (1.105) лише фізичної нелінійності. Отже, ця ситуація 

не є наслідком нехтування геометричної нелінійності, а є наслідком спе-

цифіки загальної для теорії пружності постановки задачі про крутильні хвилі.  

      Основний висновок. Наведені факти з механіки матеріалів є достатніми 

для розуміння результатів, викладених в наступних розділах.   
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РОЗДІЛ 2 (ДОПОМІЖНИЙ) 

ХВИЛІ З РІЗНИМИ ПОЧАТКОВИМИ ПРОФІЛЯМИ  

 

2.1 Поодинокі хвилі. 

        Явище поступової зміни чи спотворення початкового профіля хвилі 

при її поширенні) є предметом аналізу сучасної теорії хвиль [7, 9, 20, 44]. В 

теорії хвиль терміни «еволюція - evolution» (поступова зміна початкового 

профіля хвилі при її поширенні) і «дисторсія - distortion» (спотворення почат-

кового профіля хвилі при її поширенні) практично вважаються синонімами.  

Хвиля поширюється одночасно в просторі і в часі. Оскільки вона харак-

теризується фазою x vt   , то при відомій швидкості хвилі v  фіксована 

точка простору відповідає фіксованому часу. Тому поширення хвилі можна 

вивчати як процес, що розвивається в просторі або у часі. У випадку хвиль 

зміщення в матеріалах вираз  u x vt , отриманий звичайно як розв‘язок 

нелінійного хвильового рівняння, можна вважати таким, що описує зміну 

початкового профіля хвилі. 

       Поодинокі хвилі (solitary waves) вивчаються в теорії хвиль досить 

давно. Вважається, що профіль поодинокої хвилі описується скінченною 

функцією (відмінною від нуля лише на скінченному відрізку) або функцією 

скінченної ваги (величина на площі під графіком функції є скінченною на 

скінченному відрізку і такою що, площею поза цим відрізком можна знех-

тувати, тобто площа зосереджена на скінченному відрізку). У механіці 

матеріалів поодинокі хвилі спостерігаються в експериментальних імпульсів, 

які формуються різними способами і діють на виготовлені з певних 

матеріалів зразки чи конструкції. Теоретично такі хвилі в матеріалах вивчені 

фрагментарно. Хвиля з профілем у вигляді функції Гаусса (дзвіноподібна чи 

горбоподібна хвиля, яка є якраз функцією скінченної ваги) вважається 

типовим прикладом поодинокої хвилі.  

Найпростіша поодинока хвиля може бути описана класичним розв‘яз- 
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ком Д‘Àлямбера    ,u x t f x ct   лінійного хвильового рівняння (у даному 

випадку, лінійною частиною рівняння 2

, , 0tt xxu c u  ) для одновимірної хвилі 

зміщення. Хвиля Д‘Алямбера відповідає лінійній теорії пружності, в рамках 

якої зміну початкового профіля описати не можна. Тому дисторсія чи еволю-

ція хвиль в матеріалах (хвиль як гармонічних, так і поодиноких) вивчається в 

рамках моделей нелінійної теорії пружності.  

Далі поодинока хвиля вивчається із застосуванням однієї з найбільш 

розвинених моделей нелінійної теорії пружності - п‘ятиконстантної моделі 

Мурнагана [5, 6, 74]. Ця модель допускає різні варіанти нелінійного хвильо-

вого рівняння. Найпростіший варіант нелінійного хвильового рівняння 

включає лише квадратичну або кубічну нелінійність.  

 

2.2.  Профілі гармонічної і поодиноких хвиль у вигляді функції:    

Чебишова – Ерміта, Уіттекера Макдональда та Фрідляндера. 

2.2.1. Профіль гармонічної хвилі 

Гармонічна хвиля поділяється на дисперсійні та недисперсійні хвилі. 

Недисперсивна гармонічна хвиля – це, хвиля швидкість якої v  лінійно 

залежить від частоти.  Дисперсивна гармонічна хвиля означається як хвиля, 

швидкість якої v  нелінійно залежить від частоти. Це означає, що для кожного 

фіксованого значення частоти фаза хвилі kx t    або  k x vt    

лінійно залежить від пройденого хвилею шляху x  і часу поширення хвилі t . 

 Для гармонічних хвиль задається дисперсійне співвідношення ( )W k  . 

У цьому випадку фазова швидкість визначається як 

                                                         ( ) ( )phv k W k k .                                  (2.1) 

 Якщо хвиля утворена декількома дисперсійними хвилями з близько роз- 

ташованими частотами, то кожна з цих хвиль буде поширюватися зі своєю 

швидкістю. Такі хвилі розходяться в просторі (розсіюються), тому початко-

вий профіль хвилі (що складається з таких хвиль) буде змінюватися з часом.  
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Розглянемо основні властивості одновимірних гармонічних хвиль [49]. 

Перш за все, така хвиля представляється математично за допомогою простої 

формули 

                                         ( , ) cos
ph

x
u x t A t

v

 

   
 

.                        (2.2) 

Більш звичне представлення біжучої гармонічної хвилі 

                                                     ( , ) cos( )u x t A t kx  ,                                 (2.3) 

де  phk v  хвильове число, яке пов'язане з довжиною хвилі  2 k  .  

Якщо період  1T f  і кругова частота  2f    визначені, то 

фазову швидкість можна записати як 

                                                       ; ; .ph ph phv k v f v T                                   (2.4) 

Вираз ( , )x t t kx    називається фазовою функцією або фазою. Він 

лінійно залежить від незалежних змінних x  і t . Коли значення фази фіксова-

не, це означає, що зафіксована певна точка на профілю хвилі. Насправді із 

загального диференціалу для фіксованої фази 0d dt dx dt kdx
t x

 
 

 
    
 

 

випливає, що    dx dt k  для точок фіксованої фази. Ці точки рухаються 

зі швидкістю phv , або, як часто пишуть, спостерігач, який рухається зі швид-

кістю phv , бачить весь час одну й ту саму точку профілю хвилі. Це пояснює 

чому phv  називається фазовою швидкістю. 

На рис. 2.1 зображено вигляд гармонічної хвилі для дійсної форми з 

наступними значеннями параметрів: 
51.0 10 ;   41.0 10 ;A    і хвильовим 

числом   11,2 10k c   .   
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               Рис. 2.1. Профіль гармонічної хвилі 

Також гармонічну хвилю, задають у вигляді комплекснозначної функції  

                                           
,

i kx t
u x t Ae


  або    

,
ik x vt

u x t Ae


 .                      (2.5) 

Представлення (2.5) часто застосовується в математичних викладках для 

представлення, або розв’язку хвильових рівнянь, що є зручно.   

           

2.2.2. Профіль у вигляді функції Чебишова-Ерміта 

Функції Чебишова-Ерміта –це функція, яка має наступний аналітичний 

вигляд [31,60,101]:  

                                                       
2

*2( ) ( ),
z

n nz e H z


                             (2.6) 

де 
*( )nH z  є поліномами Чебишова-Ерміта  

       
2 2

* 2 2 2( ) 2 ( 2 ); ( ) ( 1)
n

n x x
n

n n n n

d
H z H z H z e e

dx

 
    

 
 . 

Ці поліноми визначаються твірною функцією 

2

2

0

( )
!

t n
tx

n

n

t
e H x

n





  і їх 

загальний вигляд задається формулою 

2
2 4 2

2
0

1 ( 1) 1 ( 1)( 2)( 3) ( 1) ( ,2 )
( )

2 1 2 1 2 2 (1, )

n
j

j
n n n n j

n j
j

n n n n n n n j
H x x x x x

j



  



     
     


  

і рекурентними співвідношеннями 
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1 1 1

2 2 2 1 2 1

* * * 2 * 3

0 1 2 3

* 4 2 * 5 3

4 5

( )
( ) 2 ( ) 2 ( ); 2 ( );

( ) ( ); ( ) ( );

( ) 1; ( ) ; ( ) 1; ( ) 3 ;

( ) 6 3; ( ) 10 15 .

n
n n n n

n n n n

dH z
H z zH z nH z nH z

dz

H x H x H x H x

H z H z z H z z H z z z

H z z z H z z z z

  

 

  

    

     

     

 

Функції  n x  є дійсними для дійсних значень аргумента і вони ортого-

нальні з вагою 1 на дійсній осі ( , )  :  
0 ;

( ) ( )
1 .

m n

m n
x x dx

m n
 






 


   

Також вони є розв‘язками диференціального рівняння Вебера 

     
// 2( ) (1 2 ) ( ) 0,n nz n z z      

а поліноми 
*( )nH z  є розв‘язками диференціального рівняння Чебишова-

Ерміта  

     
// /2 2 0.w zw nw    

Далі будуть розглядатися хвилі з початковим профілем у вигляді функції 

Чебишова-Ерміта нульового індекса і множником  , що задає рух хвилі 

                              
2

2
0( )

x

x e 


 .                    (2.7) 

Ця функція добре відома в теорії сигналів і загальній теорії хвиль і має там 

назву “дзвіноподібна функція”. 

 Графіки дзвіноподібної фікнкції для різних 2, 20, 40.     зобра-

жені на рис. 2.2.   

 

Рис. 2.2. Графіки дзвіноподібної функцій для різних 2, 20, 40.      
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2.2.3. Профіль у вигляді функції Уіттекера  

Функції Уіттекера – це функція , ( )k mM z  і , ( )k mW z , яка є розв’язком 

наступного диференціального рівнянням [6, 18, 58, 59]  

2

//

2

1
1 4 0
4

m
k

w w
z z

 
 

     
 
 

. 

Нескінченно–значна аналітична функція , ( )k mW z  означена для всіх 

значень ,k m  і для всіх невід‘ємних дійсних z  . Вона може бути представлена 

через вироджені гіпергеометричні функції ( , , )a c z  та ( , , )a c z  

1

2 2
,

1
( ) ,2 1,

2

z
m

k mM z e z m k m z
   

     
 

, 

                        

1

2 2
,

1
( ) ,2 1,

2

z
m

k mW z e z m k m z
   

     
 

,                (2.8) 

де 
2( 1)

( , , ) 1 .....
1! ( 1) 2!

a z a a z
a c z

c c c


    


 

, , ,

( 2 ) (2 )
( ) ( ) ( )

1 1

2 2

k m k m k m

m m
W z M z M z

m k m k


  
 

   
        
   

. 

Також функція Уіттекера має представлення  

    

1

2 2
2

1
,

2

( )
(2 1) (2 )

z
m

p
p m z

p
p m m

z e d
M z z e

m m p dz

 

 

 


 
 . 

Існують важливі зв‘язки функції Уіттекера з певними значеннями 

індексів і інших відомих у математичній фізиці функціями: 

1. Функції параболічного циліндра  

1 1 1 2

2 4 2
1 1 1

,
2 4 4

( ) 2
2

n

n
n

z
D z z W

 

 

 
  

 
. 

Простий зв'язок між функціями Чебишова-Ерміта  n z  і функціями 

параболічного циліндра  є таким     
1 1

4 2( ) 2 ! ( )n nD z n z 
 

  . 
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2. Функція помилок  

2

( ) t

z

Erfc z e dt



   або  
21 1

22 2
1 1

,
4 4

1
( )

2

z

n
Erfc z z e W z

 


 . 

3.  Функціх Бесселя уявного аргумента ( )mK z  або ( )mI z  

0, ( )
2

m m

z
K W z

z

 
 

 
, 

2

0, ( ) 2 ( 1)
2

m

m m

z
M z m zI

 
    

 
. 

Як відомо, функції Бесселя уявного аргумента не мають осциляторного 

характеру, перша монотонно зростає, тоді як друга монотонно спадає. 

В наступному аналізі поодиноких хвиль вибрані такі функції Уіттекера, 

які мають графік з одним горбом: 

A. 0,0 ( )W z , яка є розв‘язком рівняння 
2

2 2

1 1
4 0

4

d W
W

dz z

 
    
 

.  

Б.  
1 1

,
4 4

( )W z


, яка є розв‘язком рівняння 

2

2 2

1 1 3
0

4 4 16

d W
W

dz z z

 
     
 

. 

В.  
1 1

,
8 20

( )W z


, яка є розв‘язком рівняння  

2

2 2

1 1 99
0

4 8 400

d W
W

dz z z

 
     
 

. 

   

 

Рис. 2.3. Графіки функцій Уіттекера. 
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2.2.4. Профіль у вигляді функції Макдональда 

Функція Макдональда–це модифікована функція Бесселя другого роду,  

що має вигляд [31] 

                                        
( ) ( )

( ) ,
2 sin

I z I z
K z  





 

                                   (2.9) 

де  є не ціле дійсне число і  

      
 

2

0

/ 2
( ) ,

! ( 1)

m

m

z
I z

m m












  

  

є циліндричною функцією з чисто уявним аргументом [101,119]. 

Функції ( )I z
та ( )I z

називають модифікованими функціями Бесселя 

першого роду. 

Якщо  –ціле чило то розглядають ( ) lim ( ).n
n

K z K z


   

Функція Макдональда є розв’язком диференціального рівняння Бесселя: 

                                               
2

2 2 2

2
0,

d z dy
z z z y

dz dz
                              (2.10) 

що прямує екпотенціально до нуля коли z , приймаючи додатні значен-

ня. Функції ( )I z
та ( )K z

утворюють фундаментальну систему розв’язків 

рівняння (3.13). 

Якщо arg( ) / 2z     то ( )K z
 може бути представлена через функ-

цію Ханкеля першого роду  

   1 (1)( ) ( ).
2

aK z i H iz 

   

Якщо / 2 arg( )z    то ( )K z
 може бути представлена через 

функцію Ханкеля другого роду  

 1 (2)( ) ( ) ( ).
2

aK z i H iz 

     

Загальний вигляд представлення функції Макдональда через ряди: 

1 2

1 2

0

( )!
( )

2 !( )(2 )

n
z

n r
r

n r
K z e

z r n r z

 





 
  

 
 , n – ціле невід’ємне; 
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                              
 

2

0 0 2
0

1
( ) ln ( ) 1 ,

2 2 !

m

m

z z
K z I z m

m






   
      

   
               (2.11) 

 1 C   ,  
1 1

1 1 ,
2

m C
m

       де 0,5772157C    - стала Ейлера; 

 1

2
0

1 ( 1)!1
( )

2 !( 2)

m
n

n n m
m

m n
K z

m z






  
 

 

 
 
 

     
2

1

0

2 1 1
1 ln 2 1 1

! ! 2 2

n m

n

m

z
z m n m

m n m
 








 
        

  


         

(2.12) 

де 1n  - ціле; 

Асимптотичні представлення: 

 
  

 

2 2 2 21 2 2 2

2

4 1 4 34 1
1 .

2 1!8 2! 8

zK z e
z z z



  
   

      
    

 

z  - велике і arg( ) 2z   .  

Рекурентні формули: 

                                                 
'

0 1( ) ( ),K z K z                                       (2.13)                                                

     1 1

2
,K z K z K z

z
  


   

  
   

 
1 1 2 .

dK z
K z K z

dz



      

Графік функції Макдональда для різних значень індексів 0,1,2,3   

зображено на рис 2.4. 
0 1 2 3, , ,K K K K  

 

Рис. 2.4. Графіки функції Макдональда для 0,1,2,3   
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      2.2.5. Профіль у вигляді функції Фрідляндера 

       Розглянемо відомий у фізичній теорії вибуху (початково, атомного 

вибуху) початковий профіль, який досліджується вже майже сто років і ці 

дослідження продовжуються до нашого часу. В основному, це дослідження 

експериментальні, які стосуються сучасних проблем науки, не пов‘язаних з 

атомними вибухами, а, зокрема, інших військових і медичних проблем [46, 

79, 104].  

       Отже, виберемо профіль Фрідландера [79-94] і запишемо його у вигляді 

                                                      1

1 11attbx xo

attF x A e x x


  ,               (2.14) 

де 
oA  є амплітудним множником, постійна b  визначає підошву профіля і 

постійна 
attx  характеризує затухання профіля (крутизну). 

       Профіль (2.14) вважається одним з найпростіших і часто використову-

ється в інтерпретації експериментів. 

       На Рис. 2.5а зображена форма початкового імпульсу Фрідляндера. 

Також на рис. 2.5б показана експериментально досліджена еволюція почат-

кового імпульсу, генерованого вибухом. Тому можна вважати, що профіль 

Фрідляндера цілком сприйнятним для комп’ютерного моделювання, як по-

одинокої хвилі [74, 94]. 

 

 

Рис. 2.5а 



91 

 

Рис. 2.5б 

Основна особливість полягає в тому, що профіль Фрідляндера раніше 

не вивчався в рамках нелінійної теорії пружності і даний профіль є нехарак-

терним (профіль без звичного горба). 

Хвилі з початковим профілем у вигляді функцій Гаусса, Уіттекера, 

Макдональда, Фрідляндера – далі розуміються, як хвиля Гаусса, хвиля 

Уіттекера, хвиля Макдональда та хвиля Фрідляндера (скорочений запис).  

Основний висновок. Викладені факти з загальної теорії хвиль є дос-

татніми для розуміння результатів, отриманих в наступних розділах.   
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РОЗДІЛ 3 

 (ДОПОМІЖНО-ОСНОВНИЙ) ДВА НАБЛИЖЕНІ ПІДХОДИ ДО 

АНАЛІЗУ ЕВОЛЮЦІЇ НЕЛІНІЙНО ПРУЖНИХ ХВИЛЬ (НА 

ПРИКЛАДІ ПЛОСКОЇ ПОЗДОВЖНОЇ ТА ЦИЛІНДРИЧНОЇ 

РАДІАЛЬНОЇ ХВИЛЬ) 

 

3.1.  Метод послідовних наближень в задачі знаходженні розв’язку 

нелінійного хвильового рівняння щодо пружної плоскої 

поздовжної хвилі  

 

3.1.1. Найпростіше квадратично нелінійне хвильове рівняння, яке опису 

еволюцію пружної плоскої поздовжної хвилі 

Розглянемо потенціал, який використовувався в публікаціях про плоскі 

нелінійні пружні хвилі, як дослідження нелінійної акустики. Цей потенціал 

було показано раніше в параграфі 1.7. Тут його зручно ще раз периписати у 

вигляді де збережено другий та третій порядок нелінійності: 

                        

     
2 3

, , , , , , , , ,

1 1 1 1
.

2 12 2 3
m m i k i k k m m i i k k i m m m mB u u Au u u Bu u u C u      

Цей потенціал все ще нелінійний і зберігає нелінійність третього по-

рядку. Але тепер нелінійність визначається відносно градієнта зміщення а не 

відносно тензора деформацій Коші–Гріна. 

Отже, розглянемо плоскі поляризовані хвилі  і  припустимо, що хвилі 

поширюються вздовж осі абсцис, тобто,  1( , ) .ku u x t  Тоді потенціал (1.8) 

спрощується до вигляду 

 
        

              

2 2 2

1,1 2,1 3,1

3 2 2

1,1 1,1 2,1 3,1

1 2 2

1 2 1 3 1 3 1 2 .

W u u u

A B C u B u u u

  

  

      
   

           

    (3.1)  

   
2 2

, , , , , ,

1 1 1

2 4 4
m m i k k i i k m i m kW u u u A u u u  

 
      

 
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Відповідні компоненти тензора напружень Кіргофа є наступними 

            

       

       

   

   

2

11 1,1 1,1

2 2

2,1 3,1

12 2,1 1,1 2,1

13 3,1 1,1 3,1

2 3 2 2 2 3

1 2 2 1 2 ,

1 2 2 1 2 ,

1 2 2 1 2 ,

t u A B C u

A B u u

t u A B u u

t u A B u u

   

 

  

  

         

         

      

      

       (3.2) 

 

Підстановка (3.2) в рівнянні руху дає квадратичне нелінійне хвильове рів-

няння для трьох поляризованих плоских пружних , ,P SH SV  хвиль 

                        1, 1,11 1 1,11 1,1 2 2,11 2,1 3,11 3,12 ,ttu u N u u N u u u u                      (3.3) 

                                      2, 2,11 2 2,11 1,1 1,11 2,1 ,ttu u N u u u u                    (3.4) 

                                      3, 3,11 2 3,11 1,1 1,11 3,1 ,ttu u N u u u u                             (3.5) 

                    1 23 2 2 3 , 2 1 2 .N A B C N A B                         (3.6)  

     

Особливістю нелінійних хвильових рівнянь (3.3) - (3.5) є те, що ліві - є 

класичними лінійними хвильовими рівняннями. Праві включають тільки 

квадратично нелінійні доданки. Ця структура виявилася дуже зручною в 

майбутніх дослідженнях.  

Найбільш просте нелінійне рівняння для поздовжньої хвилі утворюєть-

ся із рівняння (3.3) у рамках так званої першої стандартної дадачі, коли спо-

чатку збуджується лише поздовжня хвиль   

         
2

1, 1,11 1 1,11 1,1 1, 1,11 1 1,11 1,12tt tt Lu u N u u u c u N u u         ,     (3.7) 

де швидкість лінійної плоскої поздовжньої хвилі позначена як  2Lc     . 

3.1.2. Стислий опис методу послідовних наближень в задачі знаходженні  

розв’язку нелінійного хвильового рівняння з п. 3.1.1 

Цей метод називають методом збурень або методом малого параметра. 

Він оснований на введенні малого параметра  . Застосовувати метод зручно, 

коли відомий розв‘язок задачі, близької до тої, яку треба розв‘язати. У 
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випадку нелінійних хвиль близькою задачею вважають лінійну задачу і 

використовують її класичний розв‘язок. 

Опишемо метод для теорії пружності [3, 125, 131] і розглянемо невідо-

му функцію ( , ),u x t  в припущенні, що вона достатньо гладка. Застосуємо цей 

метод до нелінійного рівняння 

                                                                                  0,Lu Nu                                                                  (3.8) 

де L є лінійним оператором, а N є нелінійним оператором. 

 Згідно з методом, розв‘язок  , ,u x t   рівняння (3.8) шукають у вигляді 

збіжного ряду           

 

       (1) (2) 2 (3)

1

( , ) , , , ( , ) ( , ) ( , )n n

n

u x t u x t u x t u x t u x t u x t   




       .     (3.9) 

де перше наближення  (1) ,u x t  є розв‘язком лінійного рівняння  

                                                            0Lu                                                   (3.10) 

Зазначимо, що існування розв’язку лінійної частини нелінійного рівняння є 

необхідною умовою методу. 

 Розв'язок нелінійного рівняння (3.8) шукаємо у вигляді послідовних 

наближень 

      (1) (2) (3)

1 1 1 1 1

1

( , ) , , 1 , ( , ) ( , ) ( , )n

n

u x t u x t u x t u x t u x t u x t




           (3.11) 

Особливістю та характерною перевагою цього методу є те, що довільне наб-

лиження  1

( ) ,nu x t  знаходиться як розв’язок неоднорідного лінійного рівняння 

                                                                        
( ) ( 1) 0,n nLu Nu                                                              (3.12)   

тобто для знаходження n -го наближення необхідно знати тільки ( 1)n  - 

наближення і розв'язувати тільки неоднорідне лінійне рівняння. 

 

3.1.3. Стислий опис методу послідовних наближень в задачі знаходженні 

розв’язку нелінійного хвильового рівняння з пункту 3.1.1 

Нехай це буде задача про плоску поздовжну хвилю, яка описується квад- 
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ратично нелінійним рівнянням (3.7), де збережені тільки ті доданки , які 

відповідають повздовжньому руху хвилі [12, 26]. Тоді лінійна задача описує-

ться хвильовим рівнянням 

     
2

1, 1,11 0Lttu v u          (3.13)  

Далі треба ввести в нелінійне рівняння (3.7)  

           1, 1,11 1 1,11 1,1

2

tt L Nu v u u u   

 

параметр збурення (малий параметр)   таким чином: при 1   рівняння 

повинно співпадати з рівнянням (3.7) і при 0   – з лінійним варіантом 

(3.13), тобто, мати вигляд 

       1, 1,11 1 1,11 1,1

2

tt L Nu v u u u  .     (3.14) 

Якщо підставити представлення (3.9) у рівняння (3.14), то отримується 

рекурентне співвідношення 
 

       
2( ) ( ) ( 1) ( 1)

1, 1,11 1 1,11 1,1

n n n n

tt Lu v u N u u    .       (3.15) 

Слід зазначити, що рекурентна формула (3.15) спрощує обчислення 

наближень.  

 

3.1.4. Розв‘язок для гармонічної хвилі з урахуванням першого і другого 

наближень 

Далі розглянемо застосування методу з урахуванням першого і другого 

наближень для гармонічних плоских хвиль [45, 50]. 

Для рівняння (3.13) розв‘язок у першій апроксимації є лінійним і в класі 

гармонічних плоских хвиль для заданих початкової амплітуди 
1оu  і частоти  

має вигляд  

                                (1)

1 1( , ) cos .о Lu x t u kx t k v                      (3.16) 

 

Тут слід зазначити, що основний хвильовий ефект полягає в тому, що хвиля є 

лінійною гармонічною у вигляді першої гармоніки, яка поширюється без 

зміни профіля (не спотворюється) і не взаємодіє сама з собою. 
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Для отримання другого наближення, застосовуємо рекурентне спів-

відношення (3.15), з якого необхідно розв‘язати наступне рівняння    

            
2(2) (2) 3

1 1,11 1 12 1 2 sin 2оu u N u k kx t       . 

Тут права частина включає другу гармоніку, яка є розв‘язком однорідного 

рівняння. Тому розв‘язок слід шукати подібно випадку параметричного 

резонанса. Відповідний розв‘язок цього рівняння є таким 

                                 
2

(2) 2

1 1 1 1(0) 1 1( , ) 8 2 cos2L Lu x t N u k x k x t       .   (3.17) 

 

Розв‘язок у вигляді перших двох наближень має вигляд 

 

                       

     

 
 

   2

(1 2) (1) (2)
1 1 1 1 1

21
1 1 1 1 1 .

, , ,

cos cos2
8 2

LL Lo o

u x t u x t u x t

N
u k x t x u k k x t 

 



 
 
  

  

   


  (3.18) 

Якщо ввести позначення  
 

 
 

2 2
21

1 1 1 1 12 4

1 1

8 2 8 8

L
L o L o o

L L

N k
M u k N u N u

v v



   
  


, 

 

то розв‘язок можна представити у вигляді  

 

          (1) (2)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

(1 2)
1 , , , cos cos2o L o L Lx t u x t u x t u k x t u M x k x tu         (3.19) 

Розв‘язок (3.19) підтверджує теоретично генерацію другої гармоніки. Цей 

головний хвильовий ефект формується у три етапи. Спочатку хвиля слабко 

відрізняється від лінійної гармонічної хвилі. Далі зі збільшенням відстані, 

яку пройшла хвиля, чи часу її поширення перша гармоніка сумується з 

другою гармонікою, амплітуда якої повільно зростає, і вони утворюють 

модульовану хвилю. Крок за кроком вплив другої гармоніки зростає і вона 

стає домінантною. 

 

 



97 

3.1.5. Розв‘язок для гармонічної хвилі з урахуванням першого другого і 

третього наближень 

 Далі, продовжимо розвивати метод послідовних наближень для гармо-

нічної хвилі до третього наближення [50, 131]. Згідно з методом, для виз-

начення будьякого наближення використовується раніше отримане рекурент-

не співвідношення    
2( ) ( ) ( 1) ( 1)

1, 1,11 1 1,11 1,1

n n n n

tt Lu v u N u u     і розв’язок буде мати 

наступний вигляд 

                       ( ) (1) (2) (3)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

, , , , ,n

n

u x t u x t u x t u x t u x t




      . 

Розв‘язок у першій апроксимації є лінійним і в класі гармонічних плоских 

хвиль для заданих початкової амплітуди 
1оu  і частоти має вигляд 

    (1)

1 1( , ) cos .о Lu x t u kx t k v     

Відповідний розв’язок для другого наближення, згідно методу є таким  

        
2

(2) 2

1 1 1 1(0) 1 1( , ) 8 2 cos2L Lu x t N u k x k x t       . 

Далі зручно подати розв’язок в рамках двох перших наближень у 

вигляді  (1 2)

1 1 1 1, cos cos2o o Lu x t u u M x    , де  

 
 

2
21

1 1 1 2

1

8 2 8

L
o L o

L

N k
M u k N u

v  
  



2

1 1 4

1

8
o

L

N u
v




 . 

Третє наближення, як слідує з [132, 133] має наступний вигляд:  

       
   

3 3(3)

1 1(0) 1 2 2

1 1

8 13 4 29
sin 4 cos4

3 2 3 8
L

L L

u u M x
k x k x

 
   

       
    

.        (3.20) 

Отже, третє наближення вводить у загальний розв’язок четверту гармо-

ніку. Відповідно, четверте наближення вводитиме восьму гармоніку (на кож-

ному кроці гармоніки подвоюються).
 
 

Розв’язок у межах перших трьох наближень має вигляд 
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       

   
 

(1 2 3) (1) (2) (3)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1 1 2

1 1

, , , , cos cos2

8 5 4 11
sin 4 cos4 .

3 2 3 8

o o L

o L

L L

u x t u x t u x t u x t u u M x

u M x
k x k x

 

 

       

  
       

    

   (3.21)   

Отже, характер еволюції у межах трьох наближень визначається 

параметром 
LМ , початкової амплітудою і хвильовим числом. 

Таким чином, головною характеристикою методу послідовних 

наближень є те, що для знаходження будь-якого наближення треба розв‘я-

зувати неоднорідне лінійне рівняння. 

В нелінійній теорії хвиль вважається, що метод послідовних наближень 

працює добре, коли амплітуда першого наближення зростає не дуже швидко 

(звичайно, зростає не більше, ніж на половину значення початкової 

амплітуди). Це обмеження не дозволяє вивчати ряд нелінійних хвильових 

ефектів, які можуть бути вивчені методом повільно змінних амплітуд, де 

обмеження є іншим – повільність зміни амплітуди. 

 

3.2.  Наближений метод знаходження розв’язку нелінійного 

хвильового  рівняння пружної плоскої поздовжної хвилі,  

оснований на перетворенні цього рівняння і обмеженні на 

градієнт зміщення (стислий опис) 

3.2.1. Перетворення нелінійного хвильового рівняння з пункту 3.1.1 

Розглянемо цей метод (оснований на перетворенні нелінійного рівнян- 

ня і обмеженні на градієнт зміщення) [86, 134] для нелінійного рівняння для 

поздовжної хвилі, яке отримується в рамках так званої першої стандартної 

задачі, коли початково збуджується лише поздовжна хвиля з пункту 3.1.1.  
 

         1, 1,11 1 1,11 1,12ttu u N u u     ,   або      
2

1, 1,11 1 1,11 1,1tt Lu v u N u u  . (3.22)  

 

Перша особливість даного методу полягає у тому, що нелінійне хвильове 

рівняння, до якого він застосовується, повинно мати особливу структуру. 
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Якраз рівняння (3.22) таку структуру має:  права нелінійна частина може бути 

перенесена у лінійну ліву частину з метою формального запису лінійного 

хвильового рівняння зі змінною швидкістю хвилі 
 

                 
2 2

1, 1 1,1 1,11 1, 1,1 1,110 1 0,tt L tt Lu v N u u u u v u          (3.23) 

де  1 2N      . 

Далі припустимо, що початковий профіль хвилі задається функцією, яка 

описується поодинокою хвилею  

         1 1, 0u x t F ax  , 

 

де зразу введено довільний параметр a , який дозволятиме змінювати підош-

ву поодинокої хвилі. Зазначимо тут, що підошва поодинокої хвилі є пара-

метром, який відповідає у гармонічній хвилі довжині хвилі. 

Наступне припущення є таким:   поодинока хвиля з початковим профі- 

лем у вигляді  1F ax  поширюється у такому ж вигляді, але функція вже 

залежить від фазової змінної  1a x vt   ,  

                                     1 1,u x t F a x vt    ,     (3.24) 

 

куди входить змінна швидкість хвилі  
 

                                                             
1,11 Lv u v  .      (3.25) 

Зазначимо, що швидкість v  можна трактувати як локальну швидкість 

хвилі в точці x  і в момент часу t .  

3.2.2. Розв‘язок з урахуванням першого і другого наближень 

Представимо розв’язок (3.23) за допомогою методу, першими двома 

наближеннями, для цього спочатку приймемо обмеження в представленні 

швидкості хвилі (3.25) 

 

                                                                
1,1 1u ,                (3.26) 

 

з метою записати корінь у формулі (3.25) у вигляді ряду  
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                            
1/ 2 2

1,1 1,1 1,1 1,11 1 1 1 2 1 8u u u u          .        (3.27) 

 

Тоді умова (3.26) дає право наближено представити швидкість (3.25) 

першими двома членами ряду, що відповідає розв’язку задачі 

                           1 1 1 1,1, 1 2Lu x t F a x v t u t     .    (3.28) 

Обмеження (3.26) бажано прив‘язати до класу конструктивних 

матеріалів, для яких модель Мурнагана достатньо прийнятна. Тоді для 

параметра   може бути вказаний певний діапазон зміни 2 19     [135].  

Далі достатньо прийняти класичне в теорії пружного деформування 

матеріалів обмеження малості деформації, яке звичайно записують як 

1,1 1u   

(тобто, вважається, що градієнт зміщення є малим). Як відомо потенціал 

Мурнагана описує нелінійне деформування теж і в рамках малих деформацій. 

Тому це обмеження зберігає можливість нелінійного деформування, але 

нелінійність має бути слабкою [131, 132]. 

Розглянемо тепер фазу хвилі  1 1 1,11 La x vt a x u v t      
 

 і враху-

ємо наближене представлення (3.28). Тоді фазу можна наближено представ-

вити так: 

                                                 1 1,11 2L La x v t av u t      .              (3.29) 

Як випливає з формули (3.29), фаза складена з двох частин – класичної фази  з 
 

постійною фазовою швидкістю  1 La x v t    і можливо малого додаткового 

параметра   1,11 2 Lav u t    . При достатньо малих проміжків часу і малих 

підошвах параметр дійсно малий. Тоді розв‘язок (3.28) можна розкласти в 

ряд Тейлора за малим параметром   в околі класичного постійного значення 

фази   
 

                        / // 2

1 1, 1 2u x t F F F F            .   (3.30) 

 

У цьому розкладі збережемо перші два доданки, враховуючи малість па- 
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раметра  , тобто умову 

                                              1,11 2 1Lav u t   .                                   (3.31) 

 

Оскільки малість 
1,1u  вже припущена в (3.30), то це фактично умова на .Lav t  

Вирахуємо наближено похідну через введену раніше функцію F  

          
1

2
1,1 1 1,11( , ) 1 / 2x Lu x t F aF F a v u t aF                    . 

 

Тоді наближеному розв‘язку (3.30) можна надати вигляд 

             
2

(1 2) / 2 /

1 1 1,1, 1 2 1 2L Lu x t F F a av u t F a v t F                 (3.32) 

 

Отримане наближене представлення розв‘язку (3.32) має загальний 

характер і для різних конкретно вибраних функцій описує один і той же 

нелінійний хвильовий ефект – виникнення (окрім першої гармоніки) другої 

гармоніки чи подібних до неї нових доданків і збільшення амплітуди другого 

доданка з часом поширення хвилі. 

 

3.2.3. Розв‘язок з урахуванням першого, другого і третього наближень 

Знову розглянемо       
1/ 2 2

1,1 1,1 1,1 1,11 1 1 1 2 1 8u u u u          і 

при обмеженні 
1,1 1u  розв’язок (3.24) може бути представлений наближе-

но у вигляді перших трьох апроксимацій [131, 132, 133], що ускладнює попе-

редній випадок розв’язку з урахуванням перших двох наближень: 

        1 1 1 1,1 1,1, 1 / 2 1 1/ 4L Lu x t F a x v t а v u t u       .                     (3.33) 

Оскільки раніше наближений розв’язок записувався у вигляді перших 

двох апроксимацій, то наближення (3.33) вносить елемент новизни. 

Слід зазначити, що адекватність наближення (3.33) залежить від точно-

сті виконання умови 
1,1 1u , яке включає обмеження на два параметри: пара- 

метри, що залежить від властивостей матеріалу    3 2 3 2A B C         

і градієнту зміщення 1,1u .  
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Якщо позначити фазу хвилі з постійною фазовою швидкістю через 

 1 La x v t    та ввести додатковий малий параметр   

   1,1 1,11/ 2 1 1/ 4 1La v u t u       .                                    (3.34) 

то розв’язок (3.33) можна представити у вигляді ряду Тейлора  

           / / / 2

1, 1 2u x t F F F F            .                    (3.35) 

Далі, по причині малості, аналіз обмежується першими двома членами 

(3.35). Оскільки малість 
1,1 1u  вже припущена, в (3.33)  то це  умова на 

Lav t  

Далі з (3.35) отримаємо вираз для градієнту зміщення 

       1,1 1( , ) x x xu x t F F F aF                    

яке дозволяє записати розв’язок (3.35) у вигляді   

  

           

       

     

1 1

22 2 3

2 32 2 3

1 1
( , ) 1

2 4

1 1

2 8

1 1

2 8

L

L L

L L

u x t F F F F a av taF aF

F F v ta F v ta F

F a v t F a v t F

        

     

    

  
           

  

 
         

 

         

  (3.36) 

Отже остаточний результат такий 

                    
2 3(1 2 3) 2 2 3

11

1 1
( , )

2 8
L Lu x t F a v t F a v t F                      (3.37) 

Наближене представлення розв’язку (3.37) описує нелінійні хвильові 

ефекти, які у першу чергу зумовлюють винекненню другої та третьої 

гармонік у разі поодинокої хвилі і збільшення амплітуди з часом поширення 

хвилі. 
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3.3.  Наближений метод знаходження розв’язку нелінійного 

хвильового  рівняння для циліндричної радіальної хвилі, 

оснований на перетворенні цього рівняння і обмеженні на 

градієнт зміщення  

 

3.3.1. Найпростіше квадратично нелінійне хвильове рівняння, яке описує 

еволюцію  циліндричної радіальної хвилі 

Циліндричною радіальною хвилею зміщення називають хвилю, яка 

розповсюджується в нескінченному просторі з циліндричною круговою по-

верхнею, до граничної поверхні якої прикладається імпульс, що збуджує рух 

в радіальному напрямку. У найпростішому випадку імпульс гармонічний в 

часі. Циліндрична система координат Or z  вибирається таким чином, щоб 

вісь Oz  збігалася з віссю порожнини і рух хвилі стає осесиметричним і 

залеж-ним лише від радіуса r  і часу t . Ненульовими є тільки радіальний 

зсув 
ru  і три компонента тензора напружень , , .rr zz    Рівняння руху має 

вигляд  [19, 114, 138] 

                          , , ,2 ,
,

1 1
0.r

r rr r r r r ttr
r

u
u u ru u

r r r
   
   

        
   

             (3.38) 

Відповідне нелінійне рівняння в рамках моделі Мурнагана є таким [114] 

                                        
2 ,

, , 2

r r r
L r tt r rr

u u
c u u

r r

  
    
 

                                 (3.39) 

                   
2 2

1 , , 2 , 3 , 4 , 52 3

1 1 1 1
,r rr r r r rr r r r r r r ru u u u u u u u

r r r r
                          

  
 

1 2 3

2 3 2 2
3 , , ,

2 2 2

A B C B C 
  

     

   
   

  
 

4 5

2 3 2 2 2 3 2
,

2 2

A B C A B C   
 

   

       
 

 
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Для знаходження розв’язку рівняння (3.39) застосуємо метод послідов-

них наближень, коли початковий профіль хвилі описується функцією 

Ханкеля. Для цього вводять потенціал  ,r t  за формулою ,r ru    і тоді рів-

няння (3.38) стає більш простим. 

      
2

, , ,1 0tt L rr rc r         

Саме це рівняння має розв‘язок у вигляді функції Ханкеля першого 

роду і першого порядку    (1) (1)

1, o i t

r r Lu r t u H k r e  , де 
o

ru  є заданим в умові на 

поверхні порожнини амплітудним множником 

     1) 1)

0 1

,
2

2

o o L
r

L L o L o

o

p k
u

k H k r H k r
r


 

 

 

та  ,L Lk v  2Lv       є 

хвильовим числом і фазовою швидкістю.  

Математична довідка. Класичне рівняння Бесселя записують у вигляді 

                                              2 21 1 0X x X x X     
 

.                                     

Один з розв‘язків цього рівняння записується через циліндричну функ-

цію дійсного аргументу - функцію Ханкеля  (1)

0H x  першого роду і порядку .  

Якщо розв‘язувати нелінійне рівняння (3.39) наближено методом послі-

довних наближень, то розв‘язок в рамках перших двох наближень представ-

ляється у вигляді [26, 57]  

                                      (1) (2), , , .r r ru r t u r t u r t                    (3.40) 

Друге наближення визначається двома способами. Перший спосіб 

осно-ваний на припущенні, що чотири з п'яти нелінійних складових в (3.39) 

вклю-чають множникии 
1 2 3, ,r r r  

 і тому зі збільшенням відстані від 

порожнини мало впливають на остаточний результат. Іншими словами, 

рівняння (3.39) аналізується за умови 
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                                             , , 1 , ,, ,r r r r rr r rr r rS u u u N u u  .                      (3.41) 

Далі використовується наближене представлення функцій Ханкеля [7] 

           

 
  

 

1 2 22
2 2(1)

2

4 1 4 92 4 1
1

8 2! 8

i z p

p

p pp
H z e i

z z z





  
   

  

   
    

  

    (3.42) 

У підсумку, нелінійний розв’язок має вигляд 

     
 

(1) (2) 4

2

2 1 1 9
, , , 1

8 128

Li k r t
o

r r r r

LL L

i
u r t u r t u r t u e

k rk r k r






 
  

 
 

      
 
 

 

         

 
 

   

2

2
2 2

1 2 3

2 1 5 151 1

3 18 288

L

o
i k r t

r

L

L L L L

r u i
k N e

k k r k r k r






 
  

 
 

    
  

.             (3.43)                 

Другий спосіб враховує всі нелінійні складові в рівнянні (3.39) і вико-

ристовує рекурентні формули для похідних функцій Ханкеля і факт, що до-

бутки   
2

(1)

0 ,LH k r     
2

(1)

1 ,LH k r   (1) (1)
0 1( )L LH k r H k r  не являються розв’язком 

лінійного аналога рівняння (3.39). Відповідно за другим підходом розв’язок 

має вигляд 

       (1) (2) (1)

1, , , i t

r r r ro Lu r t u r t u r t u H k r e      

                
2 2

(1) (1) (1) (1) 2

00 0 11 1 01 0 1

i t

L L L LB H k r B H k r B H k r H k r e          .       (3.44) 

Розв’язок (3.44) можна спростити за умови, що відстань 
0r r пройдена 

хвилею відповідає довжині хвилі .lc У цьому випадку два доданки з 

коефіцієн-тами 
00 11,B B та частина доданків з коефіцієнтом 

11B можна 

нехтувати. 

Тоді розв’язок (3.44) спроститься до наступного вигляду: 

                
2(1) (1) (1) 21

1 0 1,
2

i t i t

r o L o L L L

N
u r t u H k r e u k H k r H k r e 

 
 


         (3.45) 
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На основі формул (3.43), (3.45) було побудовано багато графіків, що 

описують еволюцію циліндричних хвиль для різних значень трьох основних 

параметрів – початкової максимальної амплітуди, частоти хвилі та су-

купності механічних характеристик конкретного матеріалу [86,133, 134, 135]. 

 

3.3.2. Перетворення нелінійного хвильового рівняння з пункту 3.3.1 

Починаючи з досить близької до порожнини відстані розв’язки (3.44), 

(3.45) практично ідентичні, тому це дає підстави для наступної зміни 

початкового нелінійного рівняння (3.39): проігноруємо тільки дві з п'яти 

нелінійних складових і збережемо справа в (3.39) вираз 

                  
2

1 , , 3 , 4 ,2

1 1
;r rr r r r r r r rN u u N u u N u

r r
        (3.46) 

Тоді рівняння (3.39) представиться у наступному вигляді 

     
 

, 1 , , 4 , 3 , ,22

1 1
1 1 1 0r

r rr r r r r r r r r r tt

L

u
u N u u N u N u u

r r c
       ; 

приймемо наближено, що 1 3 4N N N   (в дійсності, 1 4 3N N N ), і отри-

маємо кінцевий вираз для нелінійного хвильового рівняння 

                                
   

2

1 , , , ,2

1
1 0r

L r r r rr r r r tt

u
c N u u u u

r r

 
     

 
.    (3.47) 

Тут слід підкреслити, що рівняння для циліндричної радіальної хвилі 

(3.47) має таку ж структуру, як рівняння для плоскої поздовжньої хвилі. 

 

     3.3.3. Розв‘язок з урахуванням першого і другого наближень 

Нехай початковий профіль хвилі описується функцією    , 0ru r t F r   і 

поодинока хвиля поширюється у вигляді 

                   ,ru r t F a r vt  ,    (3.48) 

де швидкість хвилі визначається виразом 

                                                   1 ,1 r r Lv N u c  .                                 (3.49) 
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Примітка 1. Параметр a  введений в представленні (3.48) з метою вибору 

довжини підошви поодинокої хвилі - в залежності від значення цього 

параметра підошва хвилі звужується або розширюється. У гармонічній хвилі 

такий параметр називають довжиною хвилі  2 k  . 

Приймемо обмеження в представленні (3.49)  

                                                           
1 , 1,r rN u                     (3.50) 

і представимо наближено розв’язок рівняння (3.47) у вигляді 

                                      1 ,, 1 2r L L r ru r t F a r c t N ac u t     .     (3.51) 

Точність наближення (3.51) залежить від точності виконання умови 

(3.50), яке включає обмеження на два параметри: параметр 1N і градієнт 

зміщення ,r ru .  

Позначимо фазу хвилі з постійною фазової швидкістю наступним чином 

 La r c t    і додатковий малий параметр через   1 ,1 2 ,L r rN ac u t    

представимо розв’язок (3.51) (поодиноку хвилю) у вигляді ряду Тейлора і 

обмежимо розгляд першими двома членами ряду через малість  . Тоді 

беручи до уваги рівність  

             / / / /

, 1 ,, 1 1 2r r r L r rru r t F F N ac u t F               

розв’язок  (3.51) буде наступний 

             
2

(1 2) / /

1 , 1, 1 2 1 2 .r L r r Lu r t F F N ac u t F N ac t F                 (3.52) 

Наближене представлення розв’язку (3.52) для поодинокої циліндричної 

радіальної хвилі має загальний характер і для різних конкретно вибраних 

функцій F  буде описувати виникнення (крім «першої гармоніки») «другої 

гармоніки» або подібних їй нових складових і збільшення амплітуди «другої 

гармоніки» з часом поширення хвилі. 

Але в даному випадку функція  F r  повинна бути розв’язком лінійного 

аналога нелінійного хвильового рівняння (3.47). Оскільки рух поодинокої 



108 

хвилі не буде гармонічним в часі, то циліндрична функція дійсного 

аргументу - функція Ханкеля  H r [136, 137] – вже не є розв’язком рівняння
   

 

          
2

, , ,2

1
0.r

L r rr r r r tt

u
c u u u

r r

 
    

 
 

 

3.3.4. Розв‘язок з урахуванням першого, другого і третього наближень 

  Розглянемо корінь (3.49) у наближеному вигляді для перших трьох  

доданків 

                                
2 2

1 , 1 , 1 ,1 1 1 2 1 8r r r r r rN u N u N u    .                   (3.53) 

Це означає, що будуть розглянуті перші три наближення [19,20]  . 

 З урахуванням умови (3.50) та представлення (3.53) випливає, що роз-

в’язок (3.47) можна записати наближено так 

                    
2 2

1 , 1 ,, 1 2 1 8o

r r L L r r L r ru r t u F a r c t ac N u t ac N u t    
  

.    (3.54) 

Позначимо фазу хвилі з постійною фазової швидкістю через 

 La r c t    і параметр через    1 , 1 ,1 2 1 1 4L r r r rac N u N u t       .   

Наступний крок полягає в представленні формули (3.54) у вигляді 

                        , o o o

r r r L ru r t u F a r vt u F a r c t u F               ,   (3.55) 

Відповідно до методу, введемо обмеження на параметр  
 наступним чином 

                                       1 , 1 ,1 2 1 1 4 1L r r r rac N u N u t       .    (3.56) 

Представимо  (3.55) у вигляді ряду Тейлора  

              / // 2, 1 2 ...o o o o

r r r r ru r t u aF u F u F u F                   (3.57)   

Через малість  
 і малість ,r    отримаємо наступне представлення   
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     

         

/

, ,

/ / / / / / /

,

, o

r r r r

o o o

r r r r

u r t u a F

u a F F u F F u aF

  

       

 

  

   

         

     (3.58)   

Підставляючи в (3.57) для перших двох доданків ряду  представлення    та 

застосовуючи (3.58) отримаємо наступний розв’язок 

            
2 2

(1 2 3) 2 / /

1 1, 1 2 1 1 4o o o

r r r L ru r t u F u a c N t F u N aF              (3.59) 

Останнім кроком буде перетворення  (3.59) в наступному вигляді 

                        
        

      

2 2
(1 2 3) 2 /

1

23 3
3 /

1

, 1 2

1/ 8

o o

r r r L

o

r L

u r t u F u a c N t F

u a c N F t

 



      

   

               (3.60) 

      Розв’язок (3.60) містить три доданки. Перший доданок є лінійним, другий          

вводить квадратичну нелінійну добавку, а третій доданок вводить кубічну 

нелінійну добавку. 

Основний висновок. У цьому розділі отримані зручні для подальшого 

використання формули для знаходження наближених розв’язків нелініних 

хвильових рівнянь, які аналізуються в наступних розділах. 
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РОЗДІЛ 4 

 ТЕОРЕТИЧНИЙ ТА ЧИСЛОВИЙ АНАЛІЗ ЕВОЛЮЦІЇ НЕЛІНІЙНО 

ПРУЖНОЇ ПЛОСКОЇ ПОЗДОВЖНОЇ ГАРМОНІЧНОЇ ХВИЛІ ЗА 

ДОПОМОГОЮ ДВОХ НАБЛИЖЕНИХ МЕТОДІВ РОЗВЯЗУВАННЯ 

НЕЛІНІЙНОГО ХВИЛЬОВОГО РІВНЯННЯ  

 

4.1.  Аналіз нелінійної пружної поздовжної гармонічної хвилі  

методами послідовних наближень та обмеження на градієнт 

зміщення (перші два наближення) 

 

4.1.1. Квадратично нелінійна хвиля з гармонічним профілем. Теоретичний  

аналіз на основі методів послідовних наближень і обмеження на 

градієнт зміщення. Основні формули для перших двох наближень 

Основним нелінійним хвильовим рівнянням у цій задачі є рівняння [126]  
 

            1, 1,11 1 1,11 1,12ttu u N u u     ,   або      
2

1, 1,11 1 1,11 1,1tt Lu v u N u u  .  

Далі введемо наступні позначення: метод послідовних наближень ₋ 

метод 1, метод обмеження на градієнт  зміщення ₋ метод 2.      

Як вказано в п. 3.1.4 для методу 1 розв‘язок у першій апроксимації має 

вигляд  

                    (1)

1 1 1 1( , ) cos ,о Lu x t u k x t   або 
 1(1)

1 1 1( , ) Li k x t

оu x t u e


 .                (4.1) 

1ou - початкова амплітуда. 
 

  Отриманий методом 1 розв‘язок в рамках перших двох наближень [131, 

132] показаний в п.3.1.4 як формула (3.18) 
 

               

   

 
 

   

(1 2)

1 1

2

(1) (2)
1 1 1 1

21
1 1 1 1 1

( , )

.

, ,

cos cos2
8 2

LL Lo o

u x t u x t u x t

N
u k x t x u k k x t 

 



 
 
  

  

   


         (4.2) 

Для методу 2 початковий профіль хвилі має вигляд 1( )LF k x t   

1 1cos( )o Lu k x t  . Тоді формула (3.37) для перших двох наближень в рамках 
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 методу 2 приймає наступний вигляд    

    
         1 1

22 2(1 2)

1 1 1 1( , ) 1 2L L L Lik x v t ik x v t

o L L ou x t u e v t k u e
      ;     (4.3) 

           
222(1 2)

1 1 1 1 1 1( , ) cos 1 2 sino L L L L o L Lu x t u k x v t v t k u k x v t          (4.4) 

Порівняння розв‘язків (4.2) і (4.4) показує, що вони не ідентичні, і це 

змінює якісну картину еволюції хвилі.  

Другий доданок у формулі для методу 1 має знак плюс а в методі 2 має 

знак мінус. З цього випливає, що всі графіки які описують перше плюс друге 

наближення за методом 1 характеризуються більшими амплітудами ніж амп-

літуди початкового профіля, тоді як за методом 2 ₋ меншими. 

 

4.1.2. Числовий аналіз. Властивості матеріалів, які використані в цьому 

аналізі 

Виберемо два металеві композитні матеріали (матриця – алюміній, на-

повнювач – вольфрам) з механічними параметрами (система СІ) [1, 9, 22, 23, 

38, 40]: 

Матеріал 51 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,8) – 

40,594 10   ;   
10 105,59 10 ; 3,26 10 ;       

11 11 110,658 10 ; 2,18 10 ; 4,35 10A B C         ; 
34,515 10Lv   ;  16,072   . 

Матеріал 52 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,6) – 

40,918 10   ;  
10 1011,6 10 ; 0,721 10 ;      

11 11 111,33 10 ; 4,45 10 ; 9,5 10 ;A B C           
33,769 10Lv   ;  34,08.    

Параметри гармонічної хвилі вибиралися наступним чином: додатково 

до вибраної швидкості хвилі  L Lv k  вибиралась початкова частота   з 

ультразвукового діапазону хвиль і вже за відомого хвильового числа 

 L Lk v  перераховувалася довжина хвилі за формулою  2 LL k  (для 

кожного матеріалу своя довжина хвилі) 
61,5 10 ;   0,018L   (матеріал 51), 
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61,5 10 ;     0, 015L  ( матеріал 52). Параметр  1 2N      , вирахову-

ється за формулою (3.23). 

 

4.1.3.  Числовий аналіз хвилі з гармонічним профілем ( з застосуванням    

методів 1 і 2, і врахуванням перших двох наближень) 

За формулами (4.1) та (4.2) побудовані двовимірні графіки «зміщення 
1u  

– пройдена хвилею відстань 
1x ». Всього розглянуто 4 набори (2 розв’язки, 2 

матеріали), для одного варіанту довжини хвилі та початкової максимальної 

амплітуди. Кожен набір включає графіки з двома профілями, для порівняння 

першого і другого наближень. Графіки відрізняються формою профілю хвилі 

для різних відстаней – від початкового положення хвилі до положення на від-

стані багато десятків повторень довжини хвилі, де вплив нелінійності вже 

проявляється суттєво і спотворення гармонічного профілю спостерігається.  

На рис. 4.1а,б,в,г наведено графіки, які отримані за методом 1 для варі-

анту матеріалу М51, що відповідає таким значенням параметрів (система СІ): 

0,018L  ,
61,5 10   ,

6

1 1 10ou   .  

 

Рис. 4.1а. Початковий профіль гармонічної хвилі (перший доданок роз’вязку 

(4.2), довжина хвилі 0,018L  ) 
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Рис. 4.1б. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 30 

довжин хвилі нижній графік відповідає формулі (4.2) (1-ше + 2-ге 

наближення), а верхній – відповідає початковому профілю 

 

Рис. 4.1в. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 

довжин хвилі нижній графік відповідає формулі (4.2) (1-ше + 2-ге 

наближення), а верхній – відповідає початковому профілю 

 

Рис. 4.1г. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 90 

довжин хвилі нижній графік відповідає формулі (4.2) (1-ше + 2-ге 

наближення), а верхній – відповідає початковому профілю 

З графіків 4.1а,б,в,г випливає, що еволюція гармонічного профілю хви-

лі відбувається практично симетрично щодо вершин кривих. Рис. 4.1а відпо-

відає початковому профілю хвилі.  На рис. 4.1б показано, що при русі хвилі 
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на відстані в п'ять повторень довжини хвилі еволюція хвилі є незначною. 

Проте рис. 4.1б показує лише початковий етап розвитку еволюції, і основна 

тенденція еволюції ще не спостерігається. Починаючи з рис. 4.1в та рис. 4.1г 

спостерігається більша пологість відносно вершин гармонічного профіля. 

Вплив другого доданка розв’язку (4.2) вже цілком спостерігається але 

тенденція на спотворення профіля, що призводить до утворення двох горбів, 

ще не спостерігається. Тому варіант, коли така тенденція вже цілком 

очевидна, показаний для іншого матеріалу на рис. 4.2. 

На рис. 4.2а,б,в,г наведено графіки, які отримані за методом 1 для 

варіанту матеріалу М52, що відповідає таким значенням параметрів (система 

СІ): 0,015L  ,
61,5 10   ,

6

1 1 10ou   .  

 

Рис. 4.2а. Початковий профіль гармонічної хвилі (перший доданок роз’вязку 

(4.2), довжина хвилі 0,015L  ) 

 

Рис. 4.2б. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 30 

довжин хвилі нижній графік відповідає формулі (4.2) (1-ше + 2-ге 

наближення), а верхній – відповідає початковому профілю 
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Рис.4.2в. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 довжин 

хвилі нижній графік відповідає формулі (4.2) (1-ше + 2-ге наближення), а 

верхній – відповідає початковому профілю 

 

Рис. 4.2г. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 90 

довжин хвилі нижній графік відповідає формулі (4.2) (1-ше + 2-ге 

наближення), а верхній – відповідає початковому профілю 

З рис. 4.2а,б,в,г  випливає, що еволюція гармонічного профілю хвилі 

відбувається майже симетрично щодо вершин кривих, аналогічно до попе-

реднього випадку.  Рис. 4.2а відповідає початковому профілю.  На рис. 4.2б 

показано, що при русі хвилі на відстані в 30 повторень довжини хвилі 

нелінійність вже проявляється. Рис. 4.2б показує лише початковий етап роз-

витку еволюції, і основна тенденція еволюції ще не спостерігається. Почи-

наючи з рис. 4.2в а особливо з рис. 4.2г спостерігається значна деформація 

що до початкового профіля розв’язку 4.1. Саме розв’язок 4.2 (1-ше + 2-ге 

наближення) показує на рис. 4.2в  тенденцію до утворення двох горбів, а вже 

на рис. 4.2г помітно спостерігається  утворення двох горбів у верхній частині 

графіка, та підняття впадини в нижні частині. 
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При еволюції гармонічної хвилі при врахуванні другого наближення 

спостерігається тенденція до перетворення початкового профіля на профіль 

подібний до другої гармоніки (зменшення довжини хвилі вдвічі та деякому 

зменшенні початкової максимальної амплітуди). 

Далі на рис. 4.3 наведено тривимірний графік гармонічної хвилі для 

розв’язку хвильового рівняння методом 1, що відповідає матеріалу М52 та 

значенням параметрів (система СІ): 0,018L  ,
61,5 10   ,

6

1 1 10ou   . Отри-

маний графік гарно демонструє зміну початкового профіля. 

 

Рис.4.3. Тривимірний профіль гармонічної хвилі після проходження 

відстані в 60 довжин хвилі (графік відповідає формулі (4.2) (1-ше + 2-ге 

наближення)) 

З показаних вище графіків випливає, що спотворення в обох випадках 

відбувається з різною швидкістю через відмінність у вихідних параметрах 

задачі. Обом випадкам відповідають графіки, несиметричні щодо горизон- 

тальної осі і з різною швидкість еволюції для додатніх і від‘ємних значень 

амплітуд (це видно з графіків, риска 4.2в). Загальне спостереження  щодо 

перших двох наближень – профілі стискаються до осі (зростає значення 

амплітуди), спострерігається утворення двох горбів, що відповідає розв’язку 

(4.2). 

Далі розглянемо наступну групу графіків, які побудовані за допомогою 

розв’язків (4.1) (1-ше наближення) та (4.4) (1-ше + 2-ге наближення), що 

отримані за методом 2. 

На рис. 4.4а,б,в,г наведено графіки, які отримані за методом 2 для варі- 
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анту матеріалу М51, що відповідає таким значенням параметрів(система 

СІ): 0,018L  ,
61,5 10   , 

6

1 1 10ou   .  

 

Рис. 4.4а. Початковий профіль гармонічної хвилі (перший доданок роз’вязку 

(4.4), довжина хвилі 0,018L  ) 

 

Рис. 4.4б. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 30 

довжин хвилі (нижній графік відповідає формулі (4.4) (1-ше + 2-ге 

наближення) а верхній – відповідає початковому профілю) 

 

Рис. 4.4в. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 довжин 

хвилі (нижній графік відповідає формулі (4.4) (1-ше + 2-ге наближення) а 

верхній – відповідає початковому профілю) 
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Рис. 4.4г. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 90 

довжин хвилі (нижній графік відповідає формулі (4.4) (1-ше + 2-ге 

наближення) а верхній – відповідає початковому профілю) 

З рис. 4.4а,б,в,г  випливає, що еволюція гармонічного профілю хвилі 

відбувається майже симетрично щодо вершин кривих і аналогічно, відносно 

графіків, які були побудовані за методом 1. Рис. 4.4а відповідає початковому 

профілю хвилі.  На рис. 4.4б показано, що при русі хвилі на відстані в 30 

повторень довжини хвилі спотворення початкового профіля незначне, тому 

на малих відстанях, яку пройшла хвиля, нелінійність матеріалу можна не 

враховувати. Проте рис. 4.4б показує лише початковий етап розвитку 

еволюції, і основна тенденція еволюції ще не спостерігається. Починаючи з 

рис. 4.4в та рис. 4.4г спостерігається більша пологість відносно вершин 

початкового гармонічного профіля. Вплив другого доданка розв’язку (4.4) 

вже цілком помітно: спостерігається тенденція до утворення двох горбів і 

збільшення максимальної амплітуди. Більш значний вплив нелінійності на 

профіль розв’язку (4.4) (1-ше + 2-ге наближення) показано нижче для іншого 

типу матеріалу.  

На рис. 4.5а,б,в,г наведено графіки, які отримані за методом 2 для варі-

анту матеріалу М52, що відповідає таким значенням параметрів (система 

СІ): 0,015L  ,
61,5 10   , 

6

1 1 10ou   .  
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Рис. 4.5а. Початковий профіль гармонічної хвилі (перший доданок  роз’вязку 

(4.4), довжина хвилі 0,015L  ) 

 

Рис. 4.5б. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 30 

довжин хвилі (нижній графік відповідає формулі (4.4) (1-ше + 2-ге 

наближення) а верхній – відповідає початковому профілю) 

 
Рис. 4.5в. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 довжин 

хвилі (нижній графік відповідає формулі (4.4) (1-ше + 2-ге наближення) а 

верхній – відповідає початковому профілю)  

 
Рис. 4.5г. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 90 

довжин хвилі (нижній графік відповідає формулі (4.4) (1-ше + 2-ге 

наближення) а верхній – відповідає початковому профілю) 
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Далі на рис. 4.6 наведено тривимірний графік гармонічної хвилі для роз-

в’язку хвильового рівняння методом 2, що відповідає матеріалу М52 та зна-

ченням параметрів (система СІ): 0,018L  ,
61,5 10   ,

6

1 1 10ou   . Отри-

маний графік гарно демонструє зміну початкового профіля 

                          

Рис.4.6. Тривимірний профіль гармонічної хвилі після проходження 

відстані в 60 довжин хвилі (графік відповідає формулі (4.4) (1-ше + 2-ге 

наближення)) 

З графіків 4.5а,б,в,г випливає, що еволюція гармонічного профілю 

хвилі відбувається практично симетрично щодо вершин кривих, аналогічно 

до попереднього випадку.  Рис. 4.5а відповідає початковому профілю хвилі.  

Рис. 4.5б  показує лише початковий етап розвитку еволюції і при русі хвилі 

на відстані в тридцять повторень довжини хвилі нелінійність вже прояв-

ляється. Починаючи з рис. 4.5в а особливо з рис. 4.5г спостерігається значна 

деформація початкового профіля. Саме розв’язок (4.4) (1-ше + 2-ге набли-

ження) показує, тенденцію до утворення двох горбів рис. 4.5в, а вже на рис. 

4.5г помітне  утворення двох горбів для додатних значень амплітуди. 

Еволюція гармонічної хвилі при врахуванні другого наближення 

показує тенденцію до перетворення початкового профіля на профіль другої 

гармоніки для додатних значень амплітуди, при цьому збільшується макси-

мальне значення амплітуди.  

Можна спостерегти характерні особливості для гармонічної хвилі при 

аналізі методами 1 та 2. Обом випадкам відповідають графіки, несиметричні 

щодо горизонтальної осі і різна швидкість еволюції для додатніх і від’ємних 
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значень амплітуд. Зміщення графіків відповідає явищу опускання або підви-

щення середнього значення амплітуди, щодо якого відбуваються коливання. 

 Таким чином порівняння графіків еволюції гармонічної хвилі в рамках 

перших двох наближень показує, що зміна початкового профіля хвилі відбу-

вається досить наглядно: утворюються два горби з проходженням хвилею 

деякої відстанні та змінюється значення максимальної амплітуди.   

 Відмінність та подібність описаної еволюції методами 1 та 2 полягає в 

наступному:  

1. Подібне для обох методів є те, що утворюється два горби замість 

одного, тобто друге наближення, яке присутнє у розв’язку за методом 1 

та методом 2 (що є подібне для цих методів) вносить суттєві корективи. 

2. Відмінність для обох методів полягає в різному математичному пред-

ставленні (друге наближення для обох методів є суттєво математично 

відмінними) розв’язків гармонічного нелінійного рівняння.  

Отже, дослідження для двох методів і перших двох наближень показує, 

що дисторсія початкового профіля хвилі досить наглядно спостерігається і на 

відміну від відмінності математичного представлення обох розв’язків 

еволюція хвилі – подібна. Також виявляється новий нелінійний хвильовий 

ефект, що полягає в перетворенні одного горба на два горби, сторони яких є 

несиметричними. 

 

4.2.  Аналіз нелінійної пружної поздовжної гармонічної хвилі  

методами послідовних наближень та обмеження на градієнт 

зміщення (перші три наближення)  

4.2.1. Квадратично нелінійна хвиля з гармонічним профілем.  

Теоретичний аналіз на основі методів послідовних наближень і 

обмеження на градієнт зміщення. Основні формули для перших 

трьох наближень 

Основним  нелінійним  хвильовим  рівнянням  у цій  задачі  є  рівняння  
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            1, 1,11 1 1,11 1,12ttu u N u u     ,   або      
2

1, 1,11 1 1,11 1,1tt Lu v u N u u  .  

 

Розв‘язок у першій апроксимації має вигляд  

                  (1)

1 1 1 1( , ) cos ,о Lu x t u k x t   або 
 1(1)

1 1 1( , ) Li k x t

оu x t u e


 , де 

 1ou - початкова амплітуда хвилі.               

Розв’язок, який отриманий в п. 3.1.4 для методу 1 для  перших двох набли-

жень такий: 

                   

   

 
 

   

(1 2)

1 1

2

(1) (2)
1 1 1 1

21
1 1 1 1 1

( , )

.

, ,

cos cos2
8 2

LL Lo o

u x t u x t u x t

N
u k x t x u k k x t 

 



 
 
  

  

   


     (4.5)     

     Отриманий методом 1 розв‘язок в рамках перших трьох наближень 

[131, 132, 133],  що показаний в п.3.1.5 має вигляд, такий: 

     

       

   
 

(1 2 3) (1) (2) (3)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1 1 2

1 1

, , , , cos cos2

8 5 4 11
sin 4 cos4 ,

3 2 3 8

o o L

o L

L L

u x t u x t u x t u x t u u M x

u M x
k x k x

 

 

       

  
       

    

(4.6) 

де 
 

 
21

1 .
8 2

L o L

N
M u k

 



 

Початковий профіль хвилі має вигляд   1 1 1cos( )L o LF k x t u k x t    . 

 Розв’язок, який отриманий в п. 3.2.2 для методу 2 для  перших двох 

наближень такий: 

           
222(1 2)

1 1 1 1 1 1( , ) cos 1 2 sino L L L L o L Lu x t u k x v t v t k u k x v t          (4.7) 

Отриманий методом 2 розв‘язок в рамках перших трьох наближень, що 

показаний в п. 3.2.3 має вигляд, такий: 

           

        

222(1 2 3)

2 1 1 1 1 1

3332

1 1

( , ) cos 1 2 sin

1 8 sin

o L L L L o L L

L L o L L

u x t u k x v t v t k u k x v t

v t k u k x v t





        

   

(4.8) 

Порівняння розв‘язків (4.6) і (4.8) показує, що вони не є ідентичні ос-

кільки за методом 1 додатково утворюється четверта гармоніка, а за методом 



123 

2 – третя гармоніка.  

4.2.2. Числовий аналіз. Властивості матеріалів, які використані в цьому 

аналізі 

Виберемо два металеві композитні матеріали (матриця – алюміній, 

наповнювач – вольфрам) з механічними параметрами (система СІ) [1, 9, 22, 

23, 38, 40]: 

Матеріал 52 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,8) – 

40,918 10   ;  
10 1011,6 10 ; 0,721 10 ;      

11 11 111,33 10 ; 4,45 10 ; 9,5 10 ;A B C           
33.769 10Lv   ;  34,08.    

Матеріал 53 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,4) – 

41,24 10   ;   
10 1018,1 10 ; 1,2 10 ;       

11 11 112,03 10 ; 6,72 10 ; 15,7 10A B C         ; 34.066 10Lv   ;  33,96   . 

Параметри гармонічної хвилі вибиралися наступним чином: додатково 

до обраної швидкості хвилі  L Lv k  вибиралась початкова частота   з 

ультразвукового діапазону хвиль і вже за відомого хвильового числа 

 L Lk v  перераховувалася довжина хвилі за формулою  2 LL k  (для 

кожного матеріалу своя довжина хвилі) 
61,5 10 ;   0,015L   (матеріал 52), 

61,5 10 ;     0, 017L  ( матеріал 53). Параметр  1 2N      , вирахову-

ється за формулою (4.23). 

 

4.2.3.  Числовий аналіз хвилі з гармонічним профілем (з застосуванням    

методів 1 і 2  і врахуванням перших трьох наближень) 

За формулами (4.6) (метод 1, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) та (4.8) 

(метод 2, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) побудовані двовимірні графіки 

«зміщення 
1u  – пройдена хвилею відстань 

1x ». Всього розглянуто 4 основні 

набори (2 розв’язки, 2 матеріали), для одного варіанту довжини хвилі та 

початкової максимальної амплітуди. Кожен набір включає чотири графіки 
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одного профілю для трьох початкових наближень, додатково є чотири гра-

фіки для кожного набору, які показують, окремо третє наближення, а також 

один графік на якому зображено порівняння двох профілів відповідно для 

двох та трьох початкових наближень на достатній відстані, коли можна 

спостерігати спотворення початкового профіля. Аналогічно до попередніх 

випадків, присутній графік, який відповідає тривимірному випадку, для 

нагляднішого розуміння процесу спотворення хвилі. Графіки відрізняються 

формою профілю хвилі для різних відстаней – від початкового положення 

хвилі до положення на відстані багато десятків повторень довжини хвилі, де 

вплив нелінійності вже проявляється суттєво і спотворення гармонічного 

профілю цілком спостерігається візуально. 

На рис. 4.7а,б,в,г наведено графіки для варіанта розв’язку (4.6) (метод 1, 

1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) на рис. 4.8а,б,в показано відповідні графіки 

тільки третього доданку розв’язку (4.6), що відповідає наближенню  (3)

1 1,u x t . 

На рис. 4.9 показано відповідний графік на якому зображено два профіля для 

відповідно розв’язків (4.5) (метод 1, 1-ше + 2-ге наближення) і (4.6) (метод 1, 

1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). Рис 4.10 відповідає тривимірному зображен-

ню розв’язку (4.6) (метод 1, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 

Всі графіки (4.7-4.10) побудовані за методом 1 для варіанту матеріалу 

М52, що відповідає таким значенням параметрів (система СІ): 

0,018L  ,
61,5 10   ,

6

1 1 10ou   .  

 
Рис. 4.7a. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 30 довжин 

хвилі ( відповідає розв’язку (4.6) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 
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Рис. 4.7б. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.6) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 

 

Рис. 4.7в. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 90 довжин 

хвилі ( відповідає розв’язку (4.6) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 

 
Рис. 4.8а. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає початковому етапу руху 

тільки для третього наближення розв’язку (4.6) (  (3)

1 1,u x t ) 

 
Рис. 4.8б. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає відстані в 30 довжин 

хвилі тільки для третього наближення розв’язку (4.6) (  (3)

1 1,u x t ) 
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Рис. 4.8в. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає відстані в 90 довжин 

хвилі тільки для третього наближення розв’язку (4.6) (  (3)

1 1,u x t ) 

 

Рис. 4.9. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 

довжин хвилі (верхній графік відповідає розв’язку (4.6) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення) а нижній - розв’язку (4.5) (1-ше + 2-ге наближення). 

Далі на рис. 4.10 наведено тривимірний графік гармонічної хвилі для 

розв’язку хвильового рівняння перших трьох наближень отриманий методом 

1, що відповідає матеріалу М52 і таким значенням параметрів (система СІ): 

0,018L  ,
61,5 10   ,

6

1 1 10ou   . Отриманий графік краще демонструє зміну 

початкового профіля.  

 

Рис.4.10. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає тривимірному варіанту 

для розв’язку (4.6) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)  
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З групи рис. 4.7а,б,в слідує, що еволюція гармонічного профілю хвилі 

відбувається практично симетрично щодо вершин кривих. На кожному із 

етапів руху хвилі спостерігається утворення трьох горбів для додатних 

значень ампулітуди, і двох впадин для від’ємних значень амплітуди. На рис. 

4.8а,б,в, видно еволюцію третього наближення зі шляхом пройденої хвилі. 

Рис. 4.8 демонструє вигляд та швидку зміну  нелінійної добавки розв’язку 4.6 

і вказує на суттєвий вплив еволюції хвилі в цілому, при проходженні певної 

дистанції. На рис 4.9 наглядно видно що спостерігається вплив третьої 

добавки в порівнянні двом першими, тобто утворюється три горби (на верхнії 

лінії) і два, що спостерігаються на нижній лінії, та збільшення максимальної 

амплітуди для трьох перших наближень. Для даного типу матеріалу та 

відповідних параметрів хвилі спостерігається значна різниця впливу на 

початковий профіль для розв’язків (4.5) (метод 1, 1-ше + 2-ге наближення) та 

(4.6) (метод 1, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) тобто вплив трьох наближень 

спричиняє утворення трьох горбів а вплив двох наближень відповідно 

утворень двох горбів, що в свою чергу відповідає математичному представ-

ленню кожного із розв’язків. 

На рис. 4.11а,б,в наведено графіки для варіанта розв’язку (4.6) (метод 1, 

1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) на рис. 4.12а,б,в показано відповідні графіки 

тільки третього доданку розв’язку (4.6), що відповідає наближенню  (3)

1 1,u x t . 

На рис. 4.13 показано відповідний графік на якому зображено два профіля 

для відповідно розв’язків (4.5) (метод 1, 1-ше + 2-ге наближення) і (4.6) 

(метод 1, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). Рис 4.14 відповідає тривимірному 

зображенню розв’язку (4.6) (метод 1, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 

Всі графіки (4.11-4.14) побудовані за методом 1 для варіанту матеріалу 

М53, що відповідає таким значенням параметрів (система СІ): 0,017L  , 

61,5 10   , 
6

1 1 10ou   . 
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Рис. 4.11а. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 30 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.6) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 

 

Рис. 4.11б. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.6) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 

 

Рис. 4.11в. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 90 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.6) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 

 
Рис. 4.12а. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає початковому етапу руху 

тільки для третього наближення розв’язку (4.6) (  (3)

1 1,u x t ) 
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Рис. 4.12б. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає відстані в 30 довжин 

хвилі тільки для третього наближення розв’язку (4.6) (  (3)

1 1,u x t ) 

 
Рис. 4.12в. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає відстані в 90 довжин 

хвилі тільки для третього наближення розв’язку (4.6) (  (3)

1 1,u x t ) 

 

Рис. 4.13. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 

довжин хвилі (верхній графік відповідає розв’язку (4.6) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення) а нижній - розв’язку (4.5) (1-ше + 2-ге наближення). 

Далі на рис. 4.14 наведено тривимірний графік гармонічної хвилі для 

розв’язку хвильового рівняння перших трьох наближень отриманий методом 

1, що відповідає матеріалу М53 і таким значенням параметрів (система СІ):  

0,017L  , 
61,5 10   , 

6

1 1 10ou   .  
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Рис.4.14. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає тривимірному варіанту 

для розв’язку (4.6) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)  

З групи рис. 4.11а,б,в можна спостерегти, що еволюція гармонічного 

профілю хвилі відбувається майже симетрично щодо вершин. На кожному із 

етапів руху хвилі спостерігається спотворення початкового профіля хвилі 

аналогічно з попереднім випадком. При поширенні хвилі спостерігається 

утворення трьох горбів у верхній частині графіка і двох впадин для нижньої 

частини. На рис. 4.12а,б,в спостерігається еволюція третього наближення зі 

шляхом пройденої хвилі, що демонструє швидку зміну профіля, отримані 

графіки відповідають третій нелінійній добавці розв’язку (4.6) (метод 1, 1-ше 

+ 2-ге + 3-тє наближення). На рис. 4.13 наглядно видно що  вплив нелінійної 

третьої добавки в порівнянні з другою суттєво різний, тобто для розв’язку 

(4.6) (метод 1, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) відповідає три горби для 

додатних значень амплітуди, і дві впадини для від’ємних значень амплітуди, 

тоді як для розв’язку (4.5) (метод 1, 1-ше + 2-ге наближення) відповідає два 

горби для додатних значень амплітуди, і одна впадина для від’ємних значень. 

Також спостерігається більше зростання максимальної амплітуди для роз-

в’язку (4.6) (метод 1, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) чим для розв’язку (4.5) 

(метод 1, 1-ше + 2-ге наближення). 

З вище отриманих графіків слідує, що дисторсія в обох випадках відбу-

вається з різною швидкістю через відмінність у вихідних параметрах задачі. 

Обом випадкам відповідають графіки, слабко несиметричні щодо вершин 

кривих і різною швидкістю еволюції для додатних і від‘ємних значень 
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амплітуд. Ефект впливу третього наближення, для обох матеріалів значний, 

так як досить наглядно видимі зміни для двох доданків та трьох доданків 

відповідних розв’язків. 

Далі проведено аналогічний числовий аналіз хвилі з гармонічним про-

філем для для одних і тих же самих параметрів матеріалу (що у попередньо-

му випадку), але вже для методу 2 але вже для розв’язку, що має вигляд ₋ 

(4.8) (метод 2, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення).   

На рис. 4.15а,б,в, 4.19а,б,в наведено графіки для варіанта розв’язку (4.8) 

(метод 2, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) на рис. 4.16а,б,в, 4.20а,б,в показано 

відповідні графіки тільки третього доданку розв’язку (4.8), що відповідає 

наближенню  (3)

2 1,u x t . На рис. 4.17, 4.21 показано відповідні графіки на 

якому зображено два профіля для відповідно розв’язків (4.7) (метод 2, 1-ше + 

2-ге наближення) і (4.8) (метод 2, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення), що відпо-

відають амплітуді 5

0 5 10a   . Рис 4.18, 4.22 відповідають тривимірному зоб-

раженню розв’язку (4.8) (метод 2, 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 

Всі графіки (4.15-4.18) побудовані за методом 2 для варіанту матеріалу 

М52, що відповідають таким значення параметрів (система СІ): 

0,018L  ,
61,5 10   ,

6

1 1 10ou   .  

 

Рис. 4.15а. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 30 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.8) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 
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Рис. 4.15б. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.8) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 

 
Рис. 4.15в. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 90 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.8) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 

 
Рис. 4.16а. Початковий профіль гармонічної хвилі, для третього наближення 

розв’язку (4.8) (  (3)

1 1,u x t ) 

 

Рис. 4.16б. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає відстані в 60 довжин 

хвилі тільки для третього наближення розв’язку (4.8) (  (3)

1 1,u x t ) 
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Рис. 4.16в. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає відстані в 90 довжин 

хвилі тільки для третього наближення розв’язку (4.8) (  (3)

1 1,u x t ) 

 

Рис. 4.17. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 довжин 

хвилі (верхній графік відповідає розв’язку (4.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення) а нижній - розв’язку (4.7) (1-ше + 2-ге наближення). 

Далі на рис. 4.18 наведено тривимірний графік гармонічної хвилі для 

розв’язку хвильового рівняння перших трьох наближень отриманий методом 

2, що відповідає матеріалу М52 і таким значенням параметрів (система СІ): 

0,018L  ,
61,5 10   ,

6

1 1 10ou   . Отриманий графік краще демонструє зміну 

початкового профіля.  

 
Рис. 4.18. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає тривимірному варіанту 

для розв’язку (4.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) 



134 

З рис. 4.15а,б,в слідує, що еволюція гармонічного профілю хвилі 

відбувається практично симетрично щодо осі. На кожному із етапів руху 

хвилі спостерігається дисторсія хвилі, яка проявляється в тому, що верхня 

частина кожного горба западається і замість одного горба утворюється два. 

Спотворення відбувається несиметрично, щодо точок перетину профіля з 

віссю Ox. Також спостерігається на кожному кроці збільшення значення 

максимальної амплітуди. На рис. 4.16а,б,в, видно несиметричну еволюцію 

третього наближення з пройденим шляхом хвилі. Візуально зміна профіля  не 

відбувається з часом проходження, тут тільки збільшується значення 

максимальної амплітуди. На рис. 4.17 наглядно видно що  вплив нелінійної 

третьої добавки в порівнянні з другою суттєво не відрізняється. Третій нелі-

нійний доданок, значення амплітуди якого мале, майже не в пливає на 

початковий профіль, на достатньо малих відстанях, тому для наглядної 

демонстрації еволюції початкового профіля гармонічної хвилі було взято 

більше значення амплітуди.   

Всі графіки (4.19-4.22) побудовані за методом 2 для варіанту матеріалу 

М53, що відповідає таким значенням параметрів (система СІ): 

0,017L  ,
61,5 10   ,

6

1 1 10ou   . 

 

Рис. 4.19а. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 30 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.8) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 
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Рис. 4.19б. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.8) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 

 

Рис. 4.19в. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 90 

довжин хвилі ( відповідає розв’язку (4.8) ( 1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)) 

 
Рис. 4.20а. Початковий профіль гармонічної хвилі, для третього наближення 

розв’язку (4.8) (  (3)

1 1,u x t ) 

 
Рис. 4.20б. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає відстані в 60 довжин 

хвилі тільки для третього наближення розв’язку (4.8) (  (3)

1 1,u x t ) 
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Рис. 4.20в. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає відстані в 90 довжин 

хвилі тільки для третього наближення розв’язку (4.8) (  (3)

1 1,u x t ) 

 

Рис. 4.21. Профіль гармонічної хвилі після проходження відстані в 60 довжин 

хвилі (верхній графік відповідає розв’язку (4.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення) а нижній - розв’язку (4.7) (1-ше + 2-ге наближення). 

На рис. 4.22 наведено тривимірний графік гармонічної хвилі для роз-

в’язку хвильового рівняння перших трьох наближень отриманий методом 2, 

що відповідає матеріалу М53 і таким значенням параметрів (система СІ): 

0,017L  , 
61,5 10   , 

6

1 1 10ou   . Отриманий графік, краще демонструє 

зміну профіля.  

 
Рис.4.22. Профіль гармонічної хвилі, що відповідає тривимірному варіанту 

для розв’язку (4.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) 
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Отже, еволюція гармонічного профілю хвилі відбувається практично 

симетрично, аналогічно з попереднім сценарієм. На кожному із етапів руху 

хвилі спостерігається вплив третьої гармоніки. З всіх рис. 4.19а,б,в,г слідує, 

що еволюція гармонічного профілю хвилі відбувається несиметрично щодо 

осі Ox . На кожному із етапів руху хвилі спостерігається аналогічний процес 

дисторсії хвилі, який полягає в тому, що над віссю Ox  утворюється два 

горби замість одного, а також збільшується значення максимальної 

амплітуди. На рис. 4.20а,б,в,г, видно несиметричну еволюцію третього 

наближення з прой-деним шляхом хвилі, тобто аналогічна картина з 

попереднім випадком. На рис. 4.21 наглядно видно, що вплив третьої добавки 

в порівнянні з другою є не значним. Для розв’язку (4.8) (метод 2, 1-ше + 2-ге 

+ 3-тє наближення) та для розв’язку (4.7) (метод 1, 1-ше + 2-ге наближення) 

спотворення несиметричне, щодо вершини профіля у верхній частині 

графіка, де посту-пово утворюється два горби.   

 Рисунки 4.19а,б,в,г, 4.20а,б,в,г, 4.21 та 4.22 аналогічні до попереднього 

випадку, відмінність полягає у швидкості зміни початкового профіля, що за-

лежить від вихідних параметрів задачі.  

Оримані за методами 1 та 2 графіки несиметричні відносно вершин 

кривих. Загальний вигляд актуального профіля для перших трьох 

наближення візуально суттєво змінні для обох методів.  

Отже, із загального дослідження розв’язку нелінійного рівняння гармо-

нічної хвилі за двома методами випливає наступне: 

1. Обидва методи основані на різних підходах до побудови розв’язку 

нелінійного рівняння, а отже різне математичне представлення, тому 

розв’язки також різні: метод 1 включає першу, другу та четверту 

гармоніку, а метод 2 першу, другу та третю. 

2. Нелінійність для обох методів проявляється по різному. 

3. Основний нелінійний хвильовий ефект при аналізі за методом 1 

полягає в утворенні трьох горбів для додатних значень амплітуди, і 
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дві впадини для від’ємних значень амплітуди, та збільшення 

максимальної амплітуди. 

4. Основний нелінійний хвильовий ефект при аналізі за методом 2 

полягає в утворенні двох горбів замість одного, та суттєвого 

збільшення максимальної амплітуди. 

Тому основною новизною у данному дослідженні є те,  що розв’язки при 

двох наближеннях і розв’язки при трьох наближеннях відповідно методів 1 та 

2 дають різну картину зміни початкового профіля. Хоча влив третього 

нелінійного доданка по відношенню до друго, для двох випадків, значний 

тільки на достатньо великих відстанях пройденою хвилею.  

 

4.3. Деформування другої гармоніки, як новий нелінійний ефект, 

який супроводжує класичний ефект утворення другої 

гармоніки гармонічної хвилі на виході з квадратично 

нелінійного середовища, коли на вході генерується перша 

гармоніка. 

 

Теоретичну задачу про утворення другої гармоніки часто вико-

ристовують як приклад у нелінійній оптиці як таку, що адекватно описує 

експерименти з генерації другої гармоніки. Класичний тест з оптичною 

хвилею полягає в наступному: червоне світло (частота 400 герц) рубінового 

лазера перетворюється на фіолетове світло (частота 800 герц), коли світло 

лазера пропускають крізь кристал дигідрофосфату аміаку. Один з простих 

варіантів теоретичної задачі про утворення другої гармоніки в рамках 

нелінійної теорії пружності і теорії нелінійних пружних хвиль формулюється 

наступним чином.  

Для опису нелінійності деформування застосовується п’ятиконстантна 

модель Мернагана і з можливих нелінійних хвильових рівнянь вибирається 

квадратично нелінійне рівняння, що відповідає схемі поширення плоскої 
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поздовжної хвилі зміщення  1 ,u x t  вздовж осі абсцис при виборі декартової 

прямокутної системи координат 1 2 3Ox x x   

  1, 1,11 1 1,11 1,12 ,ttu u N u u            1 3 2 2 3N A B C          .   (4.9) 

Тут   є густиною, ku  - зміщеннями; , , , ,A B C   - пружними константами 

моделі Мернагана. 

        Квадратично нелінійне хвильове рівняння аналізувалося, головним 

чином, за допомогою трьох методів – методу повільно змінних амплітуд 

(методу ван дер Поля), методу послідовних наближень (методу збурень, 

методу малого параметра), методу обмеження на градієнт зміщення. 

Метод повільно змінних амплітуд широко відомий як метод ван дер 

Поля завдяки його фундаментальним роботам при застосуванні цього методу 

в області нелінійної теорії коливань.  

       Основне припущення методу – нелінійність є слабкою. Рівняння (4.9) 

відповідає цьому припущенню, оскільки модель Мернагана описує слабку 

нелінійність, починаючи з малих значень деформації. З основного припу-

щення випливає наступне – розв’язок нелінійного рівняння у вигляді гармо-

нічної хвилі є близьким до лінійного розв’язку. Термін «повільно змінна 

амплітуда» означає, що амплітуда хвилі повинна змінюватися дуже повільно 

на відстані однієї довжини хвилі. Аналізується лінійний розв’язок у вигляді 

гармонічної хвилі і нелінійна хвиля характеризується невідомою змінною 

амплітудою та приймається у вигляді 

                                       
 1

1 1( , ) ( )
i k x t

u x t A x e


     або     

                   
    1

1 1 1 1( , ) Re ( ) ( )cos
i k x t

u x t A x e a x k x t





   .                 (4.10)  

Стандартно вивчається взаємодія трьох хвиль-учасниць і розв’язок шу-

кається як сума 

                                  
3

1 1 1 1 1 1

1

( , ) ( ) , .mi

m m m m

m

u x t A x e k x t
  



                (4.11)  
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Процедура методу передбачає далі побудову трьох так званих вкорече-

них рівнянь, у якій вводяться обмеження:  відсутність енергії ззовні і збере-

ження в рівняннях лише добутків амплітуд (враховуються тільки пряма 

взаємодія хвиль і їх самогенерація). Далі задається умова синхронізації 

частот хвиль-учасниць  

                                                             1 2 3                    (4.12) 

і будуються три еволюційні рівняння, в яких необхідно прийняти умову 

синхронізації хвильових чисел  

                                                             11 12 13.k k k                                           (4.13) 

Найпростішою задачею про взаємодію трьох хвиль є задача про само-

генерацію першої гармоніки. Перша і друга хвиля генеруються ззовні і 

вважаються такими, що мають вигляд гармонічної хвилі  (4.9) з заданими 

постійними параметрами і ці параметри ідентичні  1 2 1 2 1 2, ,A A k k     . 

Третя хвиля не збуджується ззовні  3 0 0A   , а її параметри визначаються 

умовами синхронізації (4.12), ( 4.13) і тому це друга гармоніка з невідомою 

амплітудою 
 1 1 12

1 1( )
i k x t

mA x e


.  Амплітуда визначається з третього еволюцій-

ного рівняння  

                                 
 
 

   
2

1

2

3 1 1 1

3
1

2

2 3

2
Lk

A B C
A x A x

 

 
 

  

 
 


 .     (4.16) 

  Розвязок (4.16) приймає вигляд 

          
   

 
     1 1

2 2

1 1 1 1

2

1 1

3
( , ) 1

2

2 3

2

i k x t i k x t

Lu x t Ae k e
A B C

A x
 

 

 
 

  
  

 



        (4.17)  

Таким чином, з початку руху хвилі у вигляді першої гармоніки, друга 

гармоніка яка виникає внаслідок механізму самогенерації хвилі, принд-

нується до першої з амплітудою,  яка зростає з часом поширення хвилі. Друга 
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гармоніка поступово накладається на першу і через деякий час стає домі-

нуючою. Вважається, що у такий спосіб теоретично описується генерація 2-ої  

гармоніки.  

Метод послідовних наближень розглянутий в 3.1.4. Згідно даного 

методу, наближений розв’язок (4.9), в рамках перших двох наближень, має 

вигляд: 

                                             (1 2) (1)

1 1 1 1

(2)
1 1, , ,u x t u x t u x t     

       
 

   221
1 1 1 1 1 .cos cos2

8 2
LL Lo o

N
u k x t x u k k x t 

 

 
  

  

  


              (4.18) 

Розв’язок (4.18) включає 1
шу

 гармоніку з постійною амплітудою і 2
гу

 

гармоніку зі змінним множником 1x . Вважається, що саме завдяки цьому 

множнику зі збільшенням відстані, яку пройшла хвиля, амплітуда 2
ої

 гармо-

ніки зростає і вклад 2
ої

 гармоніки у загальний рух хвилі (4.18) стає 

домінуючим. Хвиля починає рух як 1
ша

 гармоніка і згодом продовжує рух як 

2
га

 гармоніка. Так відбувається генерація 2
ої
 гармоніки і це класичний 

нелінійний хвильовий ефект. 

Метод обмеження на градієнт зміщення полягає у введенні в нелінійне 

хвильове рівняння змінної фазової швидкості хвилі, який викладений в 

піонерських публікаціях Фу і Скотта. Цей метод застосовується при аналізі 

нелінійних хвильових рівнянь стосовно хвиль з поодинокими профілями, але 

він успішно працює і для випадку гармонічної хвилі (хвилі з періодичним 

профілем). Даний метод, докладно розглянутий в 3.2.2.  

Згідно методу для випадку гармонічного профіля    1 1cos LoF u k x t    

розв’язок (4.9) має вигляд 

                         1 1
22 2

1 1 1 1, 1 2L L L Lik x v t ik x v t

o L L ou x t u e v t k u e
   

   .            (4.19)  

      Отримане наближене представлення (4.19) розв’язку рівняння  (4.9) опи-

сує нелінійний ефект – початково 1
ша

 гармоніка доповнюється породженою 
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нелінійністю матеріалу 2
ою

 гармонікою. З точки зору хвильової механіки, 

наявність 2
ої 

гармоніки означає спотворення початкового профіля хвилі. Так  

еволюціонує хвиля і згодом домінує 2
га

  гармоніка.  

Далі розглянемо сутності нового нелінійного хвильового ефекту для 

гармонічної хвилі [54]. Зберемо разом формули  (4.17), (4.18), (4.19), які, як 

вважається, описують генерацію 2
ої

 гармоніки трьома різними методами:    

М1 (повільно змінних амплітуд)  

                 
   

 
     1 1

2 2

1 1 1

2

1 1

3
( , ) 1

2

2 3

2

i k x t i k x t

Lu x t Ae k e
A B C

A x
 

 

 
 

  
  

 



, 

М2 (послідовних наближень)     

                
 

   2

1 1

21
1 1 1 1 1, .cos cos2

8 2
LL Lo ou x t

N
u k x t x u k k x t 

 

 
  

  

  


, 

М3 (обмеження на градієнт амплітуди) 

                                 1 1
22 2

1 1 1 1, 1 2L L L Lik x v t ik x v t

o L L ou x t u e v t k u e
   

   

і порівняємо перші та другі доданки. 

Перші доданки є ідентичними і описують першу гармоніку. Другі 

доданки дуже подібні, але не ідентичні і їх доцільно записати в більш  

уніфікованому вигляді. Оминемо при цьому ідентичні множники у вигляді 

другої гармоніки і квадратів початкової амплітуди хвилі та хвильового числа:                            

М1:   
   

  1

2 2 33

2 2

A B C
x

 

 

     


 ,  М2:   
   

  1

3 2 2 3

8 2

A B C
x

 

 

     


,      

М3:  
   

  1

3 2 2 3

4 2

A B C
x

 

 

     


.   

Таким чином, уніфіковані множники є постійними для вибраного мате-

ріалу,  мають різні знаки і відрізняються між собою множником.  
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Оцінимо порядок множника 
   

 

3 2 2 3

4 2

A B C 

 

     


. Цей множ- 

ник для переважної більшості реальних матеріалів (металів, сплавів, поліме- 

рів) є додатним, оскільки вираз  3A B C   є відємним. Він теж перевищує 

постійні Ляме на порядок і тому  є числом з інтервалу [10, 30]. Хвильове 

число для вказаних матеріалів і при виборі чaстоти з ультразвукового діапа-

зону 4 610 10   має порядок    1 310 10L Lk v  .  Відповідно, довжина 

хвилі має порядок 1 310 10L   . Початкова амплітуда хвилі звичайно виби-

рається в діапазоні 4 610 10ou   . 

Представимо розв’язок (4.17) у вигляді, зручному для порівняння вели-

чин амплітуд першої та другої гармонік 

         
   

 
2

1 1 11 1

3 2 2 3
, ,

8 2
cos cos2o Lo

A B C
u x t u ku x

 


 


        
  

         (4.20) 

де 1Lk x t   . 

Формула (4.20) дає змогу порівняти одиничну (1м) амплітуду 1
ої

 гар-

моніки з амплітудою 2
ої
 гармоніки, для якої використаємо запис через серед-

ній порядок її величини  10
-1

 . Отже, щоб другій амплітуді досягнути величи-

ни амплітуди першої гармоніки, хвиля повинна пройти відстань 10 м, що 

складає тисячу довжин хвилі. Для домінування другої гармоніки потрібний 

ще такий же шлях. Цей приклад засвідчує суттєвий вплив вибору параметрів 

матеріалу і хвилі на виявлення домінування виразу з другою гармонікою.  

Записані вище міркування складають підставу для загальноприйнятого 

твердження, що при поширенні 1
ої

 гармоніки з часом вона перетворюється у 

2
гу

. При цьому акцентується увага на факті збільшення амплітудного 

множника перед 2
ою

 гармонікою. 

Це виглядає дивно, але ніхто не акцентував увагу на тому, що другий 

доданок у (4.20) містить функцію  1 1cos2 Lx k x t . І вона вже є деформо-

ваною 2
ою

 гармонікою. 
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      Виберемо для прикладу формулу (4.20) з осередненим значенням множ-

ника перед 2
ою

 гармонікою 

                               1 1 1 1 1 1, .cos 0,1 cos2L Lou x t u k x t x k x t               (4.21) 

Спочатку розглянемо простий приклад, де покажемо графічно деформа- 

цію 2
ої

 гармоніки.  

На рис. 4.23а зображені графіки прямої лінії 
10,02y x , 1

ої
 1cos x  і 2

ої 

10,2cos2x  гаpмонік на проміжку 20;2 10x      (одному періоді 1
ої

 гармоніки).  

Рис. 4.23б відповідає першому періоду 2
ої 

гармоніки і містить два гра-

фіки – недеформованої 10,2cos2x  і деформованої 110,2 cos2xx  гармонік. Де 

виявляється відмінність між графіками - як якісна, так і кількісна. 

Графік 4.23в відповідає формулі (4.21) і теж стосується лише першого 

періоду1
ої

 гармоніки. Нижній графік показує початковий профіль верхній – 

деформований. Тут більш наглядно спостерігається несиметричне деформу-

вання початкового профіля для розв’язку (4.21). 

 
Рис. 4.23а. Профілі після проходження одного періоду першої гармоніки 

(верхній графік) другої гармоніки (нижній графік) та прямої лінії. 

 
Рис. 4.23б. Профілі після проходження одного 

 періоду другої гармоніки (верхній графік  

відповідає деформованій гармоніці а нижній – не деформованій).  
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Рис. 4.23в. Профіль хвилі після проходження одного періоду першої 

 гармоніки (верхній графік відповідає деформованому профілю  

а нижній – початковому профілю) (розв'язок 4.21) 

На рис. 4.24(а,б) зображені графіки, які відповідають формулі (4.20) і 

вже реальному випадку композитного матеріалу і довжині хвилі 0,018. На 

графіку рис. 4.24а зображений початковий профіль хвилі (профіль 1
ої

 гар-

моніки) з заданою амплітудою і довжиною хвилі. На графіках рис. 4.24б 

показані початковий профіль і профіль хвилі, де враховані перше і друге 

наближення при проходженні хвилею 25 довжин хвилі.  

      

Рис. 4.24а. Початковий гармонічний профіль після проходження хвилею 

одного періоду першої гармоніки  
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Рис. 4.24б. Профіль гармонічної хвилі після проходження 25 довжин хвилі 

(розвязок 4.20) (верхній графік відповідає деформованому профілю а нижній 

– початковому профілю) 

При аналізі кількісної відмінності слід прийняти до уваги, що задані 

масштаби на осях координат відрізняються на порядки.  

      Основне спостереження полягає у тому, що насправді другий доданок в 

(4.20) вносить зміну в профіль 1
ої

 гармоніки. Ця зміна вводить несиметрію 

стосовно горизонтальної і вертикальної осей і викликана такою ж несимет-

рією деформованої 2
ої

 гармоніки.  Вертикальна несиметрія може бути спосте-

режена вже на першому періоді, коли амплітуда крайнього лівого горба зали-

шається незмінною, а амплітуда крайнього правого зростає на певну вели-

чину (горб піднімається вверх).  Горизонтальна виявляється у тому, що ліві і 

праві схили горбів деформуються по-різному – праві стають більш похилими. 

Крім того, нулі зміщуються вліво. 

Отже, розв’язки , які відповідають трьом методам наближеного аналізу 

нелінійного хвильового рівняння, шо описує еволюцію гармонічної плоскої 

поздовжної хвилі при її поширенні в квадратично нелінійно пружному 

матеріалі, виявляють новий не описаний  і не коментований раніше нелі-

нійний хвильовий ефект – несиметричне деформування профіля 2
ої

 гармоніки 

як відносно горизонтальної, так і вертикальної осей. Відповідно, цей ефект 

спостерігається і в еволюції 1
ої
 гармоніки – її початковий симетричний про-

філь трансформується в несиметричний профіль, який виявляє тенденцію до 

утворення несиметрично деформо-ваного профіля 2
ої
 гармоніки. 
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Основний висновок. Отримані результати як теоретичного, так і 

числового підходу до побудови сценаріїв еволюції гармонічної хвилі засвід-

чують ефективність застосування обох методів в рамках перших трьох 

наближень, а також демонструють ряд нелінійних хвильових ефектів: 

утворення двох горбів замість одного, та суттєвого збільшення максимальної 

амплітуди. 
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РОЗДІЛ 5 

ТЕОРЕТИЧНИЙ ТА ЧИСЛОВИЙ АНАЛІЗ ЕВОЛЮЦІЇ НЕЛІНІЙНО 

ПРУЖНОЇ ПООДИНОКОЇ  ПЛОСКОЇ ПОЗДОВЖНОЇ ХВИЛІ ЗА 

ДОПОМОГОЮ МЕТОДУ ОБМЕЖЕННЯ НА ГРАДІЄНТ ЗМІЩЕННЯ 

(ПЕРШІ ТРИ НАБЛИЖЕННЯ) 

 

5.1. Теоретичний та числовий аналіз плоскої поздовжної поодинокої 

хвилі з профілем у вигляді функції Гаусса (хвилі Гаусса) за  

допомогою методу обмеження на градієнт зміщення (перші три 

наближення) 

 

5.1.1. Нелінійна хвиля Гаусса. Аналіз на основі методу обмеження на 

градієнт зміщення для перших трьох наближень. Основні формули 

Основним нелінійним хвильовим рівнянням [126] у цій задачі є рівняння  

              1, 1,11 1 1,11 1,12ttu u N u u     ,   або      
2

1, 1,11 1 1,11 1,1tt Lu v u N u u  , 

де  2Lv      .  

Далі метод обмеження на градієнт  зміщення називатимемо методом 2.      
 

Як вказано в п. 3.2.2 розв‘язок вказаного вище нелінійного хвильового 

рівняння для випадку довільного поодинокого профіля з врахуванням пер-

шого і другого наближень за допомогою методу 2 є таким: 

                                 
2(1 2)

11

1
( , )

2
Lu x t F v t F                                    (5.1) 

  З врахуванням першого, другого і третього наближень [131-133] 

розв’язок матиме наступний вигляд: 
 

                   
2 3(1 2 3) 2

11

1 1
( , )

2 8
L Lu x t F v t F v t F                           (5.2) 

Далі за методом 2 розглядається задача про хвилю Гаусса  (хвилю  з дзві-

ноподібним  чи горбоподібним профілем) 
20 /2

1 1( )u u e   , де 
0

1u -початкова 

амплітуда хвилі і  1 La x t   -фаза хвилі.  
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Отже, початковий профіль Гаусса має вигляд 

                                         
 

22
1 2

(1) 0

1 1 1( , ) .
La x t

u x t u e
  

                                         (5.3) 

Тоді формула (5.1), для першого і другого наближень з урахуванням (5.3)  

приймає вигляд 

      
 

   
 

2 22 2

1 1
2/2 2(1 2) 0 2 0

1 1 1 11

1
( , )

2

L La x v t a x v t

L Lu x t u e v ta x v t u e
                (5.4) 

            Формула (5.2) для першого, другого і третього наближень з урахуванням 

(5.3)  приймає наступний вигляд: 

       

 
   

 

   
 

2 22 2

1 1

22

1

2/2 2(1 2 3) 0 2 0
1 1 1 11

3 3 /232 3 0
1 1

1
( , )

2

1

8

L L

L

a x v t a x v t

L L

a x v t

L L

u x t u e v ta x v t u e

v ta x v t u e





           

  
 

   

 

  (5.5) 

Порівняння розв‘язків (5.4) і (5.5) показує, що наявність третього 

доданка змінює якісну картину еволюції хвилі. Перш за все, третій доданок 

добавляє до існуючих 1-ої та 2-ої “гармонік” третю і тим самим змінює 

симетричний профіль хвилі на несиметричний. 

Зауважимо, що функції 
 

22

1 /2La x v t
e
 

,
 

22
1 La x t

e
 

, 
 

22

13 /2La x v t
e
 

 можна вва-

жати першою, другою та третьою гармоніками досить умовно, проте струк-

тура наближеного розв’язку (5.5) досить схожа на структуру наближеного 

розв’язку (4.8) щодо гармонічної хвилі в рамках перших трьох наближень.  

 

5.1.2. Властивості матеріалів, які використані при числовому аналізі 

Виберемо два металеві композитні матеріали (матриця – алюміній, на-

повнювач – вольфрам) з механічними параметрами (система СІ) [1, 9, 20, 23, 

39, 40]: 

Матеріал 51 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,8) – 

40,594 10   ;   
10 105,59 10 ; 3,26 10 ;       

11 11 110,658 10 ; 2,18 10 ; 4,35 10A B C         ; 
34,515 10L   ;  16,072   . 
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Матеріал 52 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,6) – 

40,918 10   ;  
10 1011,6 10 ; 0,721 10 ;      

11 11 111,33 10 ; 4,45 10 ; 9,5 10 ;A B C           
33,769 10L   ;  34,08.    

де  -густина матеріалу, ,     - пружні постійні Ляме (постійні другого по-

рядку), ,  ,  A B C  - пружні постійні Мурнаґана (постійні третього порядку), 
L - 

швидкість хвилі і  1 2N      .  

         На відміну від гармонічної хвилі, яка характеризується початковою час- 

тотою та хвильовим числом, поодинока двіноподібна хвиля характеризується 

параметром а  , який визначає довжину підошви хвилі за формулою  1/ a   

за правилом «3 » для функції Гаусса (довжина підошви профілю дорівнює 

6 ). Для даних двох матеріалів початкові підошви вибрані однаковими 

0,037L  . 

 

5.1.3. Числовий аналіз хвилі Гаусса (застосовано метод 2 і враховано 

перші три наближення) 

 За формулами (5.3) (1-ше наближення), (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) 

та (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) побудовані двовимірні графіки “змі-

щення 
1u  – пройдена хвилею відстань 

1x ”. Всього розглянуто 2 набори (2 

матеріали), для одного варіанту довжини підошви хвилі та початкової 

максимальної амплітуди. Кожен набір включає графіки з двома профілями. У 

кожному наборі перший графік показує вигляд початкового профіля, а інші 

графіки, об’єднані у три групи. Кожна група складається з двох графіків: 

перший графік порівнює перше наближення з другим, а другий графік 

порівнює розв’язки, що відповідають першому та другому наближенню та  

розв’язки, що включають перше, друге і третє наближення. Графіки від-

різняються формою профілю хвилі для різних відстаней – від початкового 

положення хвилі до положення на відстані багато десятків повторень дов-

жини підошви хвилі, де вплив  нелінійності вже  проявляється суттєво і спот- 
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воррення поодинокого профілю цілком спостерігається візуально. 

Далі чисельно аналізуються формули (5.3), (5.4) та (5.5) для хвилі в дові-

льний момент часу, отримані методом 2, що основується на перетворенні 

рівняння і обмеженні на градієнта зміщення. Графіки відрізняються таким 

чином, щоб еволюція хвилі була спостережувана досить наглядно і спостері- 

галась відмінність впливу двох розв’язків на початковий профіль хвилі. На 

останньому графіку зображено тривимірний варіант для розв’язку (5.5) з 

найбільш розвиненою еволюцією. 

Зазначимо, що на рис. 5.1-5.4 наведено графіки для варіанта, що від-

повідає матеріалу М51 і таким значенням параметрів (система СІ): 

16,072,   
0 3

1 5 10u   та значення підошви хвилі 160a  . 

 

Рис. 5.1. Початковий профіль хвилі Гаусса  

 

Рис. 5.2а. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
22,5 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.3) (1-ше наближення)  
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Рис. 5.2б. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
22,5 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге наближення)  

 

Рис. 5.3а. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
25 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.3) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.3б. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
25 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) 
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Рис. 5.4а. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
240 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.3) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.4б. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
240 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) 

На рис. 5.5 наведено тривимірний графік для розв’язку (5.5) (1-ше + 2-ге 

+ 3-тє наближення) отриманому методом 2, що відповідає матеріалу М51 і  

значенням параметрів (система СІ): 16,072,    0 3

1 5 10u   . Отриманий гра-

фік добре демонструє спотворення профіля. 

 

Рис. 5.5. Тривимірний варіант хвилі Гаусса, що відповідає розв’язку (5.5) (1-

ше + 2-ге + 3-тє наближення)  
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Рис 5.1 демонструє початковий профіль хвилі Гаусса. З представлених 

перших 5.2a, 5.2б  графіків випливає, що еволюція початкового симетричного 

профілю хвилі для двох розв’язків (5.3) (1-ше наближення), (5.4) (1-ше + 2-ге 

наближення)  та (5.4) (1-ше + 2-ге наближення), (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення) відбувається зі збереженням симетрії при русі в нелінійно 

пружному середовищі. На даному етапі, різниці між різними сценаріями 

поведінки хвиль для розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) та розв’язку 

(5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) не спостерігається, але для розв’язків 

(5.3) (1-ше наближення) та (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) вже є суттєва 

різниця, про що свідчить рис. 5.2а та 5.3а  Хвиля  не змінює довжину 

підошви і лише демонструє тенденцію до утворення двох горбів замість 

одного. При цьому максимальне значення амплітуди повільно збільшується. 

Починаючи з рис. 5.3б, а особливо з рис. 5.4б, спостерігаються два горби і 

збільшення максимальної амплітуди для кожної хвилі відповідних розв’язків 

(5.4) (1-ше + 2-ге наближення) і (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення), але 

суттєвої різниці так і немає. Для розв’язків (5.3) (1-ше наближення) та (5.4) 

(1-ше + 2-ге наближення) існує велика різниця при поширенні хвилі на 

суттєву відстань (рис. 5.4а) - обидва розв’язки дають різні результати, тобто  

горби, що відповідають розв’язку для двох наближень стають крутішими і 

значення максимальної амплітуди для хвилі, що відповідає розв’язку (5.4) (1-

ше + 2-ге наближення) більше ніж для хвилі, що відповідає розв’язку (5.3) (1-

ше наближення). При поширенні хвилі на суттєву відстань (рис. 5.4б) обидва 

розв’язки дають різні результати, тобто горби, що відповідають розв’язку для 

трьох наближень, стають крутішими і спостерігається западання лівого і 

піднесення правого горба. 

Тобто,  вплив врахування третього наближення при поширенні хвилі 

Гаусса вносить деякі корективи.  Отриманий ефект спостерігається на вели-

ких відстанях поширення хвилі, тому вплив третього наближення на дефор-

мацію початкового профіля хвилі при початкових етапах поширення є нез-

начний в порівнянні із впливом другого наближення щодо першого.  
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Отже можна зробити припущення, що четверте, п’яте і далі наближення 

будуть впливати на дисторсію початкового профіля менше.  

Далі розглянемо наступний тип матеріалу і проведемо комп’ютерний 

аналіз еволюції хвилі Гаусса. На рис. 5.6 - 5.9 наведено графіки, що відпові-

даєють матеріау М52 і таким значенням параметрів (система СІ): 34.08a    

0 3

1 5 10u   та значення підошви хвилі 160a  . 

 
Рис. 5.6. Початковий профіль хвилі Гаусса  

 
Рис. 5.7а. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 

22,5 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.3) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.7б. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
22,5 10  довжин 

підошви хвилі,верхній графік відповідає розв’язку (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) 
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Рис. 5.8а. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
25 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.3) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.8б. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
25 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 5.9а. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
240 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.3) (1-ше наближення) 
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Рис. 5.9б. Профіль хвилі Гаууса, що відповідає відстані в 
240 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) 

 На рис. 5.10 наведено тривимірний графік для матеріалу М52 і значень 

параметрів (система СІ): 34,08,    
0 6

1 1 10u   , який добре демонструє зміну 

початкового профіля для розв’язку (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 

 

Рис. 5.10. Тривимірний варіант хвилі Гаусса, що відповідає розв’язку (5.5) (1-

ше + 2-ге + 3-тє наближення)  

Рис 5.6 демонструє початковий профіль хвилі Гаусса, але вже з отри-

маних перших двох графіків 5.7а,б випливає, що еволюція початкового 

симетричного профілю хвилі для відповідних розв’язків зберігає поведінку 

аналогічно до попереднього випадку. На даному етапі, різниці між 

сценаріями поведінки хвиль для розв’язку (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) та 

розв’язку (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) не спостерігається, але для 

розв’язків (5.3) (1-ше наближення) та (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) вже є 
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значна відмінність. Довжина підошви хвилі для всіх випадків не змінюється і 

спостерігається тенденція до утворення двох горбів замість одного, тобто 

вплив третього наближення аналогічний другому щодо спотворення 

початкового профіля (першого наближення). При цьому максимальне зна-

чення амплітуди повільно збільшується (що можна спостерігати на рис. 

5.8а,б. Починаючи з рис. 5.8б, а особливо з рис. 5.9б, спостерігається два 

горби і збільшення максимальної амплітуди для кожної хвилі відповідних 

розв’язків (5.4) (1-ше + 2-ге наближення) і (5.5) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення). Але в порівнянні з рис. 5.4б, в даному випадку вже наглядно 

спостерігається вплив третього наближення. При поширенні хвилі на суттєву 

відстань (рис. 5.9б) обидва розв’язки дають різні результати, тобто горби, що 

відповідають розв’язку для трьох наближень, стають крутішими і спос-

терігається западання лівого і піднесення правого горба. Розв’язки (5.3) (1-ше 

наближення) та (5.4) (1-ше + 2-ге наближення), дають суттєву відмінність, 

при поширенні хвилі на велику відстань, що випливає з рис. 5.8а та рис. 5.9а і 

аналогічно до попередньому випадку.  

Отже вплив третього наближення суттєвий відносно початкового профі-

лю, але менш суттєвий відносно другого наближення. Вплив третього набли-

ження при поширенні хвилі Гаусса для даної конфігурації початкових пара-

метрів матеріалу є більшим в порівнянні до попереднього типу матеріалу.    

Отриманий ефект спостерігається на великих відстанях поширенні хвилі, 

тому вплив третього наближення на деформацію початкового профіля хвилі 

при початкових етапах поширення є незначний в порівнянні з наступними.  

Таким чином, можна зробити висновки, що для першого та другого 

варіанту параметрів матеріалу, третє наближення впливає з різною швид-

кістю (тобто дисторсія початкового профіля хвилі суттєвіша для другої 

конфігурації). Вплив третього, і скоріш за все четвертого, п’ятого і більших 

наближень буде незначний на початкових етапах поширення хвилі. Кожна  

наступна нелінійна добавка буде впливати на дисторсію початкового профіля 

все менше і менше. 
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Основний висновок. Отримані результати як теоретичного, так і 

числового аналізу  хвилі Гаусса (як приклад хвилі з симеиричним профілем) 

засвідчують, що з гідно з отриманими сценаріями еволюції хвилі початковий 

профіль деформується суттєво і майже зберігає симетричність профіля, яка 

супроводжується розпадом одного горба на два горби виявляючи два 

нелінійні хвильові ефекти - не однакові схили горбів зліва і справа і неси-

метричні зміщення вершин горбів  відносно умовної вертикальної осі. 

 

5.2. Теоретичний та числовий аналіз еволюції плоскої поздовжної 

поодинокої хвилі з профілем у вигляді функції Уіттекера (хвилі 

Уіттекера) за допомогою методу обмеження на градієнт 

зміщення (перші три наближення) 

 

5.2.1. Нелінійна хвиля Уіттекера. Аналіз на основі методу обмеження на 

градієнт зміщення для перших трьох наближень. Основні формули 

Основним нелінійним хвильовим рівнянням у даній задачі є рівняння  

            1, 1,11 1 1,11 1,12ttu u N u u     ,   або      
2

1, 1,11 1 1,11 1,1tt Lu v u N u u  , 

де  2Lv      .  

 

Як вказано в п.3.2.2, розв‘язок нелінійного хвильового рівняння з ураху-

ванням першого і другого наближень за методом 2 має вигляд (5.1) , а з ура-

хуванням першого, другого і третього наближень має вигляд (5.2).  

Далі за методом 2 розглядається задача про хвилю Уіттекера  ;k mW z  з 

параметрами 
1 1

,
4 4

k m
 

  
 

. Тоді початковий профіль приймає вигляд   

                                              (1) 0

1 1 1/4;1/4u u W  ,                                    (5.6) 

де 
0

1u - амплітуда хвилі і  1 La x t   - фаза хвилі.  

Тоді формула (5.1), для першого і другого наближень з урахуванням 

(5.6) приймає вигляд 
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     
2 2(1 2) 0 2 0

1 1 1/4,1/4 1 1/4,1/41

1
( , )

2
Lu x t u W v ta u W                     (5.7) 

А формула (5.2) для першого, другого і третього наближень з урахуван-

ням (5.6)  приймає  такий вигляд 

          

     

   

2 2(1 2 3) 0 2 0
1 1 1/4,1/4 1 1/4,1/41

3 32 3 0
1 1/4,1/4

1
( , )

2

1

8

L

L

u x t u W v ta u W

v ta u W

  

 

      

   

                 (5.8) 

      Тепер слід обчислити похідну функції  ,k mW z  за формулою  [39] 

     
2

2

, , 1,

1 1 1

2 2
k m k m k m

d k
W z W z m k W z

dz z z


    
        
     

, 

згідно з якою справедлива наступна формула   

                                      
/

1/4;1/4 1/4,1/4

1 1

4 2
W W 



 
  
 

.                                 (5.9) 

      Отже, розв’язок (5.7) з урахуванням (5.9) для перших двох наближень 

наступний: 

              
2

2 2(1 2) 0 2 0
1 1 1/4,1/4 1 1/4,1/41

1 1 1
( , )

2 4 2
Lu x t u W v ta u W  



  
      

 
      (5.10) 

 а у випадку (5.8), для перших трьох наближень 

     

     

   

2
2 2(1 2 3) 0 2 0

1 1 1/4,1/4 1 1/4,1/41

3
3 32 3 0

1 1/4,1/4

1 1 1
( , )

2 4 2

1 1 1

8 4 2

L

L

u x t u W v ta u W

v ta u W

  


 


   
       

 

 
     

 

  (5.11) 

        З вигляду розв’язків (5.10) і (5.11) випливають дві особливості: вони 

описують спотворення початкового профілю хвилі через пряму залежність 

нелінійної складової від часу та поширення початкового профілю через 

наявність нелінійних доданків. 
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5.2.2. Властивості матеріалів, які використані при числовому аналізі 

Виберемо два металеві композитні матеріали (матриця – алюміній, на-

повнювач – вольфрам) з механічними параметрами (система СІ) [1, 9, 20, 23, 

39, 40]: 

Матеріал 51 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,8) – 

40,594 10   ;   
10 105,59 10 ; 3,26 10 ;       

11 11 110,658 10 ; 2,18 10 ; 4,35 10A B C         ; 
34,515 10L   ;  16,072   . 

Матеріал 52 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,6) – 

40,918 10   ;  
10 1011,6 10 ; 0,721 10 ;      

11 11 111,33 10 ; 4,45 10 ; 9,5 10 ;A B C           
33,769 10L   ;  34,08.    

де  -густина матеріалу, ,     - пружні постійні Ляме (постійні другого по-

рядку), ,  ,  A B C  - пружні постійні Мурнаґана (постійні третього порядку), 
L - 

швидкість хвилі і  1 2N      .  

         На відміну від гармонічної хвилі, яка характеризується початковою час- 

тотою та хвильовим числом поодинока хвиля Уіттекера характеризується па-

раметром а  , який визначає довжину підошви за формулою  1/ a   Для да-

них двох матеріалів початкові підошви вибрані однаковими 0,037L    160 .a   

 

5.2.3. Числовий аналіз хвилі Уіттекера (застосовано метод 2 і враховано 

перші три наближення) 

5.2.3.1 Перший варіант початкового профіля для матеріалу М51. 

За формулами (5.6) (1-ше наближення), (5.10) (1-ше + 2-ге наближення) 

та (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) побудовані двовимірні графіки “змі-

щення 
1u  – пройдена хвилею відстань 

1x ”. Всього розглянуто 2 набори (два 

матеріали), для одного варіанту довжини підошви хвилі та початкової макси-

мальної амплітуди. Кожен набір включає графіки з двома профілями. У 
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кожному наборі перший графік показує вигляд початкового профіля, а інші 

графіки, об’єднані у три групи. Кожна група складається з двох графіків: 

перший графік порівнює перше наближення з другим, а другий графік 

порівнює розв’язки, що відповідають першому та другому наближенню та  

розв’язки, що включають перше, друге і третє наближення. Графіки від-

різняються формою профілю хвилі для різних відстаней – від початкового 

положення хвилі до положення на відстані багатьох десятків повторень 

довжини підошви хвилі, де вплив нелінійності вже проявляється суттєво і 

спотворення профілю спостерігається візуально. 

Далі чисельно аналізуються формули (5.6), (5.10) та (5.11) для хвилі в 

довільний момент часу, за методом 2. Графіки відрізняються таким чином, 

щоб еволюція хвилі була спостережувана досить наглядно і спостерігалась 

відмінність впливу двох розв’язків на початковий профіль хвилі. На остан-

ньому графіку зображено тривимірний варіант для розв’язку (5.11). 

Зазначимо, що на рис. 5.11-5.14 наведено графіки для варіанта, що від-

повідає матеріалу М51 і таким значенням параметрів (система СІ): 

16,072,   0 6

1 1 10u    та значення підошви хвилі 160a  . 

 

Рис. 5.11. Початковий профіль хвилі Уіттекера що відповідає параметрам 

 1/ 4, 1 / 4k m    
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Рис. 5.12а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 27 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.6) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.12б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 27 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 5.13а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 83 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.6) (1-ше наближення) 
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Рис. 5.13б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 83 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (5.10) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 5.14а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 218 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.6) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.14б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 218 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній – розв’язку   (5.10) (1-ше + 2-ге наближення) 

На рис. 5.15 наведено тривимірний графік для розв’язку (5.11) (1-ше + 2-

ге + 3-тє наближення) отриманий за методом 2, що відповідає матеріалу М51 
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і значенням параметрів (система СІ): 16,072,    0 6

1 1 10u   . Отриманий 

графік добре демонструє зміну початкового профіля. 

 

Рис. 5.15. Тривимірний варіант хвилі Уіттекера, що відповідає розв’язку 

(5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)  

Перший графік рис. 5.11 відповідає початковому профілю хвилі 

Уіттекера, що відповідає параметрам 
1 1

,
4 4

k m
 

  
 

. З представлених перших 

двох груп графіків рис. 5.12а,б слідує, що на початковому етапі, різниці між 

різними сценаріями поведінки хвиль для розв’язків (5.6) (1-ше наближення) і 

(5.10) (1-ше + 2-ге набли-ження) та розв’язків з (5.10) (1-ше + 2-ге набли-

ження) і (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) не спостерігається. Хвилі, що 

відповідають першим двом та першим трьом наближенням  не змінюють 

довжину підошви і не демонструють відхилення від початкового профілю. 

Починаючи з рис. 5.13а,б особливо з рис. 5.14а,б спостерігається незначне 

відхилення і збільшення максимальної амплітуди для хвилі яка відповідає 

розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге наближення) та розв’язку (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-

тє наближення) відносно розв’язку (5.6) (1-ше наближення). При поширенні 

хвилі на суттєву відстань рис. 5.14а,б обидва розв’язки дають незначні але 

різні результати. Хвиля, що відповідає першим трьом наближенням стає 

крутішою та збільшується значення амплітуди в порівнянні для хвилі для 

перших двох наближеннь. Якісна відмінність між першими двома та 

першими трьома наближеннями є суттєвою, і незначною кількісно.   
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Отже, зафіксовано вплив третього наближення при поширенні пооди-

нокої хвилі Уіттекера.  Отриманий ефект спостерігається на великих відста-

нях поширенні хвилі, тому вплив третього наближення на деформацію 

початкового профіля хвилі при початкових етапах поширення є незначний в 

порівнянні з наступними етапами.  

 

5.2.3.2 Перший варіант початкового профіля для матеріалу М52. 

Для дослідження розглянемо матеріал М52 та почакові параметри 

хвилі, що були застосовані в попередньому випадку.  

На всіх рис. 5.16-5.19 наведено графіки для варіанта що відповідає мате-

ріалу М52 і значенням параметрів (система СІ): 34,08,   0 6

1 1 10u    та 

значення підеш-ви хвилі 160a  . 

 

Рис. 5.16. Початковий профіль хвилі Уіттекера що відповідає параметрам 

 1/ 4, 1 / 4k m    

 

Рис. 5.17а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 27 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.6) (1-ше наближення) 
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Рис. 5.17б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 27 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 5.18а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 83 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.6) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.18б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 83 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку  (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге наближення) 
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Рис. 5.19а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 218 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.6) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.19б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 218 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (5.10) (1-ше + 2-ге наближення) 

Далі на рис. 5.20 наведено тривимірний графік для розв’язку (5.11) (1-ше 

+ 2-ге + 3-тє наближення) отриманому методом 2, що відповідає матеріалу 

М52 і значенням параметрів (система СІ): 34,08,    0 6

1 1 10u   . Отриманий 

графік добре демонструє зміну початкового профіля. 

 

Рис. 5.20. Тривимірний варіант хвилі Уіттекера, що відповідає розв’язку 

(5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 
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Перший графік рис. 5.16 аналогічний попередньому випадку. З пред-

ставлених перших двох груп графіків рис. 5.17(а,б) випливає, що на почат-

ковому етапі, різниці між різними сценаріями поведінки хвиль для розв’язків 

(5.6) (1-ше наближення) і (5.10) (1-ше + 2-ге наближення) та розв’язків з 

(5.10) (1-ше + 2-ге наближення) і (5.11) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) 

майже не спостерігається.  Хвилі для двох та трьох наближень  не змінюють 

довжину підошви і демонструють лише незначне відхилення  від початкового 

профілю рис. 5.17а,б. Починаючи з рис. 5.18а,б і особливо з рис. 5.18а,б 

спостерігається відхилення і збільшення максимальної амплітуди для хвилі 

яка відповідає розв’язку (5.10) (1-ше + 2-ге наближення)  та розв’язку (5.11) 

(1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) відносно початкового профілю розв’язку 

(5.6) (1-ше наближення). При поширенні хвилі на суттєву відстань рис. 

5.19а,б обидва розв’язки дають значні і відмінні результати в порівнянні з 

результатом, який отриманий в попередньому випадку рис. 5.14а,б. Хвиля, 

що відповідає першим трьом наближенням стає крутішою відносно хвилі що 

відповідає першим двом наближенням, при цьому значення максимальної 

амплітуди у випадку трьох наближень₋зростає.  

Вплив третього наближення на початковий профіль при поширенні 

хвилі Уіттекера для даної конфігурації параметрів матеріалу є більшим в 

порівнянні з попереднім випадком. Третє наближення для такої конфігурації 

більше впливає на початковий профіль в порівнянні з першими двома 

наближеннями.  Отриманий ефект спостерігається на достатньо великих 

відстанях поширенні хвилі, тому вплив третього наближення на деформацію 

початкового профіля хвилі при початкових етапах поширення є незначний.  

Отже, можна зробити висновки, що для першого та другого варіантів 

параметрів матеріалу, друге та третє наближення впливаютьє на зміну 

початкового профіля з різною швидкістю (дисторсія початкового профіля 

хвилі суттєвіша для другої конфігурації). Вплив третього, четвертого, п’ятого 

і більше наближень буде незначний, щодо другого наближення при 

початкових етапах поширення хвилі. Кожна нелінійна добавка буде впливати  
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на дисторсію початкового профіля все менше і менше.  

Для поздовжніх хвиль Гаусса, та Уіттекера вплив третьої нелінійної 

добавки відмінний: в першому випадку профіль хвилі є умовно симетричним, 

а в другому - суттєво несиметричним це в свою чергу впливає на швидкість 

та вигляд спотворення профіля. Спільним є те, що для обох початкових 

профілів вплив третьої гармоніки є незначний і спостерігається тільки для 

достатньо великих відстанях, але збільшення початкової амплітуди властиве 

для обох випадків. 

 

5.2.3.3 Другий варіант початкового профіля для матеріалу М51. 

Розглядається задача про хвилю Уіттекера  ;k mW z  з параметрами 

5 5
,

4 4
k m
 

  
 

, що дає можливість проаналізувати вплив другого та третього 

наближення для іншого початкового профіля хвилі в порівнянні із поперед-

нім випадком вигляду цього профіля.   

Рівняння для першого наближення хвилі Уіттекера відповідних парамет-

рів приймає вигляд   

                                            (1) 0

1 1 5/4;5/4u u W  ,                                     (5.12) 

де 
0

1u - амплітуда хвилі і  1 La x t   -фаза хвилі.  

Розв’язок для першого і другого наближень з урахуванням (5.12)  прий-

має вигляд 

                    
2 2(1 2) 0 2 0

1 1 5/4,5/4 1 5/4,5/41

1
( , )

2
Lu x t u W v ta u W         ;            (5.13) 

А розв’язок для першого, другого і третього наближень з урахуванням 

(5.12)  матиме такий вигляд 

                   

     

   

2 2(1 2 3) 0 2 0
1 1 5/4,5/4 1 5/4,5/41

3 32 3 0
1 5/4,5/4

1
( , )

2

1

8

L

L

u x t u W v ta u W

v ta u W

  

 

      

   

.    (5.14) 
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      Похідна функції  5/4;5/4W   наступна: 

                      5/4,5/4 5/4,5/4 1/4,5/4

5 1 1

4 2

d
W W W

d z
  

 

 
   
 

,                      (5.15) 

      Отже розв’язок (5.13) з урахуванням (5.15) для перших двох наближень 

наступний 

       
2

2
(1 2) 0 2 0

1 1 5/4,5/4 1 5/4,5/4 1/4,5/41

1 5 1 1
( , )

2 4 2
Lu x t u W v ta u W W   

 

   
     

  
(5.16) 

а у випадку (5.14), для перших трьох наближень 

       
2

2
(1 2 3) 0 2 0

1 1 5/4,5/4 1 5/4,5/4 1/4,5/41

1 5 1 1
( , )

2 4 2
Lu x t u W v ta u W W   

 

    
      

  

              
3

3
2 3 0

1 5/4,5/4 1/4,5/4

1 5 1 1

8 4 2
Lv ta u W W  

 

  
     

  
            (5.17) 

  З вигляду розв’язків (5.16) і (5.17) випливає що вони схожі з роз-

в’язками (5.10) та (5.11) за винятком множника, що відповідає похідній.  

Виберемо аналогічні  два металеві композитні матеріали які застосову-

вались для дослідження хвилі Уіттекера  ;k mW z  з параметрами 
5 5

,
4 4

k m
 

  
 

 

(матриця – алюміній, наповнювач – вольфрам) (система СІ): матеріал 51 

(об'ємний вміст матриці дорівнює 0,8) і матеріал 52 (об'ємний вміст матриці 

дорівнює 0,6). Для даних двох матеріалів початкові підошви вибрані 

однаковими 0,037L  160.a   

Далі за формулами (5.12) (1-ше наближення), (5.16) (1-ше+2-ге набли-

ження) та (5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)  побудовані двовимірні 

графіки “зміщення 
1u  – пройдена хвилею відстань 

1x ”. Всього розглянуто 2 

набори (два матеріали), для одного варіанту довжини підошви хвилі та 

початкової максимальної амплітуди. Кожен набір включає графіки з двома 

профілями. У кожному наборі перший графік показує вигляд початкового 

профіля, а інші графіки, об’єднані у три групи. Кожна група складається з 
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двох графіків: перший графік порівнює перше наближення з другим, а другий 

графік порівнює розв’язки, що відповідають першому та другому 

наближенню та  розв’язки, що включають перше, друге і третє наближення. 

Графіки відрізняються формою профілю хвилі для різних відстаней – від 

початкового положення хвилі до положення на відстані багато десятків 

повторень довжини підошви хвилі, де вплив нелінійності вже проявляється 

суттєво і спотворення профілю цілком спостерігається візуально. 

Графіки побудовані за аналогічним сценарієм до попереднього випадку і 

відрізняються так, щоб еволюція хвилі була спостережувана досить наг-

лядно.  

На всіх рис. 5.21-5.24 наведено графіки для варіанта, що відповідає 

матеріалу М51 і таким значенням параметрів (система СІ): 16,072,    

0 6

1 1 10u    та значення підошви хвилі 160a  . 

 

Рис. 5.21. Початковий профіль хвилі Уіттекера що відповідає параметрам 

 5 / 4, 5 / 4k m    

 

Рис. 5.22а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 27 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.12) (1-ше наближення) 
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Рис. 5.22б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 27 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 5.23а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 83 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.12) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.23б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 83 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге наближення) 
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Рис. 5.24а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 218 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.12) (1-ше наближення) 

 
Рис. 5.24б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 218 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (5.16) (1-ше + 2-ге наближення) 

На рис. 5.25 наведено тривимірний графік для розв’язку (5.17) (1-ше + 2-

ге + 3-тє наближення) отриманий за методом 2, що відповідає матеріалу М51 

і таким значенням параметрів (система СІ): 16,072,    0 6

1 1 10u   . 

Отриманий графік добре демонструє зміну початкового профіля 

 

Рис. 5.25. Тривимірний варіант хвилі Уіттекера, що відповідає розв’язку 

(5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 
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Перший графік рис. 5.21 відповідає початковому профілю хвилі 

Уіттекера, з параметрами 
5 5

,
4 4

k m
 

  
 

. Починаючи з рис. 5.22а,б спосте-

рігається вплив другого наближення на початковий профіль та відмінність 

між, першим і другим та першим, другим і третім наближеннями. Починаючи 

з рис. 5.23а,б і особливо з рис. 5.24а,б спостерігається відхилення хвилі яка 

відповідає розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге наближення) та розв’язку (5.17) (1-ше 

+ 2-ге + 3-тє наближення) відносно розв’язку (5.12) (1-ше наближення). На 

суттєвій відстані 5.24а,б обидва розв’язки демонструють якісно відмінні, але 

кількісно близбкі результати. Хвиля для трьох наближень (5.17) (1-ше + 2-ге 

+ 3-тє наближення) дає більший ефект в порівнянні для хвилі з двома 

наближеннями (5.16) (1-ше + 2-ге наближення), але спотворення відбувається 

з різною швидкістю,  та є не значним.    

 

5.2.3.4 Другий варіант початкового профіля для матеріалу М52. 

Розглянемо наступну групу графіків (рис. 5.26-5.29) для варіанта, що 

відповідає матеріалу М52 і значенням параметрів (система СІ): 

34,08,   0 6

1 1 10u    та значення підошви хвилі 160a  . 

 

Рис. 5.26. Початковий профіль хвилі Уіттекера що відповідає параметрам 

 5 / 4, 5 / 4k m    
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Рис. 5.27а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 27 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.12) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.27б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 27 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 5.28а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 83 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.12)(1-ше наближення) 
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Рис. 5.28б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 83 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 5.29а. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 218 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.16) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (5.12) (1-ше наближення) 

 

Рис. 5.29б. Профіль хвилі Уіттекера, що відповідає відстані в 218 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (5.16) (1-ше + 2-ге наближення) 

Далі на рис. 5.30 наведено тривимірний графік для розв’язку (5.17) (1-ше 

+ 2-ге + 3-тє наближення) отриманому методом 2, що відповідає матеріал 
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М52 і таким значенням параметрів (система СІ): 34,08,    0 6

1 1 10u   . 

Отриманий графік добре демонструє зміну початкового профіля першими 

трьома нелінійними доданками. 

 

Рис. 5.30. Тривимірний варіант хвилі Уіттекера, що відповідає розв’язку 

(5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 

Перший графік рис. 5.26 аналогічний попередньому випадку. Почи-

наючи з рис. 5.27а,б спостерігається незначний вплив другого наближення на 

початковий профіль та різниці між першим, другим та першим, другим і 

третім наближеннями. Тільки з рис. 5.28а,б і особливо з рис. 5.29а,б 

спостерігається еволюція профіля. На суттєвій відстані рис. 5.29а,б обидва 

розв’язки (5.16) (1-ше + 2-ге наближення) і (5.17) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення) дають незначні але різні результати. Хвиля для перших трьох 

наближень дає більший ефект в порівнянні для хвилі з першими двома 

наближеннями. Хвиля, що відповідає першим трьом наближення утворює 

горб, і відхиляється від хвилі, що відповідає першим двом наближенням. 

Отже, можна зробити висновки, що для першого та другого варіантів 

параметрів матеріалу, перші два та перші три наближення впливають на 

зміну початкового профіля з різною швидкістю (дисторсія початкового 

профіля хвилі суттєвіша для другої конфігурації параметрів матеріалу).  

Вплив перших трьох наближень на початковий профіль при поширенні  

поодинокої хвилі Уіттекера для конфігурації параметрів 
5 5

,
4 4

k m
 

  
 

, що 

відповідає якісно іншому початковому профілю в порівнянні для хвилі з 
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параметрам 
1 1

,
4 4

k m
 

  
 

,є подібним. Отриманий ефект спостерігається на 

достатньо великих відстанях поширенні хвилі, для обох хвиль, що відпові-

дають різним параметрам.  

Вплив другого наближення менший ніж вплив другого та третього на 

зміну початкового профілю хвилі, хоча великої різниці між спотвореннями 

не спостерігається. Цей ефект  спостерігається на великих відстанях 

поширенні хвилі. З аналізу двох різних початкових профілів хвилі Уіттекера 

випливає, що вибір порчаткових парамеирів хвилі єсуттєвим факторомв 

побудові сценаріїв.  

Основний висновок. Отримані результати як теоретичного, так і 

числового аналізу  хвилі Уіттекера (як приклад хвилі з несимеиричним 

профілем) засвідчують, що з гідно з отриманими сценаріями еволюції хвилі 

початковий профіль деформується суттєво і зберігає несимеиричність 

профіля, що супроводжується зменшенням підошви хвилі. При цьому при 

певному виборі параметрів початкового профіля на профілі утворюється 

горб. 
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РОЗДІЛ 6 

ТЕОРЕТИЧНИЙ ТА ЧИСЛОВИЙ АНАЛІЗ ЕВОЛЮЦІЇ НЕЛІНІЙНО 

ПРУЖНОЇ ПООДИНОКОЇ  ЦИЛІНДРИЧНОЇ РАДІАЛЬНОЇ ХВИЛІ ЗА 

ДОПОМОГОЮ МЕТОДУ ОБМЕЖЕННЯ НА ГРАДІЄНТ ЗМІЩЕННЯ                              

(ПЕРШІ ТРИ НАБЛИЖЕННЯ) 

 

6.1. Теоретичний та числовий аналіз циліндричної радіальної 

поодинокої хвилі з профілем у вигляді функції Макдональда 

(хвиля Макдональ да)  за  допомогою методу обмеження на 

градієнт зміщення (перші три наближення) 

 

6.1.1. Нелінійна хвиля Макдональда. Аналіз на основі методу обмеження 

на градієнт зміщення для перших трьох наближень. Основні 

формули 

Основне нелінійне хвильове рівняння, для циліндричної радіальної хвилі 

[126] :  

                             
2

1 , , , ,2

1
1 0r

L r r r rr r r r tt

u
c N u u u u

r r

 
     

 
                    (6.1)   

З нелінійного хвильового рівняння (6.1) з використанням методу 

обмеження на градієнт зміщення (метод 2), як вказано в п. 3.3.3 та в п. 3.3.4, 

були отримані розв‘язки з урахуванням перших двох та перших трьох  

наближень. 

Розв’язок з урахуванням першого і другого наближення [42, 132, 133] 

такий: 

                                 
2

2 /

1, 1 2r Lu r t F a c N t F      ,       La r c t     (6.2) 

 

Розв’язок з урахуванням першого, другого і третього наближень такий:  
 

                      
22 3

2 / 3 /

1 1, 1 2 1/ 8r L Lu r t F a c N t F a c N t F                (6.3) 

Далі розглянемо задачу про циліндричну радіальну хвилю Макдональда  
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нульового індексу  0 0u K  , де 
0u -початкова амплітуда хвилі,  La r c t   -

фаза хвилі з постійною фазовою швидкістю. 

Лінійний розв’язок рівняння (6.1) з початковим профілем у вигляді  хви-

лі Макдональда має вигляд  

                                         (1)

0 0,ru r t u K                                                (6.4)   

Тоді формула (6.2), для першого і другого наближень наступна  

                           
22(1 2) 2 /

0 0 0 1 0, 1 2 .r Lu r t u K u a c N t K                        (6.5) 

Формула (6.3), для першого , другого і третього наближень  

                     
      

      

22(1 2 3) 2 /

0 0 0 1 0

2 33 3 /

0 1 0

1 2

1/ 8 .

r L

L

u u K u a c N t K

u a c N t K

 



      

   

                   (6.6) 

      Використавши відому формулу для похідної    /

0 1K K   , розв’язок 

(6.5) для перших двох наближень отримаємо у вигляді: 

                                  
22(1 2) 2

0 0 0 1 1, 1 2 ;r Lu r t u K u a c N t K                         (6.7) 

 а у випадку (6.6), розв’язок для перших трьох наближень такий: 

                            
        

      

22(1 2 3) 2

0 0 0 1 1

2 33 3

0 1 1

, 1 2

1/ 8 .

r L

L

u r t u K u a c N t K

u a c N t K

 



      

   

           (6.8) 

        З  розв’язків (6.7) і (6.8) випливає особливість: вони описують спотво-

рення початкового профілю циліндричної радіальної хвилі через пряму за-

лежність нелінійної складової від часу. 

При побудові графіка хвилі, яка поширюється від циліндричної порож-

нини радіуса 
0r  в радіальному напрямку врахований факт, що повинна 

виконуватися умова .or r       

 

6.1.2. Властивості матеріалів, які використані при числовому аналізі 

Виберемо два металеві композитні матеріали (матриця – алюміній, 

наповнювач – вольфрам) з механічними параметрами (система СІ) [1, 20, 39,  
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40]: 

Матеріал 51 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,8) – 

40,594 10   ;   
10 105,59 10 ; 3,26 10 ;      

11 11 110,658 10 ; 2,18 10 ; 4,35 10A B C         ; 
34,515 10Lс   ;  16,072   . 

Матеріал 52 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,6) – 

40,918 10   ;  
10 1011,6 10 ; 0,721 10 ;      

11 11 111,33 10 ; 4,45 10 ; 9,5 10 ;A B C           
33,769 10Lс   ;  34,08.    

де  -густина матеріалу, ,     - пружні постійні Ляме (постійні другого по-

рядку), ,  ,  A B C  - пружні постійні Мурнаґана (постійні третього порядку), 
Lс - 

швидкість хвилі і  1 1 2N N      .  

 Для поодинокої хвилі Макдональда (яка є функцією скінченної ваги) 

приймемо, за означенням, припущення, що довжиною підошви хвилі є 

інтервал, для якого площа під графіком поза цим інтервалом є малою. 

При представленні профілю функції Макдональда у вигляді  , 0ru r t    

 0K ra  параметр a  визначає довжину підошви хвилі. Для двох матеріалів 

початкова підошва вибрані однаковою 0,037L    160 .a   

Початкова амплітуда вибиралася для кожного матеріалу і для початкової 

довжини (підошви) хвилі в одному варіанті 
5

0 5 10u   . 

  

6.1.3. Числовий аналіз хвилі Макдональда (застосовано метод 2 і 

враховано перші три наближення) 

При побудові графіка хвилі повинна виконуватися умова ,or r  де 0.001.r   

Дане значення вибиралось як найбільш відповідне для теоретичного 

обчислення.  

За формулами (6.4) (1-ше наближення), (6.7) (1-ше + 2-ге наближення) 

та (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) побудовані двовимірні графіки 
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«зміщення 
ru  – пройдена хвилею відстань r ». Всього розглянуто 2 набори (2 

матеріали), для одного варіанту довжини підошви хвилі та початкової 

максимальної амплітуди. Кожен набір включає графіки з двома профілями. У 

кожному наборі перший графік показує вигляд початкового профіля, а інші 

графіки, об’єднані у три групи. Кожна група складається з двох графіків: 

перший графік порівнює перше наближення з другим, а другий графік 

порівнює розв’язки, що відповідають першому та другому наближенню та  

розв’язки, що включають перше, друге і третє наближення. Графіки 

відрізняються формою профілю хвилі для різних відстаней – від початкового 

положення хвилі до положення на відстані десяти повторень довжини 

підошви хвилі, де вплив нелінійності вже проявляється суттєво і спотворення 

поодинокого профілю цілком спостерігається візуально. 

Далі чисельно аналізуються формули (6.4), (6.7) та (6.8) для хвилі в 

довільний момент часу, отримані методом 2. Графіки відрізняються таким 

чином, щоб еволюція хвилі була спостережувана досить наглядно і 

спостерігалась відмінність впливу розвязків, що відповіжають першим двом 

та першим трьом наближенням на початковий профіль хвилі. На останньому 

графіку зображено тривимірний варіант для розв’язку (6.8) з найбільш 

розвиненою еволюцією. 

На всіх рис. 6.1-6.4 наведено графіки для варіанта, що відповідає мате-

ріалу М51 і таким значенням параметрів (система СІ): 16,072,   5

0 1 10u    

та значення підошви хвилі 160a  . 

 

Рис. 6.1. Початковий профіль хвилі Макдональда 
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Рис. 6.2а. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.4) (1-ше наближення) 

 

Рис. 6.2б. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.3а. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 17  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге 

наближення) а нижній - розв’язку (6.4) (1-ше наближення) 
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Рис. 6.3б. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 17  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (6.7) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.4а. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 34  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.4) (1-ше наближення) 

 

Рис. 6.4б. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 34  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (6.7) (1-ше + 2-ге наближення) 

На рис. 6.5 наведено тривимірний графік для розв’язку (6.8) (1-ше + 2-ге 

+ 3-тє наближення) отриманому методом 2, що відповідає матеріалу М51 і та-
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ким значенням параметрів (система СІ): 16,072,    
5

0 5 10u   . Отриманий 

графік добре демонструє зміну початкового профіля 

 

Рис. 6.5. Тривимірний варіант хвилі Макдональда, що відповідає розв’язку 

(6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення)  

Отже, перший рис. 6.1 відповідає початковому профілю хвилі 

Макдональда. З отриманого графіка рис. 6.2а випливає, що вплив другого 

наближення по відношенню до початкового профіля значний, однак спос-

терігається відсутність відмінності першого, другого та першого, другого і 

третього наближень, що видно з рис. 6.2б. На даному етапі, спостерігається 

велика відмінність між хвилею, що відповідає розв’язку (6.4) (1-ше набли-

ження) та хвилею що відпо відає розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге наближення), 

але відмінності  між сценарія ми поведінки хвиль для розв’язку (6.7) (1-ше + 

2-ге наближення) та розв’язку (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) 

практично немає. Хвиля, що відповідає першим двом наближенням змінює 

довжину підошви і демонструє значне відхилення вгору від початкового 

профілю, при цьому максимальне значення амплітуди збільшується для обох 

профілів. 

 Починаючи з рис. 6.3а,б та рис. 6.4а,б спостерігається значна зміна 

початкового профілю розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге наближення) відносно пер-

шого наближення розв’язку (6.4), але майже не спостерігається зміни 

відхилення одне від одного профілів, що відповідають розв’язку (6.7) (1-ше + 

2-ге наближення) та розв’язку (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). Тобто, 

при поширенні хвилі на суттєву відстань (рис. 6.3б та рис. 6.4б)  обидва роз-
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в’язки дають майже однакові результати. Отже вплив третього наближення 

при поширенні хвилі Макдональда на достатньо великі відстанні малий по 

відношенню до випадку хвилі, що відповідає першим двом наближенням.  

Далі розглянемо наступну групу графіків, де всі рис. 6.6-6.9 відпо-

відають матеріалу М52 і таким значенням параметрів (система СІ): 

5

034,08, 5 10u      та значення підошви хвилі 160a  . 

 
Рис. 6.6. Початковий профіль хвилі Макдональда 

 
Рис. 6.7а. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.4) (1-ше наближення) 

 
Рис. 6.7б. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 10  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге наближення) 
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Рис. 6.8а. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 17  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.4) (1-ше наближення) 

 

Рис. 6.8б. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 17  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.9а. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 34  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.4) (1-ше наближення) 
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Рис. 6.9б. Профіль хвилі Макдональда, що відповідає відстані в 34  довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (6.7) (1-ше + 2-ге наближення) 

На рис. 6.10 наведено тривимірний графік для розв’язку (6.8) (1-ше + 2-

ге + 3-тє наближення) отриманому за методом 2, що відповідає матеріалу 

М52 і значенням параметрів (система СІ): 34.08,    
5

0 5 10u   . Отриманий 

графік добре демонструє зміну початкового профіля. 

 

Рис. 6.10. Тривимірний варіант хвилі Макдональда, що відповідає розв’язку 

(6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення).  

Отже, перший рис. 6.6 відповідає початковому профілю хвилі Макдо-

нальда. З отриманого  рис. 6.7а випливає, що вплив 2-го наближення  знач-

ний, але відстутня відмінність між розв’язками (6.7) (1-ше + 2-ге наближен-

ня) та (6.8) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення), що видно з рис. 6.7б. На даному 

етапі спостерігається відмінність між хвилею, що відповідає розв’язку (6.4) 

(1-ше наближення) та хвилею що відповідає розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге 

наближення). Хвиля, що відповідає першим двом наближенням змінює дов-
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жину підошви і демонструє значне відхилення вгору від початкового профі-

лю, при цьому максимальне значення амплітуди збільшується.  Основний не-

лінійний хвильовий ефект полягає у зміні зміщення графіка вправо, а також 

зміни кривизни графіка (він стає менш опуклим). 

 З графіків рис. 6.8а та рис. 6.9а видно, що відбувається значна зміна 

початкового профілю. Хвиля, що відповідає розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге 

наближення) спотворюється за аналогічним сценарієм попереднього випадку. 

Також присутні незначні відхилення одне від одного профілів, що відпові-

дають  розв’язку (6.7) (1-ше + 2-ге наближення) та розв’язку (6.8) (1-ше + 2-

ге + 3-тє наближення) рис. 6.8б та рис. 6.9б. В даному випадку профіль, що 

відповідає першим трьом наближенням відхиляється від профілю, що від-

повідає першим двом наближенням, при цьому значення максимальної амп-

літуди незмінне. Тобто при поширенні хвилі на суттєву відстань рис. 6.8б та 

рис. 6.9б  обидва розв’язки для даного матеріалу є якісно відмінними але 

кількісно відмінними мало. 

Отже, з отриманих результатів слідує, що для першого та другого ва-

ріанту параметрів матеріалу, третє наближення впливає з різною швидкістю 

(тобто дисторсія початкового профіля хвилі суттєвіша для другої конфігура-

ції). Вплив четвертого, п’ятого і більше наближень буде незначний в порів-

нянні для перших трьох наближень. Кожна нелінійна добавка буде впливати 

на спотворення початкового профіля все менше і менше.  

Для цилідричної радіальної хвилі Макдональда, спотворення несимет-

ричного початкового профіля відбувається несиметричним шляхом, анало-

гічно як і для поздовжних плоских хвиль [61].  

Основний висновок. Отримані результати як теоретичного, так і чис-

лового аналізу  хвилі цилідричної радіальної хвилі Макдональда (як приклад 

хвилі з несимеиричним профілем) засвідчують, що з гідно з отриманими 

сценаріями еволюції хвилі, нелінійний хвильовий ефект полягає у зміні 

зміщення графіка вправо, а також зміни кривизни графіка (він стає менш 

опуклим). 



191 

6.2. Теоретичний та числовий аналіз циліндричної радіальної 

поодинокої хвилі з профілем у вигляді функції Фрідляндера 

(хвиля Фрідляндера) за  допомогою методу обмеження на 

градієнт зміщення (перші три наближення) 

 

6.2.1. Нелінійна хвиля Фрідляндера. Аналіз на основі методу обмеження 

на градієнт зміщення для перших трьох наближень. Основні формули 

Знову розглянемо основне нелінійне хвильове рівняння [126], для цилін-

дричної радіальної хвилі:  

                             
2

1 , , , ,2

1
1 0r

L r r r rr r r r tt

u
c N u u u u

r r

 
     

 
                    (6.9)   

З хвильового рівняння при застосуванні  методу обмеження на градієнт 

зміщення (метод 2), як вказано в п. 3.3.3 та в п. 3.3.4, були отримані розв‘язки 

з урахуванням перших двох та перших трьох наближень [47, 51]. 

Розв’язок з урахуванням першого і другого наближення такий: 

                           
2

(1 2) 2 /

1( , ) 1 2r Lu r t u a c N t u       ,  La r c t           (6.10) 

 

Розв’язок з урахуванням першого, другого і третього наближень такий:  
 

             
22 3

(1 2 3) 2 / 3 /

1 1, 1 2 1/ 8r L Lu r t u a c N t u a c N t u                     (6.11) 

Хвиля Фрідляндера має вигляд 

                                                 0 1attx

attF u e x
 

                                              (6.12) 

де 0u - початкова амплітуда хвилі,  La r c t   - фаза хвилі і постійна 
attx - 

характеризує затухання профіля (крутизну). 

Похідна для фунції Фідляндера має вигляд: 
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Лінійний розв’язок рівняння (6.9), як вказано в п. 3.3.3, з початковим 

профілем хвилі Фрідляндера набуває вигляду  

                                   (1)

0, 1L atta r c t x

r L attu r t u e a r c t x
 

                             (6.14) 

Розв’язок (6.10) з урахуванням формули для похідної для перших двох 

наближень наступний: 
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 а у випадку (6.11), для перших трьох наближень 
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        З вигляду розв’язків (6.15) і (6.16) випливає дві особливості: вони опису-

ють спотворення початкового профілю циліндричної радіальної хвилі через 

пряму залежність нелінійної складової від часу та поширення  початкового 

профілю через наявність в розвязках двох або трьох нелінійних складових. 

При побудові графіка хвилі, яка поширюється від циліндричної порож-

нини радіуса ,or  врахований той факт, що повинна виконуватися умова .or r  

 

6.2.2. Властивості матеріалів, які використані при числовому аналізі 

Виберемо два металеві композитні матеріали (матриця – алюміній, 

наповнювач- вольфрам) з механічними параметрами (система СІ) [1,20,39,40]: 

Матеріал 51 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,8) – 

40,594 10   ;   
10 105,59 10 ; 3,26 10 ;       

11 11 110,658 10 ; 2,18 10 ; 4,35 10A B C         ; 
34,515 10Lс   ;  16,072   . 

Матеріал 52 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,6) – 
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40,918 10   ;  
10 1011,6 10 ; 0,721 10 ;      

11 11 111,33 10 ; 4,45 10 ; 9,5 10 ;A B C           
33,769 10Lс   ;  34,08.    

де  -густина матеріалу, ,     - пружні постійні Ляме (постійні другого по-

рядку), ,  ,  A B C  - пружні постійні Мурнаґана (постійні третього порядку), 
Lс - 

швидкість хвилі і  1 1 2N N      .  

 Для поодинокої хвилі Фрідляндера (яка є функцією скінченної ваги) 

приймемо, за означенням, припущення, що довжиною підошви хвилі є 

інтервал, для якого площа під графіком поза цим інтервалом є малою. 

Функція  Фрідляндера        0 1L atta r c t x

L L attF a r c t u e a r c t x
 

     визна-

чається наступними параметрами: параметр a  визначає довжину підошви 

хвилі, для даних матеріалів початкова підошва вибрана однаковою 0,016L   

 70a  , постійний параметр
attx - характеризує затухання профіля (крутизну) і 

однаково вибраний для всіх матеріалів ( 3,52attx  ). 

Початкова амплітуда вибиралася для кожного матеріалу і для початкової 

довжини (підошви) хвилі в одному варіанті 
4

0 1 10 .u    

Слід зазначити, що профіль Макдональда, який досліджувався в попе- 

редньому розділі є природнім для пружної циліндричної хвилі і вивчався 

раніше в роботах [42, 47, 51] тоді як профіль Фрідляндера характерний для 

хвиль, що виникають при вибухах, і застосовувався до аналізу плоскої пруж-

ної хвилі в роботі [79]. Профіль Фрідляндера вважається одним з най-

простіших і часто використовується в інтерпретації експериментів [93, 105]. 

 

6.2.3. Числовий аналіз хвилі Фрідляндера (застосовано метод 2 і 

враховано перші три наближення)  

 

6.2.3.1 Перший варіант початкового профіля для матеріалу М51. 

При побудові графіка хвилі, виконується умова ,or r  де 0.001r  м. Дане 

значення радіуса вибиралось як найбільш відповідне для теоретичного обчис- 



194 

лення.  

За формулами (6.14) (1-ше наближення), (6.15) (1-ше + 2-ге наближен-

ня) та (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) побудовані двовимірні графіки 

«зміщення 
ru  – пройдена хвилею відстань r ». Всього розглянуто 2 набори (2 

матеріали), для одного варіанту довжини підошви хвилі та початкової 

максимальної амплітуди. Кожен набір включає графіки з двома профілями. У 

кожному наборі перший графік показує вигляд початкового профіля, а інші 

графіки, об’єднані у три групи. Кожна група складається з двох графіків: 

перший графік порівнює перше наближення з другим, а другий графік 

порівнює розв’язки, що відповідають першому та другому наближенню та  

розв’язки, що включають перше, друге і третє наближення. Графіки 

відрізняються формою профілю хвилі для різних відстаней – від початкового 

положення хвилі до положення на відстані десяти повторень довжини 

підошви хвилі, де вплив нелінійності вже проявляється суттєво і спотворення 

поодинокого профілю цілком спостерігається візуально. 

Далі чисельно аналізуються формули (6.14), (6.15) та (6.16) для хвилі в 

довільний момент часу, отримані методом 2, що основується на перетворенні 

рівняння і обмеженні на градієнт зміщення. Графіки відрізняються таким 

чином, щоб еволюція хвилі була спостережувана досить наглядно і 

спостерігалася відмінність впливу двох розв’язків на початковий профіль 

хвилі. На останньому графіку зображено тривимірний варіант для розв’язку 

(6.16) з найбільш розвиненою еволюцією. 

На рис. 6.11-6.14 наведено графіки для варіанта, що відповідає матеріалу 

М51 і таким значенням параметрів (система СІ): 16,072,    
4

0 1 10u   , 

3,52attx   та значення підошви хвилі 70a  . 
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Рис. 6.11. Початковий профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає параметрам 

 3.52 .attx      

 

Рис. 6.12а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 10 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення)  

 

Рис. 6.12б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 10 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 
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Рис. 6.13а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 35 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення) 

 

Рис. 6.13б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 35 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення) а нижній - розв’язку   (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.14а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 65 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15)(1-ше + 2-ге 

наближення) а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення) 
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Рис. 6.14б. Профіль хвилі Фрідляндера,  що відповідає відстані в 65 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

На рис. 6.15 наведено тривимірний графік для розв’язку (6.16) (1-ше + 2-

ге + 3-тє наближення) отриманому методом 2, що відповідає матеріалу М51 і 

таким значенням параметрів (система СІ): 16,072,    
4

0 1 10u   , 3,52attx  . 

Отриманий графік добре демонструє зміну початкового профіля 

 

Рис. 6.15. Тривимірний варіант хвилі Фрідляндера, що відповідає розв’язку 

(6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 

Перший графік рис. 6.11 демонструє початковий профіль хвилі 

Макдональда, що відповідає параметру  3.52 .attx    Вже з отриманого  рис. 

6.12а випливає, що вплив нелінійності другого наближення по відношенню 

до початкового профіля значний, що не спостерігається про відмінність пер-

шого, другого та першого, другого та третього відповідних наближень рис. 

6.12б. На даному етапі, спостерігається якісна відмінність між хвилею, що 

відповідає розв’язку (6.14) (1-ше наближення) та хвилею що відповідає 

розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) і незначна кількісна відмінність  
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між сценаріями поведінки хвиль для розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення) та розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). Хвиля, що 

відповідає першим двом наближенням змінює довжину підошви і демонструє 

значне відхилення в гору від початкового профілю, при цьому максимальне 

значення амплітуди збільшується для обох розв’язків, а також зміни 

кривизни графіка (він стає менш опуклим). 

 Починаючи з рис. 6.13(а,б) та рис. 6.14(а,б) відбувається значна зміна 

початкового профілю розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) відносно 

початкового прпофілю, і незначне відхилення одне від одного профілів, що 

відповідає  розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) та розв’язку (6.16) (1-

ше + 2-ге + 3-тє наближення). Тобто, при поширенні хвилі на суттєву відста-

нь (рис. 6.13б та рис. 6.14б)  обидва розв’язки дають майже однакові резуль-

тати. Отже вплив третього наближення при поширенні хвилі Фрідляндера на 

достатньо великі відстанні є менш суттєвим ніж вплив другого наближення 

по відношенню до хвилі з двома наближеннями.  

 

6.2.3.2 Перший варіант початкового профіля для матеріалу М52. 

Далі розглянемо наступну групу графіків, де на рис. 6.16-6.19 наведено 

варіант, що відповідає матеріалу М52 і таким значенням параметрів (система 

СІ): 34,08,   4

0 1 10u   , 3,52attx   та значення підошви хвилі 70a  . 

 

Рис. 6.16. Початковий профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає параметрам 

 3.52 .attx   
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Рис. 6.17а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 10 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення)  

 

Рис. 6.17б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 10 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.18а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 35 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення) 
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Рис. 6.18б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 35 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.19а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 65 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення) а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення) 

 

Рис. 6.19б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 65 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

На рис. 6.20 наведено тривимірний графік для розв’язку (6.16) (1-ше + 2-

ге + 3-тє наближення) отриманому методом 2, що відповідає матеріалу М51 і 
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таким значенням параметрів (система СІ): 16,072,    
4

0 1 10u   , 3,52attx  . 

Отриманий графік добре демонструє зміну початкового профіля 

 

Рис. 6.20 Тривимірний варіант хвилі Фрідляндера, що відповідає розв’язку 

(6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 

Перший графік рис. 6.7.1 аналогічний попередньому випадку. З отри-

маного  рис. 6.17а випливає, що вплив другого наближення відносно почат-

кового профіля значний, але відсутні відмінності між розв’язками (6.14) (1-

ше + 2-ге наближення) та (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення), що слідує з 

рис. 6.17б спостерігається. На даному етапі, присутня тільки відмінність між 

хвилею, що відповідає розв’язку (6.14) (1-ше наближення) та хвилею що 

відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення). Хвиля з двома набли-

женнями  не змінює довжину підошви і лише демонструє значне відхилення 

в гору від початкового профілю, при цьому максимальне значення амплітуди 

для розв’язку (6.15) збільшується. 

 Починаючи з графіків рис. 6.18а та рис. 6.19а спостерігається значна 

зміна початкового профілю розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

відносно першого наближення розв’язку (6.14) за аналогічним сценарієм 

попереднього випадку. Також вже присутні незначні зміни відхилення одне 

від одного профілів, що відповідають  розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення) та розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) рис. 6.18б та 

рис. 6.19б. В даному випадку профіль, що відповідає першим трьом 

наближенням відхиляється вгору від профілю, що відповідає першим двом 
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наближенням, і значення максимальної амплітуди збільшується. Тобто при 

поширенні хвилі на суттєву відстань рис. 6.18б та рис. 6.19б  обидва 

розв’язки для даного матеріалу дають якісно відмінні, але кількісно незначні 

зміни. 

Отже, вплив третього наближення при поширенні поодинокої циліндрич 

ної радіальної хвилі з початковим профілем у вигляді функції Фрідляндера на 

достатньо великі відстанні аналогічний випадку для циліндричної радіальної 

хвилі з профілем у вигляді функції Макдональда. 

Також, з отриманих результатів слідує, що для першого та другого варі-

анту параметрів матеріалу, третє наближення впливає з різною швидкістю 

(тобто дисторсія початкового профіля хвилі суттєвіша для другої конфігура- 

ції).  

Для цилідричних радіальних хвиль з початковим профілем у вигляді 

функції Макдональда, і Фрідляндера спотворення несиметричного початко-

вого профіля відбувається несиметричним шляхом, аналогічно як і для поз-

дожних плоских поодиноких хвиль. Спільним є те, що вплив третьої 

гармоніки є кількісно незначний і спостерігається тільки для достатньо 

великих відстанях, а збільшення амплітуди властиве для обох випадків. 

В роботах автора [42, 47, 51] було показано, що схожі за початковим 

профілем, хвилі Макдональда і Фрідляндера демонструють схожу поведінку 

при спотрворенні цих профілів. Тому для даного випадку  вибиралась 

відповідна конфігурація параметрів хвилі Фрідляндера, яка б показувала 

схожість з хвилею Макдональда.  

Далі у цьому розділі були взяті такі початкові параметри хвилі, які 

вирізняють профіль хвилі Фрідляндера від попереднього випадку і отримана 

хвиля не є вже схожою до хвилі Макдональда. Це зроблено для того, щоб 

показати, що при різних конфігураціях параметрів початкового профіля хвилі 

змінюється сам початковий профіль, але еволюція яка викликана 

нелінійністю має однаковий характер.  
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6.2.3.3 Другий варіант початкового профіля для матеріалу М51. 

 Далі за методом 2 розглядається задача про хвилю Фрідляндера 

       0 1L atta r c t x

L L attF a r c t u e a r c t x
 

    , що має інший профіль в порівнянні 

до попереднього випадку і визначається наступними параметрами (система 

СІ): параметр a  визначає довжину підошви, 0,016L    70a  , 
attx - 

характеризує затухання профіля (крутизну) 1,02attx   та початкова амплітуда 

4

0 1 10u   , всі ці параметри вибирались однаковими для обох типів мате-

ріалу. 

Розв’язок для першого наближення хвилі Фрідляндера відповідних пара-

метрів приймає аналогічний  вигляд до попереднього випадку (6.14) . Розв’я-

зок для першого і другого наближень має вигляд (6.15), і розв’язок для 

першого, другого та третього наближення має вигляд (6.16). 

Виберемо аналогічні  два металеві композитні матеріали які застосову-

вались для дослідження хвилі Фрідляндера з параметрами ( 3,52attx  ) 

(матриця – алюміній, наповнювач – вольфрам): матеріал 51 (об'ємний вміст 

матриці дорівнює 0,8) і матеріал 52 (об'ємний вміст матриці дорівнює 0,6).  

На всіх рис. 6.21-6.24 наведено графіки для варіанта, що відповідає 

матеріалу М51 і таким значенням параметрів (система СІ): 16,072,    

4

0 1 10u   , 1,02attx   та значення параметру 70a  , який визначає розмір підошви 

хвилі.   

 

Рис. 6.21. Початковий профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає параметрам 

 1.02 .attx   
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Рис. 6.22а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 10 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення)  

 

Рис. 6.22б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 10 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення) а нижній - розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.23а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 35 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення) 
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Рис. 6.23б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 35 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.24а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 65 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення) 

 

Рис. 6.24б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 65 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

На рис. 6.25 наведено тривимірний графік для розв’язку (6.16) (1-ше + 2-

ге + 3-тє наближення), який отриманий за методом 2, що відповідає мате-
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ріалу М51 і таким значенням параметрів (система СІ): 16,072,    

4

0 1 10u   , 1,02attx  . Отриманий графік добре демонструє зміну початкового 

профіля 

 

Рис.6.25. Тривимірний варіант хвилі Фрідляндера, що відповідає розв’язку 

(6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 

Відмінність в отриманих графіках, від отриманих у попередньому попе-

редньому випадку полягає в тому, що хвиля існує у відємній частині 

амплітуди (відбувається стиск, а не розтяг). В частині хвилі, яка існує для 

від’ємної амплітуди, амплітуда асимптотично прямує в нескінченність в 

додатньому напрямку відємної частини графіка. Аналогічно, як для попе-

редніх випадків,  перший графік рис. 6.21 демонструє початковий профіль 

хвилі Фрідляндера, що відповідає параметру  1.02 .attx   Далі для вибраної 

відстані, рис. 6.22а демонструє, що вплив  другого наближення по від-

ношенню до початкового профіля значний, а рис. 6.22б демонструє від-

сутність відмінностей між першим, другим та першим, другим і третім 

наближень. На даному етапі спостерігається велика відмінність між хвилею, 

що відповідає розв’язку (6.14) (1-ше наб-лиження) та хвилею, що відповідає 

розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення), але відмінності  між сценаріями 

поведінки хвиль для розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) та розв’язку 

(6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) кількісно незначна. Хвиля, що від-

повідає двом першим наближенням змінює довжину підошви і демонструє 
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значне відхилення верхньої частини графіка вгору. Також графік у від’ємній 

частині амплітуди асимпототично зближується з горизонтальною віссю. 

 Починаючи з рис. 6.23(а,б) та рис. 6.24(а,б) спостерігається значна зміна 

початкового профілю розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) відносно 

першого наближення розв’язку (6.14). Відхилення одне від одного профілів, 

що відповідає  розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) та розв’язку (6.16) 

(1-ше + 2-ге + 3-тє наближення) є незначним. Тобто при поширенні хвилі на 

суттєву відстань рис. 6.23(а,б) та рис. 6.24(а,б)  обидва розв’язки дають 

майже близькі результати. Таким чином, вплив третього наближення при 

поширенні хвилі Фрідляндера на достатньо великі відстанні якісно суттєвий 

але кількісно незначний щодо хвилі з двома наближеннями. Тобто, вплив 

нелінійності для хвилі відповідних параметрів аналогічний до попереднього 

випадку.  

 

6.2.3.4 Другий варіант початкового профіля для матеріалу М52. 

Далі розглянемо наступну групу графіків, де на всіх рис. 6.26-6.29 

наведено варіант, що відповідає матеріалу М52 і таким значенням параметрів 

(система СІ): 
4

034,08, 1 10u     , 1,02attx   та значення підошви хвилі 70.a   

 

Рис. 6.26. Початковий профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає параметрам 

 1.02 .attx   
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Рис. 6.27а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 10 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення)  

 

Рис. 6.27б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 10 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (6.15)(1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.28а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 35 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення) 
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Рис. 6.28б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 35 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 

 

Рис. 6.29а. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 65 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге 

наближення), а нижній - розв’язку (6.14) (1-ше наближення) 

 

Рис. 6.29б. Профіль хвилі Фрідляндера, що відповідає відстані в 65 довжин 

підошви хвилі, верхній графік відповідає розв’язку (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), а нижній - розв’язку   (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) 
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На рис. 6.30 наведено тривимірний графік для розв’язку (6.16) (1-ше + 2-

ге + 3-тє наближення) отриманий за методом 2, що відповідає матеріалу М51 

і таким значенням параметрів (система СІ): 16,072,    
4

0 1 10u   , 1,02attx  . 

Отриманий графік добре демонструє зміну початкового профіля 

 

Рис. 6.30. Тривимірний варіант хвилі Фрідляндера, що відповідає розв’язку 

(6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє наближення). 

Перший графік рис. 6.26 аналогічний графіку попереднього випадку. З 

отриманого  рис. 6.27а випливає, що вплив другого наближення значний, але 

для даної відстані спостерігається кількісно незначна відмінність між 

розв’язками (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) та (6.16) (1-ше + 2-ге + 3-тє 

наближення), що слідує з рис. 6.27б. На даному етапі, спостерігається 

відмінність між хвилею, що відповідає розв’язку (6.14) (1-ше наближення) та 

хвилею що відповідає розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення). Хвиля, що 

вілповідає першим двом наближенням змінює довжину підошви і  

демонструє значне відхилення вгору відносно початкового профіля для 

додатніх значень амплітуди. Для відємних значень амплітуди суттєвої зміни 

не відбувається. Максимальне значення амплітуди для розв’язку (6.15) 

збільшується.    

 Починаючи з графіків рис. 6.28а та рис. 6.29а спостерігається значна 

зміна початкового профілю (розв’язок (6.15) (1-ше + 2-ге наближення)) 

відносно першого наближення (розв’язок (6.14)) де графік відхиляється для 

додатних значень амплітуди відносно початкового профіля, а для відємних 
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значень обидва профіля наближаються асимптотично до горизонтальної осі. 

Також присутні незначні зміни відхилення одне від одного профілів, що 

відповідає  розв’язку (6.15) (1-ше + 2-ге наближення) та розв’язку (6.16) (1-

ше + 2-ге + 3-тє наближення) рис. 6.28б та рис. 6.29б. В даному випадку 

профіль, що відповідає першим трьом наближенням відхиляється в гору від 

профілю, що відповідає першим двом наближенням для додатніх значень 

амплітуди і обидва профіля для від’ємних значень амплітуди аналогічним 

чином при-жимаються до осі в асимптотичному напрямку, також значення 

максимальної амплітуди збільшується. Тобто при поширенні хвилі на суттєву 

відстань рис. 6.28б та рис. 6.29б  обидва розв’язки для даного матеріалу та 

для даних параметрів дають якісно відмінні але кількісно близькі значення. 

Вплив третього наближення при поширенні хвилі Фрідляндера для 

параметру 1,02attx   на достатньо великі відстанні аналогічний до випалку 

хвилі Фрідляндера для параметру 3,52attx  , для додатніх значень амплітуди. 

Відмінність між вибраними типами хвиль полягає в тому, що хвиля 

Фрідляндера для параметру 1,02attx  враховує наявність значеннь як і для 

відємних так і для додатніх амплітуд тоді як хвиля для параметру 3,52attx   

враховує наявність лише додатніх значеннь амплітуди. 

Також, з отриманих результатів слідує, що для першого та другого варі-

антів параметрів матеріалу, третє наближення впливає по різному (тобто, 

дисторсія початкового профіля хвилі суттєвіша для другої конфігурації).  

Основний висновок. Отримані результати як теоретичного, так і чис-

лового аналізу цилідричної радіальної хвилі Фрідляндера (як приклад хвилі з 

несимеиричним профілем) засвідчують, що з гідно з отриманими сценаріями 

еволюції хвилі, нелінійний хвильовий ефект полягає у зміщенні графіка 

вгору відносно початкового профіля для додатніх значень амплітуд і зміні 

підошви профіля. 

Основний висновок з результатів розділу. З отриманих сценаріїв 

еволюції  цилідричних хвиль з початковим профілем у вигляді функцій 

Макдональда, і Фрідляндера випливає, що спотворення несиметричного 



212 

початкового профіля відбувається несиметричним шляхом, аналогічно як і 

для поздовжних плоских поодиноких хвиль [61]. Спільним є те, що вплив 

третього наближення є кількісно незначним і спостерігається тільки для 

достатньо великих відстанях, а збільшення амплітуди та зміна підошви в 

процесі еволюції характерне для обох випадків. 
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РОЗДІЛ 7  

ТЕОРЕТИЧНИЙ ТА ЧИСЛОВИЙ АНАЛІЗ ЕВОЛЮЦІЇ  

ПРУЖНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ КРУТИЛЬНОЇ ХВИЛІ 

 

7.1 Аналіз нелінійної пружної цилідричної крутильної хвилі  

методом обмеження на градієнт зміщення 

7.1.1 Нелінійне хвильове рівняння, яке описує поширення пружної 

цилідричної крутильної хвилі 

В цьому розділі, на відміну від попередніх розділів, де аналізуються 

повздовжні та циліндричні хвилі, розглядається крутильна хвиля. Задача про 

поширення крутильних хвиль вздовж осі симетрії кругового циліндра в ліній-

ній постановці є класичною в теорії пружності і вона описана в розділі 1.  

Розглянемо ще раз нелінійне рівняння (1.105), яке було отримане у 

пункті 1.7.3.  

                            2

, ,1 . ,1 1rr r zz ttLu u r u r u u u            
 

            (7.1) 
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      
  

      
      

Права нелінійна частина рівняння (7.1) містить багато нелінійних дода-  

нків. Можна застосувати до аналізу наближених розв‘язків рівняння (7.1) 

методи повільно змінних амплітуд, послідовних наближень, обмеження на 

градієнт зміщення [88, 96, 98, 99]. Подібна ситуація виникала і раніше при 
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вивченні плоских і циліндричних радіальних хвиль [43, 72, 88, 92, 96, 98, 99]. 

Там при застосуванні двох різних підходів до знаходженьня наближених 

розв‘язків нелінійного хвильового рівняння було виявлено, що багатьма 

нелінійними доданками можна знехтувати і враховувати лише доданок, 

подібний до лінійної частини хвильового рівняння. Тому присутність в 

рівнянні багатьох нелінійних доданків у ряді випадків не створює великих 

проблем в знаходженні наближеного розв‘язку. 

       У рівнянні (7.1) є вираз у правій частині, який поміщений у рамку. Він 

містить лінійний оператор L . Якщо знехтувати всіма іншими нелінійними 

доданками і врахувати лише вказаний вище вираз, то у цьому випадку рів-

няння (7.1) спрощується до вигляду лінійного хвильового рівняння з неліній-

но змінною швидкістю гармонічної за часом хвилі.  

                          
     

    

2 22

, , ,2

2

, , . ,
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r r

u r u r u u u
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    





  
         

  

     

               (7.2)           

або       
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r r

u r u r u u

   

   





  
         

  

     

         (7.3)                

Зважаючи на попередній досвід наближеного дослідження нелінійних 

хвильових рівнянь, які виникають при аналізі плоских та циліндричних 

хвиль, можна стверджувати, що ефективними в аналізі є два наближені 

методи. Перший метод далі (метод 1) є методом послідовних наближень і 

другий метод  (метод 2) є методом обмеження на градієнт зміщення.  

Метод 1 стосовно плоских і циліндричних хвиль зміщення в нелінійно 

пружних матеріалах описаний докладно в книзі [96] та ряді статей, з яких 

вкажемо деякі [43, 124, 128, 129, 132]. Метод 2 теж описаний в публікаціях 

[21, 141, 146, 152-155] та ряді статей [52,54,55,62]. 



215 

Обидва методи, докладно описані в розділі 3 і можуть бути застосовані 

в аналізі нового нелінійного хвильового рівняння, яке описує поширення 

крутильної хвилі.  

 

7.1.2 Деякі факти з класичної задачі лінійної теоріі пружності про 

поширення цилідричних крутильних хвиль  

В задачі про поширення пружних гармонічних хвиль приймається, що 

такі хвилі збуджуються гармонічним у часі імпульсом. Можна вважати, що 

гармонічна крутильна хвиля в напрямку осі симетрії циліндра Oz  збуджуєть-

ся імпульсом   o i tu t u e 

  , прикладеним до поперечного перерізу циліндра 

(круга) 0z  . Тоді в циліндрі виникає крутильна хвиля, яка поширюється 

вздовж його осі. 

Для опису крутильної хвилі в пружному циліндрі кругового поперечного 

перерізу використовуються циліндричні координати  , ,r z  і додаткові умо-

ви щодо осьової симетрії деформівного стану та відсутності радіального і 

осьового зміщень [63, 69]  

                                                      , , , , 0r zu r z t u r z t  .       (7.4) 

Тоді система з трьох рівнянь руху , ,ki k i ttu   спрощується за умови (7.4) у 

випадку крутильних хвиль у циліндрі до одного рівняння щодо зміщення 

 , ,u r z t   

        , , ,r r z z ttu            2 2

, , , ,1 1 1 0rr r zz T ttu r u r u u v u          , (7.5) 

де 
Tv    є фазовою швидкістю зсувної чи плоскої поперечної хвилі в  

лінійно пружному матеріалі,    - модулем зсуву і   - густиною цього мате-

ріалу. 

Якщо припустити, що колове зміщення u  є гармонічним у часі і прос-

торі (тобто, є хвилею) тоді 

                                                      
, , zi k z t

u r z t u r e


 


 .                 (7.6) 
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Такий розв‘язок вважають гармонічною крутильною хвилею, оскільки кожен 

поперечний переріз циліндра здійснює гармонічне коливання у коловому 

напрямку з заданою частотою   у часі, а за координатою z  рухається хвиля з 

довжиною  2 zk   та хвильовим числом zk . При цьому циліндр піддаєть-

ся деформації кручення і тому хвилю називають крутильною. 

       Як випливає з представлення хвилі (7.6), амплітуда хвилі змінюється зі 

зміною радіуса. Ця амплітуда визначається з рівняння, отриманого підста-

новкою представлення (7.6) в рівняння (7.5) 

                                        2 2 2

, ,1 1 0o o o

rr r z Tu r u k k r u  
     
 

.      (7.7) 

Розв‘язок рівняння (7.7) виражається через циліндричну функцію (функцію 

Бесселя першого роду і першого порядку) 

                                                 2 2

1

o

T zu r u J r k k      .                (7.8) 

       Отже, розв‘язок у вигляді крутильної хвилі є таким 

                                                    
1, , zi k z tou r z t u J r e



 


   .            (7.9) 

Амплітуда хвилі описується функцією Бесселя  1J r  , яка має такі особли-

вості: вона є спадною і  1 0 0J  . Тому зміщення у центрі циліндра є нульо-

вими, що відповідає фізичному сенсу задачі. 

      Хвильове число zk і відповідна фазова швидкість  z zv k  визначаються 

з умови відсутності напружень на бічній поверхні циліндра 
or r   

                            , , 0, , , 0, , , 0o o o

rr r rzr z t r z t r z t     .                     (7.10) 

Якщо врахувати в умові (7.10) спрощення в формулах для лінійних тензорів 

деформацій і напружень 

                                 2 , 2 , 2 ,rr rr r r rz rze             
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                               ,0, 1 2 1 , 0, 0,rr r r rzu r u e                             (7.11) 

то тоді перша та третя умови з (7.10) задовольняються тотожньо і лише друга 

умова дає рівняння 

          , 0 11 2 1 0 2
o

o o o

r r r r
u r u r J r J r     


       ,               (7.12)                      

з якого знаходять хвильове число zk .             

Примітка 1. Відсутність радіальних і вертикальних дотичних напружень у 

довільній точці циліндра створило сприятливу ситуацію для граничних умов 

відсутності напружень на ,бічній поверхні циліндра. 

Рівняння (7.12) має нескінченну кількість коренів  1,2,...o

kr k  . 

Відповідно, крутильна хвиля має нескінченну кількість мод з відмінними між 

собою фазовими швидкостями 

                                   
221z T zk k

v v k   .               (7.13) 

Примітка 2. Розв‘язок рівняння (7.12) залежить від вибору радіуса циліндра і 

хвильового числа класичної зсувної хвилі (від вибору матеріалу циліндра). 

Зважаючи на графік функції  1J r , яка має майже періодичну систему ну-

лів, завжди можна вибрати радіус і матеріал циліндра таким чином, що на 

проміжку 0, or     (тобто, всередині циліндра) функція матиме нулі. З цього 

випливають можливі особливості амплітуди крутильної хвилі. По-перше, в 

околі кожного нуля r r   хвиля не спостерігається, оскільки має дуже малу 

амплітуду. Тобто, всередині циліндра можуть існувати тонкі циліндричні 

шари r    , в яких хвиля не збуджується. При цьому можливий варіант 

оr r , коли хвиля відсутня на поверхні циліндра. По-друге, оскільки графік 

функції  1J r  спадний, то максимальна амплітуда хвилі може спостеріга-

тися близько осі циліндра на проміжку від осі циліндра до першого нуля  

0,r r r    . На поверхні циліндра амплітуда у цьому випадку не є максима- 
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льною. 

Примітка 3. Крутильним хвилям зміщення  , ,u r z t  (7.9) відповідають кру-

тильні хвилі напруження  

                  
1 0, , 2 zi k z to

r r z t u J r rJ r e


   


    .     (7.14) 

 

7.1.3. Новий наближений метод побудови розв’язку нелінійного   

хвильового рівняння. 

Подібному методу присвячено ряд публікаціїй [52, 54, 55, 57], де було 

вибрано найпростіший варіант рівняння (7.1) 
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              (7.15) 

        2

, , . ,1 1 0rr r zz ttu r u r u u u    
      
 

 

Розв‘язок рівняння (7.15) представляється у вигляді хвилі з невідомим 

хвильовим числом і невідомою амплітудою 

               
, , zi k z t

u r z t u r e


 


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


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Підставимо      
, , zi k z t

u r z t u r e


 


  у другий множник першого доданку (7.15) 

тоді нелінійне хвильове рівняння (7.15) перетворюється на якби лінійне рів- 

няння  зі змінною швидкістю хвилі Kv   
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Спростимо та отримаємо 
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Зробимо заміну 

                       
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                       (7.17) 

       
2 22 2

, ,1 1 0.K rr r zv u r u r u k u u          
 

 

Якщо врахувати, що   K Kk v  тоді 

                                
2 22

, ,1 1 0rr r z Ku r u r u k u k u           або 

                                      2 22

, ,1 1 0.rr r z Ku r u u r k k                          (7.18) 

Слід зазначити, що    
2 22
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1 .
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  За новим методом, введемо обмеження на змінну швидкість (7.17), ана-

логічно тому, що було застосовано в методі обмеження на градієнт зміщення                                                     

                 1
2

B
M u


,       

2 22

, , ,2

1 2
.r r zM u u u u u u

r r
     

 
    
 

          (7.19) 

Примітка 1. Зважаючи на порядок множника перед  M u , обмеження 

(7.19) включає обмеження на пройдений хвилею шлях від поверхні циліндра 
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до центру циліндра, зміщення і два компоненти градієнта зміщення. Тому 

новий метод можна б назвати методом обмеження на змінну швидкості хвилі 

– зміна повинна бути малою порівняно з одиницею [70]. Наприклад, умова на 

квадрат градієнта є значно слабшою умови на сам градієнт (величина гра-

дієнта 10
-2

 і величина його квадрату 10
-4

). Звичайно, величина зміщення в 

конструкційних пружних матеріалах 10
-4

 і , відповідно, його квадрату 10
-8

. 

Отже, в реальних числових розрахунках кожен з чотирьох доданків в  M u  

повинен оцінюватися окремо. 

Далі розкладемо корінь у виразі для швидкості в ряд зі збереженням 

перших двох членів 

             1 2 1 4B M u B M u     . 

Тоді   

                                                   1 4K Tv с B M u     .                             (7.20) 

        Повернемось до рівняння і запишемо формально його розв‘язок через 

функцію Бесселя, що випливає з (7.16) 

                 2 2

1 ,o

K zu r u J r k k         2 2

1

o

K K K zu r u J r k k     .       (7.21) 

Зазначимо, що особливістю наближеного представлення хвилі (7.21) є те, що 

воно вже включає постійну швидкість хвилі ,T T

T T

с k
k с

 
  , яка відповідає 

лінійному наближенню, але швидкість хвилі залежить від невідомого зміщен-

ня, його похідних і пройденої хвилею відстані в перетині циліндра. 

Представимо функцію Бесселя  2 2

1 K zJ k k r  наближено формулою 
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Розкладемо в ряд 
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                          (7.22)  

Далі метод використовує ще одне обмеження 

                                              
2

2 2
1.

4

T

T z

Bk
r M u

k k



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
                              (7.23)    

Якщо до функції (7.22) застосувати перше наближення 

 1J       /J J     за формулою Тейлора в околі точки 2 2

T zr k k  

, вважаючи (7.23)  малою величиною, то формулу (7.22) можна представити 

наближено 
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4

T
T z T z
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J r k k r M u J r k k


    .                      (7.24) 

      Зважаючи на рекурентну формулу        1 0 21 2J r J r J r     і формулу 

(7.24), наближений розв‘язок (7.21) можна записати в такому вигляді  
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           (7.25) 

Тепер слід перетворити вираз  M u . Тут доцільно у першому набли-

женні використати лінійне представлення розв‘язку (7.16) і зразу розглянути  

остаточний розв’язок у вигляді двох наближень 
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         (7.27) 

Остаточний розв‘язок (7.26) у вигляді двох наближень – лінійного (першого) 

і другого (певної нелінійної добавки) із застосуванням (7.27)  – має вигляд  
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або 
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  (7.28) 

З точки зору механіки хвиль, наявність другого наближення означає 

спотворення початкового профілю хвилі, тому що вплив нелінійної добавки 

збільшується з відстанню поширення хвилі (добавка містить радіус як множ-

ник) .  

В наближеному аналізі плоских та циліндричних хвиль друге набли-

ження вносить спотворення в початковий профіль хвилі, тому що вплив нелі-

нійної добавки збільшується зі збільшенням відстані, яку проходить хвиля. 

Для проведеного аналізу крутильної хвилі це не так. Тут відбуваються два 

види спотворення. Одне показує еволюцію хвилі при зміні відстані від цен-

тру до поверхні циліндра (добавка містить  r  як множник). Друге спотворен-

ня пов‘язане з тим, що на поверхні циліндра лінійна гармонічна хвиля (перша 

гармоніка) отримує постійну добавку у вигляді третьої гармоніки, тобто, хви-

ля спотворюється до вигляду модульованої хвилі, але ця добавка не зміню-

ється з відстанню поширення хвилі в осьовому напрямку. Можна вважати, 

що реалізований наближений підхід не описує еволюцію хвилі, а лише одно-

моментно переводить гармонічну хвилю у модульовану хвилю. Поступового 

переходу першої гармоніки у третю цей підхід не описує. 

Однак достовірність наближеного представлення (7.28) регулюється 

певними обмеженнями – перш за все, це обмеження на профіль хвилі (відно-

шення максимальної амплітуди до довжини хвилі) та на відстань поширення 
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хвилі; крім того, в обмеження входять вибір початкового амплітудного мно-

жника, частоти хвилі і матеріалу. Практика комп‘ютерного аналізу еволюції 

хвилі показує, що такий аналіз вносить корективи в розуміння обмежень в 

наближеному аналізі хвилі. 

 

7.1.4.  Граничні умови в нелінійній задачі про цилідричні крутильні 

хвилі. 

      Хвильове число Zk і швидкість хвилі  Z Zv k  в нелінійній задачі про 

крутильні хвилі логічно визначити, як і для лінійної задачі, з додаткової 

умови відсутності напружень на бічній поверхні циліндра 
or r   

                             , , , , , , 0o o o

rr r rzr z t r z t r z t     .    (7.29) 

      Далі слід вирахувати напруження з (7.29) через деформації і зміщення. 

Формула для нормального напруження rr  через зміщення не показана 

нижче з тих міркувань, що в ній немає доданків першого порядку (лінійних 

доданків) але є доданки другого і четвертого порядків [70, 81, 87, 147, 150]. 

Формули для дотичних напружень є такими 
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(7.31) 

Формула (7.30) включає лінійну частину, яка відповідає лінійному класич-

ному підходу, і чотири доданки, які є кубічно нелінійними. Формула (7.31) 

включає два доданки другого порядку нелінійності та шість доданків четвер- 
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того порядку.  

Тому всі три напруження на поверхні циліндра включають нелінійні 

доданки і не можна одночасно прирівняти до нуля, оскільки у такому випад-

ку для знаходження однієї невідомої величини – хвильового числа – задають-

ся три рівняння. Тоді задача стає переозначеною. Тоді виникає питання як 

перейти від лінійної задачі до спорідненої з нею нелінійної. У лінійній поста-

новці вийшло правильно, бо два напруження з граничних умов є нульовими 

завжди і всюди (не лише на граничній поверхні циліндра). Характерне для 

багатьох задач збереження граничних умов при переході від лінійної поста-

новки до нелінійної у задачі про нелінійні крутильні хвилі не виглядає корек-

тним.  

Тому потрібно зберегти в граничних умовах нелінійної задачі одну 

граничну умову, щодо дотичного напруження r , характерного для крутиль-

ної хвилі. Саме ця умова у лінійній постановці трансформується в транс-

цендентне рівняння для знаходження хвильового числа. Щодо нормального 

rr  та дотичного rz  напружень на поверхні циліндра в нелінійній постанов-

ці треба вважати, що вони не будуть нульовими і можуть бути завжди 

знайдені при відомому хвильовому числі. 

      Нагадаємо відомий у нелінійній теорії пружності факт, що в задачі ста-

тики про кручення кругового пружного циліндра нелінійна постановка задачі 

описує появу нормального напруження rr , яке лише нелінійно залежить від 

кута закручування як основного кінематичного параметру задачі.  

      Таким чином, поява в задачі про крутильну хвилю (задачі динаміки) 

нормального напруження rr , яке лише нелінійно залежить від зміщення u   

як основного кінематичного параметру задачі, узгоджується з результатами 

відповідної задачі статики.  

      Аналіз трьох нелінійноїих граничноїих умови раціонально проводити у 

два кроки. Спочатку нелінійними доданками в умовах можна знехтувати, а 

далі розглядати  повні  умови з нелінійними доданками і оцінювати вплив не- 
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нелінійності на значення хвильових чисел.  

Доступним способом такої оцінки є числове моделювання для матері-

алів, які моделюються потенціалом Мернагана [107, 113, 118, 123, 127]. Біль-

шість таких матеріалів проявляють слабку нелінійність. Тому слід очікувати 

в такому випадку і слабкий вплив нелінійності. 

      Зважаючи на теоретичну складність врахування нелінійної граничної 

умови для напруження r  , у першому наближенні для спрощення задачі 

зупинимось на першому кроці і приймемо надалі цю граничну умову ліній-

ною.  

Отже далі розглядаємо граничну умову (7.12) у вигляді 

                                   2 2 2 2 2 2

0 12o o o

T z T z T zr k k J r k k J r k k    .                (7.32) 

Ускладнень з компютерним аналізом еволюції крутильної хвилі не передба-

чається, оскільки функції Бесселя вбудовані в більшість комоютерних пакетів 

(Mathematika). Однак достовірність наближеного представлення (7.32) 

регулюється певними обмеженнями – перш за все, це обмеження на профіль 

хвилі (відношення максимальної амплітуди до довжини) та на відстань 

поширення хвилі. Комп‘ютерний аналіз еволюції хвилі показує, що такий 

аналіз вносить корективи в розуміння обмежень в наближеному аналізі хвилі. 

 

7.2. Компютерне моделювання спотворення початкового профіля      

цилідричної крутильної хвилі  

 

      7.2.1. Властивості матеріалів, які використані при числовому аналізі 

Виберемо три матеріали, для яких відомі всі необхідні пружні констан 

ти моделі Мернагана і які добре описуються цією моделлю як при малих, так 

і помірних деформаціях з наступними механічними параметрами (система 

СІ) [8, 16, 21, 67, 68]: 

Сталь 11–
40,156 10   ; 

100,043 10 ;    
1015,24 10B    ; 
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Сталь 22–
40,357 10   ;

100,114 10 ;  
103,84 10B    ; 

Сталь 23 –
40,535 10   ; 

100,263 10 ;  
101,435 10B    ;  

На першому кроці аналізу знайдемо значення першого кореня транс-

цендентного рівняння (7.32). Для цього потрібно знайти хвильове число для 

поперечної хвилі для кожного із значень параметрів матеріалів: 

 190,47Тk   1/м (сталь 11),  

176,96Тk   1/м (сталь 22),  

142,02Тk   1/м (сталь 23).  

Далі потрібно задати частоту поширення хвилі 
21 10   Гц  та радіус 

циліндра 0,01оr  м. 

 

7.2.2.  Числовий аналіз цилідричної крутильної хвилі (застосовано метод 

обмеження на нелінійну швидкість хвилі) 

Якщо задати початкову амплітуду хвилі, 35 10оu   м. то далі можна 

будувати графіки залежності амплітуди хвилі як в середині циліндра так і на 

поверхні циліндра. При цьому матеріал, частота хвилі і радіус циліндра вже 

вибрані. 

Отримані варіанти нових нелінійних хвильових рівнянь, містять крім 

лінійних квадратичні і кубічно нелінійні доданки. Відмінність між варіанта- 

ми полягає у різному врахуванні нелінійних доданків в хвильовому рівнянні.  

Залежність амплітуди хвилі від радіуса циліндра всередині циліндра (1-

ше наближення) 

                                 2 2

( ) 1, ,in о

lin T zu r z t u J r k k                                  (7.33) 

Залежність амплітуди хвилі від радіуса циліндра всередині циліндрич-

ного тіла (2-ге наближення) 

        
2

3
2 2 2 2

( ) 0 2, ,
8

in o T
Nоnlin T z T z

Bk
u r z t u r J r k k J r k k


     
  

          (7.34) 
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            

 

Залежність амплітуди хвилі від радіуса циліндра всередині циліндра (1-

ше+2-ге наближення) 
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  
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  

            

(7.35) 

Залежність амплітуди хвилі від координати та радіуса циліндра при 

русі хвилі вздовж поверхні циліндра (1-ше наближення)  

                                       2 2

( ) 1, , zi k z text о о о

lin T zu r z t u e J r k k





  .                       (7.36) 

Залежність амплітуди хвилі від координати та радіуса циліндра другий 

нелінійний доданок (2-ге наближення)  
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(7.37)         

Залежність амплітуди хвилі від фазової змінної при русі хвилі вздовж осі  
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циліндра (на поверхні циліндра) знаходиться за формулою (7.28) 
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З вище зазначеної формули слідує, що перший доданок відповідає першому 

наближенню (першії гармоніці), другий доданок відповідає другому набли-

женню але третій гармоніці.  

За формулами  (7.33) (1-ше наближення in), (7.34) (2-ге наближення in)  

(7.35) (1-ше+2-ге наближення in) (7.36) (1-ше наближення ext), (7.37) (2-ге 

наближення ext)  (7.28) (1-ше+2-ге наближення ext)  побудовані двовимірні 

графіки. Всього розглянуто 3 набори (3 матеріали), для одного варіанту 

частоти поширення хвилі та початкової максимальної амплітуди. Кожен 

набір включає графіки з одним профілем. У кожному наборі перші три 

графіка відповідають зміні амплітуди хвилі в залежності від радіуса при русі 

хвилі всередині циліндра. Перший графік для окремо взятого першого 

наближення другий для окремо взятого другого нелінійного наближення, а 

третій графік відповідає для лінійного та нелінійного наближення разом. 

Четвертий, п’ятий та шостий графік відповідають зміні амплітуди хвилі в 

залежності від координати зміщення при поширенні хвилі вздовж осі 

поверхні циліндра. Четвертий та п’ятий відповідають першому та відповідно 

нелінійному другому наближенню, а шостий графік відповідає першому та 

другому (нелінійному) наближенню разом.  
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Далі чисельно аналізуються формули (7.33), (7.34), (7.35), (7.36), (7.37) 

та (7.28)  для хвилі в довільний момент часу, що отримані за методом 2. 

Графіки побудовані таким чином, щоб еволюція хвилі була спостережувана 

досить наглядно і спостерігався вплив кожного наближення окремо та вплив 

двох наближень разом на початковий профіль хвилі.  

На всіх рис. 7.1.1-7.1.6 наведено графіки для варіанта, що відповідає 

матеріалу ₋ сталь 11 і таким значенням параметрів: амплітуда 35 10ou   м. та 

частота поширення хвилі 
21 10   Гц. 

 
Рис.7.1. Амплітуда хвилі всередині циліндра, формула (7.33) (1-ше 

наближення) 

 
Рис. 7.2. Амплітуда хвилі всередині циліндра формула (7.34) (2-ге 

наближення) 

 
Рис. 7.3. Амплітуда хвилі всередині циліндра формула (7.35) (1-ше+2-ге 

наближення) 
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Рис. 7.4. Хвиля на поверхні циліндра відповідає формулі (7.36) (1-ше 

наближення) 

 
Рис. 7.5. Хвиля на поверхні циліндра відповідає формулі (7.37) (2-ге 

наближення) 

 
Рис. 7.6. Хвиля на поверхні циліндра відповідає формулі (7.28) (1-ше+2-ге 

наближення) 

Рис. 7.7-7.12 наведено графіки для варіанта, що відповідає матеріалу ₋ 

сталь 22 і таким значенням параметрів: амплітуда 35 10ou   м. та частота 

поширення хвилі 
21 10   Гц. 
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Рис. 7.7. Амплітуда хвилі всередині циліндра формула (7.33) (1-ше 

наближення) 

 
Рис. 7.8. Амплітуда хвилі всередині циліндра формула (7.34) (2-ге 

наближення) 

 
Рис. 7.9. Амплітуда хвилі всередині циліндра формула (7.35) (1-ше+2-ге 

наближення) 

 
Рис. 7.10. Хвиля на поверхні циліндра відповідає формулі (7.36) (1-ше 

наближення) 
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Рис. 7.11. Хвиля на поверхні циліндра відповідає формулі (7.37) (2-ге 

наближення) 

 

Рис. 7.12. Хвиля на поверхні циліндра відповідає формулі (7.28) (1-ше+2-

ге наближення) 

 Рис. 7.13-7.18 наведено графіки для варіанта, що відповідає матеріалу ₋ 

сталь 23 і таким значенням параметрів: амплітуда 35 10ou   м. та частота 

поширення хвилі 
21 10   Гц. 

 
Рис. 7.13. Амплітуда хвилі всередині циліндра формула (7.33) (1-ше 

наближення) 
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Рис. 7.14. Амплітуда хвилі всередині циліндра формула (7.34) (2-ге 

наближення) 

 
Рис. 7.15. Амплітуда хвилі всередині циліндра формула (7.35) (1-ше+2-ге 

наближення)    

 
Рис. 7.16. Хвиля на поверхні циліндра відповідає формулі (7.36) (1-ше 

наближення) 

 
Рис. 7.17. Хвиля на поверхні циліндра відповідає формулі (7.37) (2-ге 

наближення) 
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Рис. 7.18. Хвиля на поверхні циліндра відповідає формулі (7.28) (1-ше+2-

ге наближення) 

З (рис. 7.1, 7.7, 7.13) випливає, що хвиля (перша мода) є гармонічною з 

частотою першої гармоніки, однак максимальна амплітуда хвилі суттєво 

залежить від вибору параметрів задачі – частоти хвилі, параметрів матеріалу 

та радіуса циліндра. Залежність амплітуди від функції Бесселя  призводить, 

при певному виборі параметрів, до парадоксального результату, коли на по-

верхні циліндра хвилі немає, але вона є всередині циліндра.  

Друге нелінійне наближення показує як спотворюється хвиля при русі в 

середині циліндра. Тут можна зазначити, що наявність нуля при певному 

значенні радіуса означає, що відповідна поверхня є нерухомою – крутильної 

хвилі немає. У нелінійному наближенні (рис. 7.2, 7.8, 7.14) піків вже п’ять і 

нулів чотири. Аномальних нерухомих поверхонь вже чотири. Аналогічна 

ситуація, що для лінійного наближення, для кожного матеріалу результати 

майже однакові відмінність полягає лише у значенні максимальної 

амплітуди. Дані графіки дають можливість оцінити вплив нелінійної частини 

(третьої гармоніки) на лінійну частину (першої гармоніки). 

На рис. 7.3, 7.9, 7.15 об’єднано вже лінійну (перша гармоніка) та не-

лінійну хвилі (третя гармоніка), на яких зображено залежність амплітуди 

хвилі від радіуса циліндра. Графіки свідчать, що відбувається спотворення 

гармонічної хвилі та спостерігається тенденція, до утворення двох піків та 

двох нулів. Тобто вплив третьої гармоніки, для хвилі в середині циліндра 

присутній. Інтенсивність спотворення хвилі для даних типів параметрів 

залежить від  вибору матеріалу, як видно з рис. 7.3, 7.9, 7.15 інтенсивність 



236 

спотворення спадає починаючи із рис. 7.3. Друге наближення вносить у 

загальний наближений розв‘язок третю гармоніку. Таким чином, в рамках 

наближеного підходу (метод 2) до нелінійної задачі, загальний розв‘язок 

описує модульовану хвилю.  

Далі на рисунках 7.4, 7.10, 7.16 та 7.5, 7.11, 7.17 зображено графіки 

залежності амплітуди хвилі від координати зміщення для лінійного випадку 

та нелінійної добавки. Рисунки 7.4, 7.10, 7.16 відповідають класичній гармо-

нічній хвилі (перша гармоніка), яка поширюється вздовж осі та на поверхні 

циліндра.  Рисунки 7.5, 7.11, 7.17  дають можливість оцінити вплив неліній-

ної частини (третьої гармоніки) на лінійну частину (першої гармоніки). 

Відмінність між першою групою графіків рис. 7.4, 7.10, 7.16 та другою рис. 

7.5, 7.11, 7.17  полягає в тому, що для першої групи побудована класична 

гармонічна хвиля, а для другої групи гармонічна хвиля але для третьої 

гармоніки, де вплив функції Бесселя впливає тільки на зміну амплітуди та 

частоту. Як випливає з рис. 7.4, 7.10, 7.16 і рис. 7.5, 7.11, 7.17 початкові пара-

метри задачі впливають, як і при лінійному підході, на максимальну ампліту-

ду хвилі і, отже, на енергію хвилі, так і для нелінійного випадку. Однак від-

мінність між двома підходами є значною.   

Далі на рисунках 7.6, 7.12, 7.18 зображено графіки залежності 

ампулітуди хвилі від від фазової змінної при русі хвилі вздовж осі циліндра 

(на поверхні циліндра) за формулою (7.28), для лінійного та  нелінійної 

добавки (третьої гармоніки). На рис. 7.6, 7.12, 7.18 спостерігається значна 

деформація що до початкового профіля гармонічної хвилі. Саме розв’язок 

(7.28) (1-ше + 2-ге наближення) показує (особливо рис. 7. 6, 7.12), тенденцію 

до утворення двох горбів для додатних значень амплітуди і двох впадин для 

від’ємних значень амплітуди. 

Друге наближення вносить у загальний наближений розв‘язок третю 

гармоніку і є постійною добавкою до першого лінійного розв‘язку. Таким 

чином, в рамках наближеного підходу (метод 2) до нелінійної задачі, загаль-

ний розв‘язок описує модульовану хвилю. З рис. 7.6, 7.12, 7.18 видно, що не- 
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сучою гармонікою є третя, а перша виявляється в огинаючій лінії. 

 

7.2.3. Числовий аналіз впливу величини радіуса циліндра на параметри 

крутильної хвилі 

Для знаходження амплітуди u


 запропоновано певне узагальнення 

наближеного методу обмеження на градієнт зміщення, застосування якого до 

рівняння (7.2) з врахуванням представлення хвилі за формулою (7.9) дає роз-

в’язок у вигляді перших двох наближень (наближене представлення крутиль-

ної хвилі) ₋ залежність амплітуди хвилі від радіуса циліндра всередині цилін-

дра (1-ше+2-ге наближення): 
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 Перше наближення розв’язку відповідає перший доданок в (7.38), друге 

наближення відповідає другий доданок в (7.38).  

Однак достовірність наближеного представлення (7.38) регулюється 

певними обмеженнями – перш за все, це обмеження на профіль хвилі (відно-

шення максимальної амплітуди до довжини хвилі) та на відстань поширення 

хвилі. Також, в обмеження входять вибір початкового амплітудного множ-

ника, частоти хвилі і матеріалу. Практика комп‘ютерного аналізу еволюції 

хвилі показує, що такий аналіз вносить корективи в розуміння обмежень в 

наближеному аналізі хвилі. 

 Формула (7.38) описує явище впливу величини радіуса циліндра на роз-

поділ амплітуд хвилі всередині циліндра. Щоб оцінити кількісно цей вплив у 

даній дисертаційній роботі проведено комп’ютерне моделювання розподілу  

амплітуд хвилі всередині циліндра [61].  
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 Розглянута перша мода хвилі, 3 матеріали, 3 варіантів радіуса циліндра, 

1 варіант частоти поширення хвилі та початкової максимальної амплітуди. 

Всього побудовано 9 наборів або 27 графіків. Кожна і трьох груп складається 

із трьох наборів, яка відповідає одному матеріалу, а кожен із трьох наборів 

побудований для відповідних радіусів циліндра: 21,1 10r   м, 
21,3 10r    м, 

21,5 10r    м. Кожен набір включає графіки з одним профілем. У кожному на-

борі відповідають зміні амплітуди хвилі в залежності від радіуса при русі 

хвилі всередині циліндра.  Перший графік (а) відповідає першому набли-

женню другий (б) - другому наближення, а третій (в) - 1-му та 2-му набли-

женням разом. Графіки побудовані таким чином, щоб зміна розподілу 

амплітуд хвилі була спостережувана досить наглядно.  

Для числового моделювання вибрано три матеріали, для яких відомі всі 

необхідні пружні константи моделі Мернагана і які добре описуються цією 

моделлю як при малих, так і помірних деформаціях з наступними механічни-

ми параметрами (система СІ) [8, 16, 21, 67, 68]: 

Сталь 11–
40,156 10   ; 

100,043 10 ;    
1015,24 10B    ; 

Сталь 22–
40,357 10   ;

100,114 10 ;  
103,84 10B    ; 

Сталь 23 –
40,535 10   ; 

100,263 10 ;  
101,435 10B    ;  

Далі було знайдено значення першого кореня трансцендентного рівнян-

ня (7.9)  190,47Тk   1/м (сталь 11), 176,96Тk   1/м (сталь 22), 142,02Тk   1/м 

(сталь 22) і  хвильове число zk , яке для кожного варіанта буде своє: 5,25zk   

(сталь 11), 5,65zk   (сталь 22), 7,01zk   (сталь 23). 

Рис. 7.19 (a,б,в)-7.21(a,б,в) наведено графіки для варіанта, що відповідає 

матеріалу ₋ сталь 11 і таким значенням параметрів: амплітуда 35 10ou   м. та 

частота поширення хвилі 
21 10   Гц. 
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Рис. 7.19а. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше наближення, 

21,1 10r   м)  

 
Рис. 7.19б. Амплітуда хвилі, що відповідає (2-ге наближення,  

21,1 10r    м)   

 
Рис. 7.19в. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше+2-ге наближення, 

21,1 10r    м) 

 
Рис. 7.20а. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше наближення, 

21,3 10r   м)  
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Рис. 7.20б. Амплітуда хвилі, що відповідає (2-ге наближення,  

21,3 10r    м)   

 
Рис. 7.20в. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше+2-ге наближення, 

21,3 10r    м) 

 
Рис. 7.21а. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше наближення, 

21,5 10r   м)  

 

Рис. 7.21б. Амплітуда хвилі, що відповідає (2-ге наближення,  
21,5 10r    м)   
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Рис. 7.21в. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше+2-ге наближення, 

21,5 10r    м) 

Рис. 7.22(a,б,в) – 7.24(a,б,в) наведено графіки для варіанта, що відповідає 

матеріалу ₋ сталь 22 і таким значенням параметрів: амплітуда 0 35 10u   м. 

та частота поширення хвилі 
21 10   Гц. 

 

Рис. 7.22а. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше наближення, 

21,1 10r   м)  

 
Рис. 7.22б. Амплітуда хвилі, що відповідає (2-ге наближення,  

21,1 10r    м)   
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Рис. 7.22в. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше+2-ге наближення, 

21,1 10r    м) 

 
Рис. 7.23а. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше наближення, 

21,3 10r   м)  

 
Рис. 7.23б. Амплітуда хвилі, що відповідає (2-ге наближення,  

21,3 10r    м)   

 
Рис. 7.23в. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше+2-ге наближення, 

21,3 10r    м) 
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Рис. 7.24а. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше наближення, 

21,5 10r   м)  

 
Рис. 7.24б. Амплітуда хвилі, що відповідає (2-ге наближення, 

21,5 10r    м)   

 

Рис. 7.24в. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше+2-ге наближення, 

21,5 10r    м) 

Рис. 7.25(a,б,в) – 7.27(a,б,в) наведено графіки для варіанта, що відповідає 

матеріалу ₋ сталь 23 і таким значенням параметрів: амплітуда 0 35 10u   м. 

та частота поширення хвилі 
21 10   Гц. 
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Рис. 7.25а. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше наближення, 

21,1 10r   м)  

 

Рис. 7.25б. Амплітуда хвилі, що відповідає (2-ге наближення,    

21,1 10r    м)   

 

Рис. 7.25в. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше+2-ге наближення, 

21,1 10r    м) 

 
Рис. 7.26а. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше наближення, 

21,3 10r   м)  
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Рис. 7.26б. Амплітуда хвилі, що відповідає (2-ге наближення,  

21,3 10r    м)   

 
Рис. 7.26в. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше+2-ге наближення, 

21,3 10r    м) 

 
Рис. 7.27а. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше наближення, 

21,5 10r   м)  

 

Рис. 7.27б. Амплітуда хвилі, що відповідає (2-ге наближення,   

21,5 10r    м)   
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Рис. 7.27в. Амплітуда хвилі, що відповідає (1-ше+2-ге наближення, 

21,5 10r    м) 

З графіків випливає, що  вплив величини радіуса цилінлра, в якому по-

ширюється крутильна хвиля, на розподіл амплітуд хвилі всередині циліндра 

присутній. У цьому розподілі є важливими знак амплітуди, кількість макси-

мумів кривої розподілу, кількість нульових значень амплітуди, суттєвість 

зміни кривої розподілу при зміні радіуса циліндра і зміни кривої розподілу 

при врахуванні другого (нелінійного) наближення. 

Отже проведене комп’ютерне моделювання виявило суттєвий вплив 

зміни величини радіуса крутильної хвилі на розподіл амплітуд хвилі всереди-

ні циліндра. Спостережено зміну знаку амплітуди та збільшення кількості 

максимумів кривої розподілу амплітуд (зокрема, перший максимум завжди є 

найбільшим, меншим від початкового значення амплітуди і близьким до цен-

тру циліндра). Крива розподілу амплітуд завжди має нулі (амплітуда змінює 

знак), і потенціально можливий варіант, коли на поверхні циліндра хвилі не-

має (амплітуда є нульовою чи дуже малою). Математичний факт нульового 

значення амплітуди означає фізично наявність всередині циліндра тонкого 

циліндричного шару з неспостережуваною амплітудою через її малість. 

 Виявлено значний вплив нелінійності матеріалу на криву розподілу 

амплітуд – друге (нелінійне) наближення вносить суттєві зміни в розподіл. 

Швидкість зміни розподілу амплітуд суттєво залежить від вибору матеріалу.  

Для прикладу на рисунках 7.19-7.21, що відповідають матеріалу – 

сталь11 спостерігається більш швидша та наглядніша зміна амплітуди ніж на 

на рисунках 7.25-7.27, що відповідає матеріалу – сталь 23. 



247 

       Отже, за допомогою інструментів нелінійної теорії пружності виведені 

два варіанти нелінійного хвильового рівняння, що описує поширення кру-

тильних хвиль всередині кругового циліндра та вздовж його осі симетрії. 

Отримані рівняння мають класичну лінійну частину і є кубічно нелінійними 

та мають ряд особливостей. 

Також описано і прокоментовано метод для наближеного аналізу най-

простішого варіанту нового рівняння, який узагальнює метод обмеження на 

градієнт зміщення. Основніа відмінністіь методу для даного типу хвиль і для 

поздовжних хвиль полягає в тому, що метод фактично обмежує зміну швид-

кості крутильної хвилі при її поширенні в нелінійно пружному матеріалі. При 

реалізації методу отримана достатньо проста формула для знаходження пер-

ших двох наближень, яка зручна в комп‘ютерному аналізі еволюції хвилі. 

Отримано наближений розв‘язок задачі, який показує перетворення гармо-

нічної крутильної хвилі (першої гармоніки) у модульовану (перша гармоніка 

плюс третя) [53]. 

При аналізі граничних умов виявлено і прокоментовано нову особли-

вість переходу від граничних умов у лінійній постановці до таких умов у не-

лінійній постановці. Показано певну тяглість в переході від задачі про кру-

чення суцільного кругового пружного циліндра (задачі статики) до задачі про 

крутильні хвилі у такому ж циліндрі (задачі динаміки). Пов‘язано нелінійний 

статичний ефект Кельвіна з появою нормальних напружень при поширенні 

крутильних хвиль в нелінійно пружному матеріалі. 

Основний висновок. Проведене комп’ютерне моделювання сцеаріїв 

еволюції спотворення початкового профіля хвилі в напрямку осі циліндра та 

напрямку від поверхні циліндра до його центру, для трьох типів сталі, в 

рамках прийнятого підходу показало, що для всіх випадків матеріалів існує 

два типи  спотворення -  зміна рофіля хвилі у радіальному напрямку і 

сталість профіля хвилі у осьовому напрямку.  
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РОЗДІЛ 8 

СЕЙСМІЧНА ПЛОСКА ЗСУВНА В’ЯЗКОПРУЖНА ГАРМОНІЧНА 

ХВИЛЯ. ТЕОРЕТИЧНИЙ ТА ЧИСЛОВИЙ АНАЛІЗ СЦЕНАРІЇВ 

ЗМІНИ ПАРАМЕТРІВ ХВИЛІ В ЗАЛЕЖНОСТІ ВІД ЧАСТОТИ 

 

В цьому розділі, на відміну від попередніх розділів, де аналізуються 

пружні хвилі, розглядається в‘язкопружна хвиля. Сценарії поширення пруж- 

них хвиль основані на нелінійній залежності основних параметрів цих хвиль 

(початкових амплітуди та форми профіля) від пройденої хвилею відстані чи 

часу поширення хвилі. Сценарії, які вивчаються для вязкопружних хвиль, 

основані на нелінійній залежності основних параметрів хвилі (зміни швид-

кості та амплітуди хвилі) від частоти хвилі. Для цього, спочатку викладено 

певні необхідні факти з лінійної теорії в‘язкопружності [41, 56]. Далі будуть 

аналізуватися поширення сейсмічної плоскої зсувної в‘язко-пружної гармо-

нічної хвилі в рамках опису деформування середовища поширення хвилі 

стандартною реологічною моделлю. 

 Наука про хвилі в матеріалах виділяє сейсмічні хвилі в окремий розділ. 

Це пов‘язується з трьома основними особливостями цих хвиль:  

 1) середовище, у якому поширюються сейсмічні хвилі, є товщею Землі 

(грунтові шари);   

 2) сейсмічні хвилі є хвилями з малими значеннями частоти;   

 3) джерелом виникнення сейсмічних хвиль є землетруси, виверження 

вулканів, рух магми в Землі, великі природні зсуви грунту чи великі антро-

погенні (спричинені людською діяльністю) вибухи. 

 

8.1. Найпростіша задача сейсмофізики: сейсмічна гармонічна SH-

хвиля в трикомпонентній системі «атмосфера – пружний 

ґрунтовий шар – пружний скельний масив» 

Саме через розгляд сейсмічної хвилі в цій задачі враховується відмін-

ність від аналогічної задачі механіки як у частині термінології, так і самої 
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постановки задачі. Зокрема, верхньою компонентою трикомпонентної сис-

теми є атмосфера, що є характерним для сейсмічних хвиль у товщі ґрунтових 

порід, які виявляються на поверхні Землі при сейсмічній активності (земле-

труси і т.п.). Вважається, що атмосфера відбиває хвилю назад у ґрунтовий 

шар (частина енергії хвилі переходить у коливання покрівлі шару). Також, 

верхню частину грунтового шару називають покрівлею і нижню – підошвою, 

нижній півпростір називають підстеляючим скельним масивом.  

Опишемо коротко постановку задачі. В площині всі параметри, що від 

носяться до ґрунтового шару 0 z h  , позначаються індексом 1, і параметри, 

що відносяться до нижньої півплощини (підстеляючого скельного масиву) 

0z   , позначаються індексом 2. Припускається, що скельний масив і 

ґру нтовий шар мають фізичні властивості лінійно пружного ізотопного 

матеріалу (в даному випадку, характеризуються густиною  1;2   і моду-

лем зсуву 
 ), тоді як атмосфера є середовищем, яке на границі з Землею, як 

покрівлі ґрунтового шару допускає довільні зміщення і нульові напруження. 

Тому у цій задачі потрібне лише додатково знання коефіцієнту відбиття від 

границі з атмосферою. 

Падаюча зі скельного масиву на підошву ґрунтового шару 0z   хвиля 

(у напрямку знизу вверх і зліва направо) може бути представлена формулою 

                                          2 2 2 2sin cos

2 22
, , ,

i k x k z t

inc
u x z t A e

  


    ,               (8.1) 

де всі параметри вважаються відомими. При переході через підошву ця хвиля 

розділяється на дві – одна відбивається під відомим кутом  2  симетрично 

від підошви і поширюється з невідомою амплітудою і інша продовжує поши-

рення у грунтовому шарі як заломлена хвиля. 

Граничні умови на границі між скельним масивом і ґрунтовим шаром 

виявляють існування закону Снелля  

                                              2 2 1 1sin sink k                                                (8.2) 
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і залежності між коефіцієнтами відбиття V  та прозорості W    

2 2 1 1sin sink k  ,    1 0 11 1V V W   , 

                   2 2 2 1 1 1 1 0 1cos 1 cos 1k V k V W      .                    (8.3) 

Кут падіння хвилі при досягненні хвилею покрівлі шару вираховується 

за формулою (8.3) 

                       1 2 1 2arcsin sink k      або  1 1 2 2arcsin sinT Tc c     .  

Далі роглядаються граничні умови на границі між шаром і атмосфе-

рою. Хвиля, яка падає з шару на границю з атмосферою, є відомою і такою, 

що співпадає з заломленою при переході з масиву в шар хвилею 

            
       1 1 1 1sin cos

1 1 21
, , ,

i k x k z t

inc
u x z t W A e

  


    .                         (8.4) 

При переході через покрівлю ґрунтового шару (лінію розділу z h ) 

хвиля (8.1) відбивається з коефіцієнтом відбиття  
0V   від покрівлі під відомим 

кутом  1  і поширюється з амплітудою 
0 1 2V W A  

         
       1 1 1 1sin cos

1 0 1 21
, , ,

i k x k z t

ref
u x z t V W A e

  


    ,                         (8.5) 

Далі використовуються граничні умови контакту атмосфери з 

ґрунтовим шаром – зміщення на покрівлі задаються формулою 

                                1 1 1
, , , , , , ,

inc ref
u x h t u x h t u x h t                        (8.6) 

і на покрівлі шару зсувне напруження відсутнє 

                        1 1
, , , , 0.

zx inc zx ref
x h t x h t                       (8.7) 

Формули (8.6), (8.7) записують більш докладно в наступному вигляді 

                               1 1 1 1 1 1
sin cos cos

1 1 2 0, ,
i k x t i k h i k h

u x h t W A e e V e
        ,             
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      1 1 1 1 1 1

sin cos cos

1 1 1 0cos 0
i k x t i k h i k h

k e e V e
   

 
      .               

       Відповідні формули для коефіцієнтів мають вигляд 

    
 1 12 cos

0

i k h
V e


 ,  

     1 1 1 1

2 2 2
1 2 cos 2 cos

2 2 2 1 1 1

2 cos

cos 1 cos 1
i k h i k h

k
W

k e k e
 

 

   


  
,    (8.8) 

                    

     
     

1 1 1 1

1 1 1 1

2 cos 2 cos

2 2 2 1 1 1

1 2 cos 2 cos

2 2 2 1 1 1

cos 1 cos 1

cos 1 cos 1

i k h i k h

i k h i k h

k e k e
V

k e k e

 

 

   

   

  


  
.             (8.9) 

Зміщення на поверхні Землі дорівнюють 

                             1 1 1 1 2 1 1, , 2 cos cos cos sinu x h t W k h A k x t      ,           (8.10) 

Формула (8.10) свідчить, що зміщення на поверхні Землі є гармонічним 

за часом; воно змінюється періодично вздовж поверхні; амплітудний 

множник є постійним  1 1 1 22 cos cosW k h A  і залежить від багатьох чинників.                 

         Так коротко виглядає аналіз найпростішої задачі сейсмофізики щодо 

поширення гармонічної зсувної хвилі через грунтовий шар. В рамках такого 

аналізу потрібно знати фізичні властивості грунтового шару.  

8.2. Загальні факти з теорії в‘язкопружності 

Дослідження моделей матеріалів, що одночасно виявляють властивості 

пружності та в'язкості, є предметом теорії в’язкопружності. Якщо припусти-

ти, що вся сукупність пружних моделей є основою теорії пружності, то теорія 

в'язкопружності відповідно є найбільш близькою до теорії пружності серед 

інших теорій, таких як термопружність, п'єзопружність і т.п.  

Зазначена близькість полягає в тому, що для побудови теорії в’язко-

пружності не потрібно вводити якесь нове фізичне поле (наприклад, у теорії 

термопружності необхідно ввести температурне поле, у теорії п’єзопруж-

ності – електромагнітні поля тощо), як показано [41, 78, 102]. 

Можна вважати, що основна концепція теорії в'язкопружності основана 
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на принципі пружності Больцмана і математичному апараті, розробленому 

близько ста років тому Вольтерра. 

Особливістю принципу Больцмана є те, що він поширюється тільки на 

деяку групу основних рівнянь теорії пружності і перетворює в кінцевому 

результаті всю систему в основні рівняння теорії в'язкопружності. Цю групу 

рівнянь називають конститутивними рівняннями або краще сказати уза-

гальненнями закону Гука. 

Традиційно основні рівняння в теорії в'язкопружності називаються 

реологічними рівняннями. Отже, принцип пружності Больцмана застосовано 

для створення нових реологічних рівнянь із пружного закону Гука. 

У загальному випадку закон Гука дає деяку нелінійну залежність між 

компонентами тензорів напружень і деформацій  

                11 31, ,ik ikf   ,    11 31, ,ik ikf     

або                                , ,x t f x t  ,     , ,x t g x t  .             (8.11) 

       Таким чином, цей закон пов'язує напруження в даній точці і в даний 

момент часу з деформаціями в тій же точці і той самий момент. 

Принцип Больцмана стверджує, що напруження в даній точці і в даний 

момент залежить від усього часу зміни деформацій на інтервалі. Тому кажу-

ть, що матеріали мають пам’ять, а напруження є функціоналом деформацій. 

Цю залежність позначають так 

                               
0

, ,
t

x t F x



  




 ,     

0
, ,

t

x t G x



  




 .               (8.12) 

Другий важливий компонент принципу Больцмана полягає в тому, що 

пам’ять про значення деформацій у попередні моменти така, що вплив остан-

ніх моментів є більшим, ніж вплив старих, і аналітично цей вплив описується 

спадною функцією.  

Зазначимо, що більшість результатів в теорії в'язкопружності отримано 

для лінійних функціоналів і, отже, для лінійної теорії.        

Термін в'язкопружність можна  пояснити тим, що теорія  описує явища  
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повзучості деформації та релаксації напруження як прояв наявності в матері-

алі властивостей пружності та в'язкості. Це добре видно з аналізу найпрості-

ших реологічних моделей, які були історично першими і особливості яких 

вплинули і на назву теорії.        

Розглянемо коротко три найпростіші та найбільш використовувані 

серед простих моделей реологічні моделі: двоелементні моделі Максвелла і 

Фойгта, триелементна стандартна модель (модель Кельвіна).       

 У цих моделях використовуються два елементи: пружина, яка пружно 

деформується і позначається H (від Гук-Hook), і поршень, який деформується 

в'язко і позначається N (від Ньютон-Newton). Елементи розташовуються 

шляхом послідовного або паралельного зв'язування. Деформація елементів 

вивчається спеціальним підходом, давно розробленим в реології.   

       При навантаженні (розтягуванні) елементи деформуються і можуть 

характеризуватися напруженням і деформацією - двома основними 

механічними характеристиками. Обидва елементи деформуються за 

лінійними одновимірними моделями: пружне тіло і в'язка рідина відповідно. 

8.3. Дво-елеменитна реологічна модель Максвелла 

Реологічна формула для двоелементної моделі Максвелла має вигляд 

M H N . Максвелл розглядав цю модель для дослідження природи в'язкос-

ті газів. Назва «двоелементна» пов’язана з тим, що в теорії в’язкопружності 

існує практика графічного зображення простих моделей, які складаються з 

двох основних елементів – пружини і поршня. Пружина моделює пружне 

деформування і характеризується пружною постійною 
K , тоді як поршень 

моделює в’язке деформування і характеризується в’язкою постійною 
K . 

      Реологічна схема наведена на рис.8.1. Схему коментують так: завдяки 

послідовному зєднанню елементів, напруження в елементах будуть однако-

вими. 
H N    , 2 , 2H H N N     .  
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              Рис. 8.1. Зображення схеми Максвелла 

      Швидкість деформації в точці A , до якої прикладена сила розтягу, 

дорівнює сумі швидкостей в елементах   

                                            ,
2 2

H N
H N

 
 

 
  .  

                                      
   ( )

2 2

A t t
t

 
 

 
   .                                           (8.13) 

Це реологічне рівняння для моделі Максвелла. 

       Рівняння (8.13) відносно функцій    ,t t    є звичайним диферен-

ціальним рівнянням першого порядку зі сталими коефіцієнтами. Зазвичай 

рівняння (8.13) інтегрується з умовою відсутності напружень і деформацій у 

початковий момент    0 0, 0 0   . У результаті виходить представлення 

напруження та деформації 

                                                
0

1

2

t

t t d


    
 

   .                                (8.14) 

Якщо припустити    0 , 0o o     , тоді    
0

2

t
t

ot e e d

 


      
  

  
  

    або 

                                    
 

0

2

t
t

o ot t e d





       



  
    

  
 .             (8.15) 

Як правило, три окремі випадки цікаві можливістю досить повно охарактери- 
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зувати здатність моделі описувати явища релаксації напружень і повзучості 

деформацій:   

Випадок 1. const  .  Випадок 2. const  . Випадок 3.   sinot t    

або   sinot t   . 

Випадок 1. Рівняння (8.15) спрощується до  

                                          
t

ot e



 


 .                          (8.16) 

       Отже, напруження спадає за експоненціальним законом від 
o  до нуля, 

що відповідає класичному визначенню релаксації. 

       Зазначимо, що час протягом якого напруження зменшується в е разів, 

називається часом релаксації. У моделі Максвелла він має вигляд: 

                                                         rel





 .                         (8.17) 

і наступну розмірність     ,Pa Pa s    .   

Випадок 2. Якщо розглянути рівняння (8.13), з якого випливає 
2





   

const . Тобто в цьому випадку матеріал тече з постійною швидкістю, як 

рідина Ньютона. 

       Таким чином, модель Максвелла не описує повзучість деформації і в 

цьому сенсі є виродженою моделлю. 

Випадок 3 . Рівняння (8.13) з урахуванням того, що   sinot t    пе-

ретвориться на форму 

                                     
1

sin cos
2 2

o ot t t


    
 

  .                      (8.18) 

Розв’яжемо це рівняння відносно  t  

                                        
1 1

cos sin
2 2

o ot t t    
 

   .                       (8.19) 

Позначимо cos , sin
2 2

o o
o o

 
   

 
   , то останнє рівняння перетвориться                                       
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                                                     sinot t     .                        (8.20) 

Зазвичай так кажуть 
o  – амплітуда коливань деформації і   – кут 

зсуву фази коливань деформації відносно коливань напружень. Вони визна-

чаються за формулами      

                      

2 2

2 2 2

2 2 2

o o o
o

  
   

  

   
       

   
 

                     
2 21

2

o
rel

rel


 


  ,     

1
tan

rel




 
    .                    (8.21) 

Таким чином, коли частота (або час релаксації) змінюється від нуля до нес-

кінченності, то амплітуда змінюється від нескінченності до 2o   і кут фазо-

вого зсуву змінюється від 2  до нуля. Кут зсуву фази завжди негативний, 

що означає, що зміна напруження завжди має наслідком зміну деформації. 

Зазначимо  ти, що модель Максвелла належить до найпростіших реоло-

гічних моделей і має методологічний характер, якісно вірно відображає най-

більш суттєві особливості деформування полімерів при переході їх із високо-

пружного стану до стану в'язкої течії. 

8.4. Дво-елементна реологічна модель Фойхта 

Модель запропонована Кельвіном у 1875 році для пояснення явища 

затухання під час коливань гелів  і використана Фойхтом у 1890-92 роках як 

моделювання поведінки однофазних середовищ, які деформувалися як тверде 

тіло. Цю модель разом з моделлю Максвелла відносять до найпростіших – 

двоелементних моделей теорії в‘язкопружності.  

        Модель Фойхта графічно зображається як пружина і поршень, що 

складені паралельно. F H N . Реологічна схема показана на рис.8.2.  
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     Рис. 8.2. Зображення схеми Фойхта 

Рівняння зв‘язку між напруженням і деформацією (конститутивне рів-

няння) має вигляд звичайного диференціального рівняння першого порядку з 

постійними коефіцієнтами 

                      K Kt t t      .                          (8.22) 

Залежність (8.22) може бути представлена у вигляді лінійного інтегрального 

рівняння за умови відсутності початкової деформації  0 0   

                
 

0
1

K

K

tt

Kt e d




    
 

  .              (8.23) 

Відповідного інтегрального рівняння щодо напруження немає, його заміняє 

диференціальне рівняння (8.22). 

       Формули (8.22) і (8.23) використовуються для вивчення релаксації 

напруження при постійній деформації і повзучості деформації при постійно-

му напруженні. 

       Формула (8.23) дає відповідь, чи описує модель Фойхта явище повзу-

чості при постійному значенні   ot   

                                    1 1
K

retK

t
t

o o

K Kt e e



    
   

     
   
   

.             (8.24) 

       Отже, у початковий момент деформація відсутня і далі зростає за екс-

поненціальним законом до значення 
o

K  . У формулі (8.24) з‘являється 

величина 
ret  як час запізнювання (ретардації) деформації, протягом якого 
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деформація збільшується (повзе) від нуля до  11 e . Таким чином, модель 

описує повзучість. 

       Формула (8.22) дає відповідь, чи описує модель Фойхта явище релак-

сації при постійному значенні деформації   .ot  Оскільки з (8.22) випли-

ває, що   0o

K Kt      ,  то напруження не змінюється і релаксація від-

сутня. Тому модель називають виродженою і, як правило, використовують 

лише для прикладів в підручниках.  

       Розглянемо можливість застосування реологічної моделі Фойхта до 

вивчення поширення сейсмічної плоскої поперечної гармонічної хвилі змі- 

щення (SH-хвилі). Опишемо задачу поширення SH-хвилі в рамках лінійної 

теорії в‘язкопружності.  

       Оскільки будь-яка одновимірна гармонічна хвиля зміщення має вигляд 

                              
,

i kx tou x t u e


 ,               (8.25) 

(тобто з часом відбуваються коливання з частотою  ), то загальноприйнятий 

метод отримання рівняння поширення такої хвилі в теорії в‘язкопружності 

використовує так звані комплексні модулі. Вони вводяться на основі предста-

влення рівняння руху, яке у теорії в‘язкопружності отримують з використан-

ням інтегрального в‘язкопружного оператора заміною в рівнянні теорії пруж- 

ності пружного модуля на цей оператор. 

       Але для простих моделей, до яких відноситься модель Фойхта, можна 

застосувати прямий підхід. На першому кроці цього підходу використовує- 

ться факт, що будь-який одновимірний рух для будь-якої залежності напру-

ження від деформації (конкретно, як для пружного закону деформування, так 

і для в‘язкопружного закону) описується рівнянням 

                                                       2 2u t x      .               (8.26) 

       Далі прямий підхід полягає у прямій підстановці конститутивного 

закону (8.22) для моделі Фойхта. Цей підхід уможливлює пряме обчислення 
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параметрів плоскої поперечно поляризованої гармонічної хвилі зміщення, 

саме яка є предметом аналізу. 

       Представлення хвилі у цьому випадку використовує поняття постійної 

амплітуди A , дійсного хвильового числа k  та коефіцієнта релаксації 0    

                
,

x i kx t
u x t Ae

   
 .                        (8.27) 

      Підставимо представлення деформації через зміщення  u x    в 

конститутивне рівняння (8.22)  

                                        
2

K K K K

u u
t t t

x x t
      

 
   

  
.                  (8.28) 

Цей вираз підставимо в рівняння руху (8.26) і отримаємо рівняння, яке 

описує гармонічну в‘язкоупружну SH-хвилю, 

                                               
2 2 3

2 2 2
0K K

u u u

t x x t
  
  

  
   

.              (8.29) 

       Зауважимо, що це вже не найпростіше хвильове рівняння, яким опи-

сується поширення пружної хвилі – порядок рівняння третій, а не другий. 

       Отже, формально затухання хвилі в рамках моделі Фойхта врахову-

ється в рівнянні (8.29) членом  3 2

K u x t    .  

       Перевіримо, чи має рівняння (8.29) розв‘язок у вигляді хвилі (8.27). Для 

цього підставляємо (8.27) в (8.29)  і з врахуванням позначень 
o

T Kv   ,  

 K K    отримуємо 

                       
2

2 2 2 2 22 2 0.o

Tv k k i k k      


         
 

       (8.30) 

       Прирівняємо окремо до нуля дійсну і уявну частини в (8.30) і далі 

розв’яжемо два рівняння щодо двох невідомих величин – хвильового числа k   

і коефіцієнта затухання  . 

       З рівності уявної частини нулеві отримуємо значення   через k  



260 

     
2 22

0
k

k 


   ,    2
1 1

k
 


  ,    21

1 1
Tv

 


  . (8.31) 

де вважається, що невідома швидкість хвилі виражається через невідоме хви-

льове число  Tv k . 

       Далі, враховуючи формулу (8.31), отримуємо формулу для знаходжен-

ня швидкості хвилі через відомі параметри реологічної моделі і відому 

частоту 

                                     
2 2

2 1 1 1
o

T
T

v
v  


     

    
,             (8.32) 

і формулу для визначення коефіцієнта затухання 

                                   
2 21

1 1 1
2 o

Tv
   

  
      

  
.             (8.33) 

       Обидві формули свідчать, що частота суттєво впливає на параметри  

хвилі. Формула (8.33) також свідчить, що хвиля дисперсивна, оскільки її 

швидкість нелінійно залежить від частоти. 

       Нагадаємо тут, що модель Фойхта не описує одне з двох основних 

явищ реологічної поведінки - релаксації напруження. У цій моделі напру-

ження весь час незмінні, коли насправді в ґрунтових шарах вони зменшу-

ються. Як відомо, одним з основних механізмів руйнування є перевищення 

певного рівня напружень. Більш повні реологічні моделі описують факт, що 

деформування супроводжується зниженням рівня напружень і таким 

способом зменшенням імовірності руйнування. 

 

8.5. Стандартна реологічна модель (три-елементні моделі 

Пойнтінга-Томсона та Кельвіна). 

 Наступною за складністю простотою моделлю є три-елементна мо-

дель, коли до двох елементів моделі Фойхта додають ще одну пружину. 
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                      Рис. 8.3. Схематичне зображення три-елементних схем  

(зліва модель Пойнтінга-Томсона  ||P T H N H   , справа модель Кель-

віна  ||K H N H  ). 

       Отримується так звана стандартна модель теорії в‘язкопружності, яка 

описує обидва явища – релаксацію напруження і повзучість деформації. Але 

існують ще інші переваги стандартної моделі, які будуть показані згодом. 

       У цій моделі рівняння зв‘язку між напруженням і деформацією (ко-

нститутивне рівняння) має вигляд звичайного диференціального рівняння 1-

ого порядку з постійними коефіцієнтами 

                                 K S K S K

K S K S K S

t t t t
    

   
     

  
  

.               (8.34) 

Звичайно рівняння (8.34) записують у вигляді 

                                                                      n t t En t H t      ,                (8.35) 

де використовуються три реологічні параметри: E  - миттєвий модуль пруж- 

ності, H  - тривалий модуль пружності, n  - час релаксації. Кожен з цих трьох 

параметрів має фізичне трактування.  

      Модуль E  називають миттєвим модулем пружності з тих міркувань, що 

при швидких процесах деформування швидкості    ,t t   є великими 

порівняно з самими    ,t t  і тоді величинами    ,t H t   в (8.35) можна 

знехтувати. Реологічний закон (8.35) перетворюється в закон Гука     t E t   

з модулем пружності E .  

      Модуль H  називають тривалим модулем пружності тому, що при по- 
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вільних процесах деформування величини    ,t H t   є великими порівняно 

з їхніми швидкостями і тоді виразами    ,n t nE t   в (8.35) можна знехту-

вати. У цьому разі з (8.35) знову отримується закон Гука    t H t   з моду-

лем пружності H .   

Диференціальне рівняння (8.35) має два еквівалентні представлення у 

вигляді інтегральних рівнянь з простими експоненціальними ядрами 

                                             
0

t
t

n
E H

t E t e d
n



    



   ,                       (8.36)  

                                         
 

 
 

2 0

H
tt

En
t E H

t e d
E E n


   

 
   .             (8.37) 

   Релаксацію напруження при заданому постійному значенні деформації 

о  стандартна модель описує за формулою (8.36) таким чином 

                                               
t

o nt H E H e 
 

   
 

,                        (8.38) 

Tобто, напруження релаксує від початкового значення oE  до значення oH , 

яке відповідає тривалому періоду спостереження.  

Повзучість деформації при сталому значенні напруження о  стандар-

тна модель описує за формулою (8.37) таким виразом 

                                                              
1 1 1

H
t

o Ent e
H E H

 
  

    
  

,                      (8.39) 

Тобто, деформація зростає (повзе) від початкового значення 
o E  до значен-

ня 
o H , яке відповідає тривалому періоду спостереження. 

 

8.6. Задача про гармонічну сейсмічну хвилю в рамках стандартної 

реологічної моделі  

Застосуємо прямий підхід до аналізу поширення зсувної гармонічної 

хвилі в рамках стандартної моделі. Для цього підставимо лінійне представ-
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лення деформації через зміщення u x     в рівняння (8.35), у якому зміни-

мо позначення, ввівши модуль зсуву     0 ,E    H    

                                               
2

0

u u
n n

t x t x


  

  
  

   
.                       (8.40) 

Рівняння руху, записане через зміщення, можна отримати використавши 

класичне рівняння руху    2 2u t x       і створивши на його основі 

рівності  

            

3 2

3

u
n n

t x t



 


  

   та   
2 3 2

2 3

u u
n n

t t x x t

 
 
   

  
    

. 

Підстановка цих рівностей в рівняння (8.40) дає нове рівняння руху 

                                          
2 3 3 2

02 3 2 2

u u u u
n n

t t x t x
   

   
  

    
.             (8.41) 

Рівняння (8.41) містить додатково два доданки з третіми похідними. 

        Зауважимо, що це не найпростіше хвильове рівняння, яким описується 

класична пружна зсувна хвиля 

                                                       
2 2

2 2
0

u u

t x
 

 
 

 
.                                     (8.42) 

При вивченні гармонічних хвиль, які описує реологічне рівняння (8.41), 

можливі три випадки.  

У випадку 1 вважається, що хвиля затухає за просторовою координат-

тою і має вигляд  

                                                        
,

x i kx t
u x t Ae

   
 .                                    (8.43) 

Випадок 2 розглядає затухання за часом і тоді хвиля має інший вигляд 

                                  
,

i kx i t
u x t Ae

     .                        (8.44)   

 Випадок 3 відповідає класичній гармонічній хвилі з невідомим 

хвильовим числом 
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                                                           
,

i kx t
u x t Ae


 .                                      (8.45)  

В усіх випадках слід перевірити, чи має рівняння (8.41) розв‘язок у 

вигляді хвилі (8.43) або (8.44).  

       У випадку 1 при підстановці (8.43) у (8.41) з врахуванням позначення 

0

o

Tv    отримуємо рівняння зв’язку між невідомими параметрами хвилі - 

хвильовим числом k  , коефіцієнтом затухання   і частотою    

             
    

     

2
2 2 2

0

2
3 2 2

0

/ 2

2 / 0

o

T
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T

v k n k

i n v n k k

    

     









    
  

     
  

            (8.46) 

Далі необхідно прирівняти дійсну та уявну частини рівняння (8.46) до нуля. 

При цьому введемо позначення 

                                                     2 2

0

o

T Tv v m  

                                   (8.47) 

і отримаємо два рівняння дуже подібної структури 

                                           
 

2
2 1

2 2
2 0T T

o

T

m
v nm v

v






     ,                             (8.48) 

                                
1

2
2 2 22 0oT

T T

v
v v

nm
  




    
  

.                           (8.49) 

      Отримані рівняння не є ідентичними і містять три невідомі величини – 

актуальну швидкість хвилі 
Tv , коефіцієнт затухання хвилі   та частоту  . 

Тому з цих рівнянь можна визначити перші дві величини як функції частоти. 

Рівняння (8.48), (8.49) можна перетворити до більш зручного вигляду 

шляхом ділення рівняння (8.49) на 2   і наступного додавання отриманого 

рівняння і рівняння (8.48) 

                                   TKv  ,  
 

 
 
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2 1o
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v nm
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,                       (8.50) 
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 

2
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


 
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 
 

.                    (8.51) 

        Отже, в стандартній моделі актуальна швидкість хвилі і затухання амп-

літуди хвилі за просторовою координатою залежать нелінійно від частоти і  

визначаються початковою швидкістю та відношенням миттєвого модуля до 

тривалого модуля.    

   Можливо, найбільш важливим висновком з отриманих формул щодо 

швидкості хвилі і її затухання для подальшого аналізу сейсмічних хвиль є те, 

що ці характеристики хвилі в окремо взятому шарі грунту є різними для 

різних частот. Це не узгоджується з загальноприйнятим в теорії сейсмічних 

хвиль припущенням про незалежність модуля зсуву від частоти і залежності 

модуля зсуву (отже, швидкості зсувної хвилі в окремо взятому шарі грунту), 

а також залежності цього модуля від часу. Ця залежність взагалі протирічить 

концепції континуальної механіки про сталість модулів (параметрів моделі, 

сталих, констант).  

        У випадку 2 підстановка представлення (8.44) у рівняння (8.41) дає 

інше рівняння зв’язку між невідомими параметрами хвилі - хвильовим чис-

лом k  , коефіцієнтом затухання   і частотою   

                                            
   

 

2 2 2 3 2

0

2 2 2

0

3

3 2 0

n n k n

i n n nk

       

    

    

    
                 (8.52) 

Прирівнюючи дійсну та уявну частини рівняння (8.52) до нуля, отрримуємо 

два рівняння структури, відмінної від структури рівнянь (8.50), ( 8.51) 

                        
2

3 2 2 2 2 23 1 0o

T T T T T Tv n n v n m      


        ,         (8.53) 

                                     
2 22 2 22 3 1 0o

T X X Tv n v   
 

    .               (8.54) 

Рівняння (8.54) дає просту формулу зв‘язку між актуальною швидкістю хвилі  
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Tv , коефіцієнтом затухання хвилі що до частоти   

                                               
2

2

2 2 23 2 1

o

T
T

X X

v
v
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

 
.                             (8.55) 

Підстановка значення швидкості хвилі (8.55) в рівняння (8.53) дає кубічне 

алгебраїчне рівняння щодо величини коефіцієнта затухання 
T         

                3 2 2 2 23 4 1 1 1 2 1 4 1 1 0T T Tn m n m n m           .   (8.56) 

При відомому дійсному X  представлення хвилі у вигляді (8.44) є мож-

ливим і швидкість хвилі визначається за формулою (8.55). Отже, цей випалок 

описує дисперсійну хвилю. 

Випадок 3 досліджується за схемою, використаною для двох попе-

редніх випадків. 

Однак при припущенні, що хвильове число є дійсним, рівняння типу 

(8.48), ( 8.49) та (8.53), ( 8.54) не узгоджуються між собою, з чого випливає, 

що шуканий розв‘язок не існує. Коли припустити, що хвильове число є 

комплексним, то випадок 3 співпадає з випадком 1. 

Перевагою в застосуванні стандартної реологічної моделі до аналізу 

сейсмічних хвиль в грунтових шарах можна вважати можливість аналітично 

порахувати характеристики хвилі. Для кожного конкретного шару треба 

знати три константи моделі (миттєвий модуль, тривалий модуль, час релак-

сації) і параметри хвилі на вході в шар (амплітуду, кут падіння, частоту, кое-

фіцієнт затухання). Отже, в конкретних задачах про сейсмічні хвилі необ-

хідні конкретні знання значень реологічних параметрів моделі. Вважається, 

що константи стандартної моделі визначаються зі стандартних (регламенто-

ваних) дослідів на повзучість зразків при зсуві. 

 

8.7. Простий спосіб визначення трьох реологічних параметрів 

моделі.  

Цей спосіб застосовується в механіці полімерних матеріалів і описаний 

у книзі [106] і, скоріш за все, невідомий у механіці грунтів та сейсмофізиці. 
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Простота методу полягає у тому, що всі три параметри реологічної моделі 

визначаються з однієї кривої повзучості, отриманої з досліду на одновісний 

розтяг чи простий зсув.  

       Як відомо з [32, 106, 109], теоретична крива повзучості у стандартній 

реологічній моделі визначається формулою (8.39)  

                                             
1 1 1

H
t

o Ent e
H E H

 
  

    
  

.                                  

         Будь-який спосіб визначення реологічних параметрів за допомогою 

експериментальної кривої повзучості пов'язаний з умовою, що експери-

ментальна і теоретична криві повзучості повинні бути якомога ближче одна 

до одної. Тут виникають дві проблеми, повязані з аналізом експеримен-

тальної кривої. Проблема 1 полягає у тому, що миттєву деформацію 
0  

складно зафіксувати для початкових значень часу кривої повзучості (складно 

зафіксувати відповідну точку на кривій). Проблема 2 стосується тривалого 

модуля і відповідного значення деформації на кривій повзучості. Таке зна-

чення можна отримати лише при довготривалому експерименті, який склад-

но здійснити. Тому в механіці полімерних матеріалів вироблена така методи-

ка.  

 Спочатку фіксуються моменти часу   

                                                  0,1,2,4,8,16,...nt t n                 (8.57) 

і вводяться позначення 
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Тоді з формули (8.39) випливають такі рівності 
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або                               
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   З формул (8.60) отримується рівність 
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 Таким чином, для знаходження 
0  , яке дає значення миттєвого мо-

дуля Е  за однією з відомих формул (для кривої повзучості значення напру-

ження    відоме) 

                                                   0, ,
En

b
H E H

 
      ,                              (8.62)  

треба знати 
1 2 4, ,    - три величини, які визначаються з кривої повзучості. За 

очевидної умови 
0 10     таке значення знаходиться як корінь квадратного 

рівняння (8.61) щодо 
0 .  

  При відомому 
0  значення деформації при довготривалій повзучості 

 (а, отже, тривалого модуля H  згідно з першою формулою (8.62)), вирахо-

вується за першою формулою (8.60).  

 Як випливає з проведеного вище аналізу, два реологічні параметри зна- 

ходяться досить просто. Однак, третій параметр – час релаксації n   – потре-

бує подальшого аналізу. 

        Розглянемо далі коротко гіпотетичний приклад з книги [111] та ряду 

посилань [122, 142-144]. Нагадаємо, що аналізується відповідність експе-

рименттальної кривої теоретичній, яка проходить через три точки 

     1 2 3, ,t t t    з експериментальної кривої. Цих трьох значень достатньо 

для визначення трьох реологічних параметрів стандартної моделі. Оскільки 

спосіб отримання значень миттєвого і тривалого модулів вже описаний, то 

зосередимось на визначенні часу релаксації. 

        Звернемося до формули (8.39), яка описує теоретично повзучість для до- 
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вільного напруження і у довільний момент часу. Особливістю кривої пов-

зучості є те, що вона будується експериментально при постійному напружен-

ні. Для конкретних точок на кривій 
Nt  при позначенні 

N N

En
b t

H
  значення 

деформації, яка відповідає цій точці на кривій, визначається за простою фор-

мулою  

                                                 Nb

N

H E
b e

HE
   




  ,                        (8.63) 

або 

                                             
 

ln N

N

b HE
b

H E

 




 

   
 

,              (8.64) 

       Формула (8.64) дає значення часу релаксації, на чому процедура 

знаходження реологічних параметрів закінчується.                       

        Рис. 8.4 показує гіпотетичну криву повзучості і схематично вибір точок 

на кривій повзучості [33, 111]. Нехай моменти часу 
1 2 3, ,t t t  вибрані так, як 

показано на цьому рисунку. Відповідні значення деформації є такими 

(система СІ): 
1 3,   

2 34, 5    .  

 Зазначимо, що на рисунку прийняті позначення 0 y  , 
n   . Тоді  

                                                     
0 1,38  , 5,6  .                                     (8.65)  

 Час релаксації визначається за формулою (8.64)  

                                                          
32,4 10n   .                                            (8.66) 

 

Рис. 8.4 Гіпотетична крива повзучості 

 Таким чином, розвинена стосовно полімерних матеріалів методика 

визначення реологічних параметрів стандартної моделі є простою, однознач-

ною і виключає суб’єктивний вибір точок на експериментальній  кривій  пов- 
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повзучості.  

       Ще одною перевагою цієї методики є вже згадувана можливість виз-

начати три реологічні параметри з одного експерименту на одновісний розтяг 

чи простий зсув. 

 

8.8. Обчислення параметрів реологічної моделі для трьох типів 

грунтових шарів. Теоретичний та числовий аналіз сценаріїв 

зміни швидкості хвилі та затухання амплітуди хвилі з часом та 

відстанню поширення хвилі 

  Розглянемо далі можливість застосування описаного підходу (способу, 

методики) до аналізу грунтових шарів. Для цього використаємо експеримент-

тальні криві повзучості трьох типів грунтових шарів - бурого суглинку, піща-

ного жирного суглинку, отримані в роботі [103, 109] та мулистої глини 

отримані в роботі [156]. Ці криві показані на рисунках 8.5 та 8.6 відповідно.     

На рисунках 8.5 та 8.6 показані залежності деформації зсуву (насправді, 

показані значення відхилення  від початкової довжини циліндричного зразка)  

від часу при різних значеннях прикладеного зсувного напруження.  

 Показані рисунки дають змогу розглянути три приклади обчислення 

реологічних параметрів та знаходження сценаріїв зміни характеристик хвилі.  

 

Рис. 8.5 Криві повзучості для бурого суглинку та піщаного жирного суглинку 
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Рис. 8.6 Криві повзучості для мулистої глини. 

Далі проаналізуємо розв’язки які описують реологічне рівняння (8.41)  

для двох перших можливих випадків (варіант 1, 2).  

 Відповідні розв’язки залежності швидкості зсувної хвилі від частоти 

(8.49) та залежність затухання амплітуди хвилі від частоти (8.48) варіанту 1 

наступні:         

                                                          
 

2

1
2 1o

T Tv v nm
nm

 
   

 
 

                                              (8.67) 

 

 

   

 

   

2

2 2

2 4 2 2

2 2 2

1 1
1 1

1 1 1

1 11 1 1

m m
nm nm

nm n m
m mm m m

 
 

 
       
                         
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   
    
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 

 
 
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1

1
2 1o

T
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nm






 
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 

 
 

                                 (8.68) 
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Розглянемо рівняння (8.55) залежності швидкості від коефіцієнта  

затухання хвилі   з часом поширення хвилі  для варіанту 2  та рівняння (8.56) 
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залежності величини   від частоти для варіанту 2  

         

2
2

2 2 23 2 1

o

T
T

X X

v
v

n   


 
.                                             

       3 2 2 2 23 4 1 1 1 2 1 4 1 1 0T T Tn m n m n m           . 

Оскільки математично важко виразити 
T  з рівняння (8.56), то було 

прийнято, що графіки для (8.55) та (8.56)  будуть отримані з рівнянь 

поточково  шляхом вибору десяти значень   та відповідної підстановки в 

дані рівняння. 

 Розв’язок, що розглядає затухання за часом (випадок 2)  відповідає кла-

сичній гармонічній хвилі з невідомим хвильовим числом і має вигляд  

                               
, cos( )

i kx i t ikx i t t tu x t Ae Ae Ae kx t
     

         .           (8.69) 

Далі проведено теоретичний та чисельний аналіз для кожного типу 

грунтових шарів.  Всього розглянуто 6 прикладів. Кожному прикладу відпо-

відає один із трьох грунтових шарів та два різних значення напруження  , 

які визначені з робіт [112, 130, 126, 128] Для одного грунтового шару та від-

повідного значення напруження знайдено відповідні деформації 
1 2 3, ,    з 

яких отримані деформації 
0 ,  , значення миттєвого і тривалого модулів 

зсуву, а також відповідні швидкості хвилі та час релаксації. 

Для кожного грунтового шару (один грунтовий шар та відповідне зна-

чення напруження) побудовано шість наборів графіків. Кожен набір включає 

п’ять графіків: перший графік відповідає залежності швидкості хвилі від час-

тоти (випадок 1), другий  залежності затухання амплітуди хвилі від частоти 

хвилі (випадок 1), третій  залежності швидкості хвилі від частоти 

(випадок2), четвертий залежності затухання хвилі 
T  від частоти хвилі (ви-

падок 2), п’ятий  сценарій еволюції хвилі в залежності від часу.     

Приклад 1 (піщаний жирний суглинок для 4,1psi  ). 
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Виберемо далі криву, яка відповідає піщаному жирному суглинку при  

значенні напруження 4,1 28,25851psi КПа    і густині 
31,09 10   г/см

3
 

(третя знизу крива на рисунку 8.5).   

Спочатку фіксуємо моменти часу: 
1 2 49, 18, 36t t t    (у хвилинах) або 

1 2 4540, 1080, 2160t t t    (у секундах).                   

  З форми вибраної кривої випливає, що відповідні значення деформації 

є такими (система СІ): 

                                       
3 3 3

1 2 35,83 10 , 6,66 10 , 7,5 10          .             (8.70) 

  Тоді, згідно з формулами (8.60) - (8.62), деформації 
0 ,    приймають 

значення 

                                                
3 3

0 4,4 10 , 8,0 10  

    .                             (8.71) 

Відповідні значення миттєвого і тривалого модулів зсуву, швидкостями 

хвилі та відношення модулів є такими 

                                    
6 6

0 6,28 10 , 3,51 10 ,E H                                (8.72) 

                                 
0

0

75,94, 56,77

1,8.

o

T Tv v

m

   

 







   

 
                      (8.73) 

Час релаксації визначається за формулою (8.64)  

                     639.87n                                                  (8.74) 

  Всі три реологічні параметри стандартної моделi для піщаного жирного 

суглинку знайдені. Запропонований підхід працює, він є простим і зручним. 

  Далі чисельно аналізуються формули (8.67), (8.68), (8.55), (8.56) та 

(8.69)  і для отриманих значення реологічних параметрів (8.72-8.74). 

На рис. 8.7-8.11 наведено графіки для варіанта, що відповідає грунтово-

му шару піщаний жирний суглинок і таким значенням параметрів: 4,1psi   

і густині 
31,09 10    г/см

3
. 
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Рис. 8.7. Залежність швидкості хвилі від частоти (випадок 1) 

 

Рис. 8.8. Залежність затухання амплітуди хвилі від частоти (випадок 1) 

 

Рис. 8.9. Залежність швидкості хвилі від затухання (випадок 2) 

 

Рис. 8.10. Залежність затухання 
T  від частоти хвилі (випадок 2) 
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Рис. 8.11. Сценарій еволюції хвилі в залежності від часу 

Приклад 2 (піщаний жирний суглинок для 4,9 psi  ). 

Виберемо далі криву, яка відповідає піщаному жирному суглинку при 

значенні напруження 4,9 33,784psi КПа    і густині 
31,09 10    г/см

3
 

(третя знизу крива на рисунку . 8.5).   

Спочатку фіксуємо моменти часу: 
1 2 49, 18, 36t t t    (у хвилинах) або 

1 2 4540, 1080, 2160t t t    (у секундах).                   

  З форми вибраної кривої випливає, що відповідні значення деформації 

є такими (система СІ): 

                                       
3 3 3

1 2 38,0 10 , 9,3 10 , 10,6 10          .             (8.75) 

  Тоді, згідно з формулами (8.60) - (8.62), деформації 
0 ,    приймають 

значення 

                                       
3 3

0 5,8 10 , 11,4 10  

    .                                     (8.76) 

Відповідні значення миттєвого і тривалого модулів зсуву, швидкостями 

хвилі та відношення модулів є такими 

                                    
6 6

0 5,72 10 , 2,96 10 ,E H                                (8.77) 
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                       (8.78) 

         Час релаксації визначається за формулою (8.64)  

                     580.25n                                                  (8.79) 
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  Отже, всі три реологічні параметри стандартної моделi для піщаного 

жирного суглинку знайдені. Запропонований підхід працює, він є простим і 

зручним. 

  Далі чисельно аналізуються формули (8.67), (8.68), (8.55), (8.56) та 

(8.69)  і отриманих значення реологічних параметрів (8.77-8.79). 

На рис. 8.12-8.16 наведено графіки для варіанта, що відповідає грунтово-

му шару піщаний жирний суглинок і таким значенням параметрів: 4,9 psi   

і густині 
31,09 10    г/см

3
. 

 
Рис. 8.12. Залежність швидкості хвилі від частоти (випадок 1) 

 
Рис. 8.13. Залежність затухання амплітуди хвилі від частоти (випадок 1) 

 

Рис. 8.14. Залежність швидкості хвилі від затухання (випадок 2) 



277 

 

Рис. 8.15. Залежність затухання 
T  від частоти хвилі (випадок 2) 

 

Рис. 8.16. Сценарій еволюції хвилі в залежності від часу 

Проаналізовано два приклади для одного матеріалу, піщаного жирного 

суглинку, при наступних значеннях  напруження 4,1  psi та 4,9  psi 

відповідно. На рисунках (8.7, 8.9, 8.12, 8.14) спостерігається зміна швидкості 

хвилі. Швидкість суттєво нелінійно змінюється зі зміною частоти, але 

спостережена зміна складає долі процента від початкового значення 

швидкості. Отже, зміна швидкості з частотою незначна і хвилю можна 

вважати не дисперсійною.  

Друга група рисунків (8.8, 8.13) показує нелінійну зміну затухання амп-

літуди хвилі з пройденою хвилею відстанню при зміні частоти та з часом 

поширення хвилі. Ситуація аналогічна ситуації, яка показана на першій групі  

графіків. Зміна затухання амплітуди хвилі з часом чи з відстанню є якісно 

спостережуваною, але кількісно є незначною. 

Третя група рисунків (8.10, 8.15) демонструє зміну затухання ампулі-

туди хвилі від частоти (2-гий випадок). Графіки показують що залежність не-  
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значна. Зміна затухання є  якісно спостережуваною, але кількісно є незнач-

ною. 

Четверта група рисунків 8.11 та 8.16 показує сценарії еволюції хвилі 

при її поширенні (тобто, в залежності від часу поширення). Показані сценарії 

підтверджують початкове припущення, що стандартна реологічна модель 

описує хвилю, експоненціально затухаючу з часом поширення.  

Приклад 3 (бурий суглинок для 4,1psi  ). 

  Виберемо далі криву, яка відповідає бурому суглинку при значенні 

напруження 4,1 28,25851psi КПа    і густині 
31,137 10    г/см

3
 (п’ята 

знизу крива на рисунку 8.5).  

Спочатку виберемо моменти часу:  

    
1 2 49, 18, 36t t t    (у хвилинах) або 

1 2 4540, 1080, 2160t t t    (у секун-

дах).     

   З форми вибраної кривої випливає, що відповідні значення деформації 

є такими (система СІ): 

                                  
3 3 3

1 2 36,66 10 , 8,83 10 , 11,33 10          .               (8.80) 

  Тоді, згідно з формулами (8.60) - (8.62), деформації 
0 ,    приймають 

значення 

                                                   
3 3

0 3,4 10 , 13,5 10  

    .                         (8.81) 

Відповідні значення миттєвого і тривалого модулів зсуву, швидкостями 

хвилі та відношення модулів є такими  

                    

6 6

0

0

8,1 10 , 2,08 10 ,

84,404, 42,77o

T T

E H

v v

 

   







     

   
                      (8.82) 

0 3,89.m     

     Час релаксації визначається за формулою (8.64) і є таким 

                    366.68n                                                  (8.83) 

Отже, всі три реологічні параметри стандартної моделi для бурого суг-

линку  знайдені. Як і в  попередньому  прикладі,  запропонований  підхід пра- 
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цює, він є простим і зручним. 

  Далі чисельно аналізуються формули (8.67), (8.68), (8.55), (8.56) та 

(8.69)  і отриманих значення реологічних параметрів (8.81-8.83). 

На рис. 8.17-8.21 наведено графіки для варіанта, що відповідає грунтово-

му шару бурий суглинок і таким значенням параметрів: 4,1psi   і густині 

31,137 10    г/см
3
. 

 

Рис. 8.17. Залежність швидкості хвилі від частоти (випадок 1) 

 
Рис. 8.18. Залежність затухання амплітуди хвилі від частоти (випадок 1) 

 

Рис. 8.19. Залежність швидкості хвилі від затухання (випадок 2) 
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Рис. 8.20. Залежність затухання 
T  від частоти хвилі (випадок 2) 

 

Рис. 8.21. Сценарій еволюції хвилі в залежності від часу 

Приклад 4 (бурий суглинок для 4,5psi  ). 

Виберемо далі криву, яка відповідає бурому суглинку при значенні 

напруження 4,5 31,026psi КПа    і густині 
31,137 10    г/см

3
 (шоста 

знизу крива на рисунку 8.5).  

Спочатку виберемо моменти часу:  

1 2 49, 18, 36t t t    (у хвилинах) або 
1 2 4540, 1080, 2160t t t    (у секундах).     

  З форми вибраної кривої випливає, що відповідні значення деформації 

є такими (система СІ): 

                                      
3 3 3

1 2 38,3 10 , 11,6 10 , 14,0 10          .              (8.84) 

  Тоді, згідно з формулами (8.60) - (8.62), деформації 
0 ,    приймають 

значення 

                                                 
3 3

0 1,54 10 , 14,7 10  

    .                         (8.85) 

Відповідні значення миттєвого і тривалого модулів зсуву, швидкостями 

хвилі та відношення модулів є такими  
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6 6

0

0

20 10 , 2,1 10 ,

132,62, 42,97o

T T

E H

v v

 

   







     

   
                      (8.86) 

0 9,52.m     

     Час релаксації визначається за формулою (8.64) і є таким 

                      78.98n                                                  (8.87) 

Отже, всі три реологічні параметри стандартної моделi для бурого суг-

линку знайдені. Як і в попередньому прикладі, запропонований підхід пра-

цює, він є простим і зручним. 

  Далі чисельно аналізуються формули (8.67), (8.68), (8.55), (8.56) та 

(8.69)  і отриманих значення реологічних параметрів (8.85-8.87). 

На рис. 8.22-8.26 наведено графіки для варіанта, що відповідає грунтово-

му шару бурий суглинок і таким значенням параметрів: 4,5psi   і густині 

31,137 10    г/см
3
. 

 
Рис. 8.22. Залежність швидкості хвилі від частоти (випадок 1) 

 
Рис. 8.23. Залежність затухання амплітуди хвилі від частоти (випадок 1) 
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Рис. 8.24. Залежність швидкості хвилі від затухання (випадок 2) 

 

Рис. 8.25. Залежність затухання 
T  від частоти хвилі (випадок 2) 

 

Рис. 8.26. Сценарій еволюції хвилі в залежності від часу 

Проаналізовано два приклади для одного матеріалу (бурий суглинок), 

при наступних значеннях  напруження:  4,1   psi та 4,5   psi.  

На рисунках (8.17, 8.19, 8.22, 8.24) спостерігається зміна швидкості 

хвилі. Формально швидкість суттєво нелінійно змінюється зі зміною частоти. 

Це означає, що недисперсійна гармонічна хвиля в реологічному середовищі 

трансформується в дисперсійну хвилю. 
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Однак практично у даних прикладах спострежена зміна складає долі 

процента від початкового значення швидкості. Тому можна вважати, що 

хвиля є недисперсійною.  

Друга група рисунків (8.18, 8.23) показує нелінійну зміну затухання 

амплітуди хвилі з пройденою хвилею відстанню при зміні частоти та з часом 

поширення хвилі. Ситуація аналогічна ситуації, яка показана на першій групі 

графіків. Зміна затухання амплітуди хвилі з часом чи з відстанню є 

формально суттєво нелінійною. Практично у даних прикладах спострежена 

зміна амплітуди зі зміною частоти складає долі процента від початкового 

значення. Тому можна вважати, що зміна відсутня.  

Третя група рисунків (8.20, 8.25) демонструє зміну затухання ампліту-

ди хвилі від частоти (2-гий випадок). Графіки показують аналогічну картину 

до попереднього типу грунту.  

Четверта група рисунків (8.21, 8.26) показує сценарії еволюції хвилі 

при її поширенні (тобто, в залежності від часу поширення). Показані сценарії 

аналогічні двом попереднім і підтверджують початкове припущення, що 

стандартна реологічна модель описує хвилю, експоненціально затухаючу з 

часом поширення.  

  Приклад 5 (мулиста глина для 100 КПа  ). 

 Експериментальні дані про повзучість мулистої глини взяті з недавньої 

публікації [32, 33, 151, 156]. Показаний нижче рисунок 8.6 з кривими пов-

зучості відповідає рисунку 8.5  з публікації [110]. Деформації тут вирахову-

ються в процентах до початкової форми зразка (з точки зору механіки 

матеріалів, 
21% 1,0 10  ) . Час вираховується в годинах і потребує у системі 

СІ перерахування у секунди. Прикладене навантаження складає 100 КПа.  

Виберемо криву повзучості, яка відповідає мулистій глині при значенні 

напруження 100 КПа   і густині 
31,97 10    г/см

3
 (перша знизу крива на 

рисунку 8.6).  

Далі виберемо моменти часу: 
1 2 450, 100, 200t t t    (у годинах) або  
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5 5 5

1 2 41,8 10 , 3,6 10 , 7,2 10t t t       (у секундах).                                                                                                                             

   З форми вибраної кривої випливає, що відповідні значення деформації 

є такими (система СІ): 

                                       
2 2 2

1 2 32,2 10 , 2,4 10 , 2,6 10          .               (8.88)             

  Тоді, згідно з формулами (8.60) - (8.62), деформації 
0 ,    приймають  

значення 

                                               
2 2

0 1,87 10 , 2,72 10  

    .                           (8.89) 

Відповідні значення миттєвого і тривалого модулів зсуву, швидкостями 

хвилі та відношення модулів є такими 

6 6

0 5,32 10 , 3,67 10 ,E H        

                                  0

0

51,96, 43,16

1,45.

o

T Tv v

m

   

 







   

 
                      (8.90) 

      Час релаксації визначається за формулою (8.64) і є таким 

                     52.57 10n                                                (8.91) 

Отже, всі три реологічні параметри стандартної моделi для мулистої 

глини знайдені. Як і в попередніх прикладах, запропонований підхід працює, 

він є простим і зручним. 

  Далі чисельно аналізуються формули (8.67), (8.68), (8.55), (8.56) та 

(8.69)  і отриманих значення реологічних параметрів (8.89-8.91). 

На рис. 8.27-8.31 наведено графіки для варіанта, що відповідає грунтово-

му шару мулиста глина і таким значенням параметрів: 100 КПа   і густині 

31,97 10    г/см
3
. 
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Рис. 8.27. Залежність швидкості хвилі від частоти (випадок 1) 

 

Рис. 8.28. Залежність затухання амплітуди хвилі від частоти (випадок 1) 

 

Рис. 8.29. Залежність швидкості хвилі від затухання (випадок 2) 

 

Рис. 8.30. Залежність затухання 
T  від частоти хвилі (випадок 2) 
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Рис. 8.31. Сценарій еволюції хвилі в залежності від часу 

 Приклад 6 (мулиста глина).  

Експериментальні дані про повзучість мулистої глини взяті з недавньої 

публікації [32, 33, 103]. Деформації тут вираховуються в процентах до почат-

кової форми зразка (з точки зору механіки матеріалів, 
21% 1,0 10  ) 

аналогічно до попереднього випадку з рисунка 8.6. Час вираховується у 

секундах. Прикла-дене навантаження складає 200 КПа.  

Виберемо криву повзучості, яка відповідає мулистій глині при значенні 

напруження 200 КПа   і густині
31,97 10    г/см

3
 (друга знизу крива на 

рисунку 8.6  з [21]).  

Далі виберемо моменти часу: 
1 2 450, 100, 200t t t    (у годинах) або 

5 5 5

1 2 41,8 10 , 3,6 10 , 7,2 10t t t       (у секундах).                                                                                                                             

   З форми вибраної кривої випливає, що відповідні значення деформації 

є такими (система СІ): 

                                
2 2 2

1 2 34,0 10 , 4,2 10 , 4,4 10          .                     (8.92)             

  Тоді, згідно з формулами (8.60) - (8.62), деформації 
0 ,    приймають 

значення 

                                             
2 2

0 2,86 10 , 4,4 10  

    .                            (8.93) 

Відповідні значення миттєвого і тривалого модулів зсуву, швидкостями 

хвилі та відношення модулів є такими 

      
6 6

0 3,49 10 , 2,26 10 ,E H        
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                                0
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 
                      (8.94) 

      Час релаксації визначається за формулою (8.64) і є таким 

                    58.77 10n                                                 (8.95) 

Отже, всі три реологічні параметри стандартної моделi для мулистої 

глини знайдені. Як і в попередніх прикладах, запропонований підхід працює,  

він є простим і зручним. 

  Далі чисельно аналізуються формули (8.67), (8.68), (8.55), (8.56) та 

(8.69)  і отриманих значення реологічних параметрів (8.93-8.95). 

На рис. 8.32-8.36 наведено графіки для варіанта, що відповідає грунтово-

му шару мулиста глина і таким значенням параметрів: 200 КПа   і густині 

31,97 10    г/см
3
. 

 

Рис. 8.32. Залежність швидкості хвилі від частоти (випадок 1) 

 

Рис. 8.33. Залежність затухання амплітуди хвилі від частоти (випадок 1) 
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Рис. 8.34. Залежність швидкості хвилі від затухання (випадок 2) 

 
Рис. 8.35. Залежність затухання 

T  від частоти хвилі (випадок 2) 

 

Рис. 8.36. Сценарій еволюції хвилі в залежності від часу 

 Отже група рисунків (8.27, 8.29, 8.32, 8.34) стосується зміни швидкості 

хвилі. Практично у даних прикладах спострежена зміна складає долі процен-

та від початкового значення швидкості. Тому можна вважати, що зміна 

якісно спостережувана та кількісно  незмінна, а отже хвиля - недисперсійна.  

Слід зазначити, що вибір початкового значення швидкості виявляється 

несуттєвим. Графіки залежності від частоти отримуються ідентичними для 
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довільного вибору початкового значення швидкості в рамках обмеження 

швидкості від 
0v   до v . 

Друга група рисунків (8.28, 8.33) показує нелінійну зміну затухання 

амплітуди хвилі з пройденою хвилею відстанню при зміні частоти та з часом 

поширення хвилі. Ситуація аналогічна ситуації, яка показана на першій групі 

графіків. Зміна затухання амплітуди хвилі з часом чи з відстанню є нормаль-

но суттєво нелінійною. Практично у даних прикладах спострежена зміна 

амплітуди зі зміною частоти складає долі процента від початкового значення. 

Тому можна вважати, що зміна відсутня.  

Третя група рисунків (8.30, 8.35) демонструє зміну затухання ампліту-

ди хвилі від частоти (2-гий випадок). Графіки показують аналогічну картину 

до попередніх двох типів грунту. Спострежена зміна амплітуди затухання зі 

зміною частоти складає долю частини від початкового значення.  

З рисунків (8.31, 8.36) видно сценарії еволюції хвилі при її поширенні 

(тобто, в залежності від часу поширення). Явище, яке спостерігається анало-

гічне попереднім чотирьом випадкам - реологічна модель описує хвилю, 

експоненціально затухаючу з часом поширення. 

Отже в цілому спостережена для шести типів грунтових шарів в рамках 

стандартної реологічної моделі двох варіантів сейсмічних плоских зсувних 

гармонічних хвиль формально нелінійна залежність характеристик хвилі від 

частоти трансформується практично у настільки незначну, що нею можна 

знехтувати. При цьому, базова для реологічних моделей властивість експо-

нентціального затухання амплітуди з часом поширення хвилі застосована, 

модель описує. 

Іншими словами, якщо залежність параметрів хвилі від частоти стан-

дартна модель практично не враховує, то залежність амплітуди хвилі від часу 

модель опимує як дуже суттєву. При цьому хвиля вже не є просто гармоніч-

ною, а трансформується в експоненціально затухаючу гармонічну хвилю.   

Отримані реологічні параметри , які продемонстровані в таблиці (8.1) 

показують, що при зміні напруження для кожного типу грунтів змінюються  
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реологічні параметри (миттєвий та тривалий модулі, час релаксації) (система 

СІ):  

                     1  
2  

3  
0    E  H  n  

o

Tv  

Піщаний 

жирний 

суглинок 

4,1   psi 

(приклад 1) 5
,8

3
×

 

6
,6

6
×

 

7
,5

×
 

4
,4

×
 

8
,0

×
 

6
,2

8
×

 

3
,5

1
×

 

6
3
9

,8
7
 

7
5

,9
4
 

Піщаний 

жирний 

суглинок 

4,9   psi 

(приклад 2) 8
,0

×
 

9
, 
3

×
 

1
0

,6
×

 

4
,4

×
 

4
,4

×
 

6
,2

8
×

 

6
,2

8
×

 

5
8
0

,2
5
 

7
2
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7

 

Бурий 

суглинок 

4,1   psi 

(приклад 3) 

6
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6
×

 

8
,8

3
×

 

1
1

,3
3
×

 

3
,4

×
 

1
3
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×

 

8
,1

×
 

2
,0

8
×

 

3
6
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8
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Бурий 

суглинок 

4,5   psi 

(приклад 4) 8
,3

×
 

1
1

,6
×

 

1
4

,0
×

 

1
,5

4
×

 

1
4

,7
×

 

2
0
×

 

2
,1

×
 

7
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,9
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1
3
2

,6
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Мулиста 

глина 

100КПа   
(приклад 5) 2

,2
×

 

2
,4

×
 

2
,6

×
 

1
,8

7
×

 

2
,7

2
×

 

5
,3

2
×

 

3
,6

7
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2
,5

7
×

 

5
1
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6
 

Мулиста 

глина 

100КПа   
(приклад 6) 4

,0
×

 

4
,2

×
 

4
,4

×
 

2
,8

6
×

 

4
,4

×
 

3
,4

9
×

 

2
,2

6
×

 

8
,7

7
×

 

4
2

,0
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Таб.8.1. Реологічні параметри для трьох типів грунтів 

Отримані сценарії виявилися подібними для всіх трьох типів грунтових 

шарів.  

Основний результат. Теоретичний і практичний аналіз сценаріїв 

еволюції гармонічної сейсмічної хвилі, яка поширюється в грунтових шарах, 

полягає у тому, що: 
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1. Застосована стандартна реологічна модель дозволяє виявити нові хви- 

льові ефекти при поширенні хвилі. 

2.  Сценарії еволюції початкового профіля хвилі (зміна амплітуди хвилі з 

часом (сценарій 1) чи з частотою (сценарій 2)) характерні затуханням 

амплітуди хвилі. Значення амплітуди зі збільшенням часу поширення 

хвиілі прямують до нуля за експоненціальним законом і виявилися 

подібними для всіх трьох типів грунтових шарів. При цьому горизон-

тальні асимптоти, як видно з рисунків, для залежності швидкості від 

частоти і залежності амплітуди хвилі з при зміні частоти є різними.  

3. Залежності швидкості хвилі і коефіцієнту затухання хвилі від частоти 

виявили неочікувану з практичної точки зору ситуацію, коли суттєва 

нелінійність цих залежностей спостерігається лише для дуже низьких 

частот від 1 до 4 герц і для більших значень частоти швидкість і зату-

хання хвилі практично є постійними.  
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ВИСНОВКИ 

 

ВИСНОВКИ ЗАГАЛЬНОГО ХАРАКТЕРУ  

1. Найбільш загальний висновок з отриманих в роботі результатів полягає 

у тому, що ці результати є новими і у сукупності складають певний 

закінчений фрагмент сучасної нелінійної теорії хвиль в матеріалах. 

2. Для чотирьох типів хвиль (плоска поздовжна, плоска поперечна – зсув-

на, циліндрична радіальна, крутильна) побудовано сценарії еволюціїю. 

Ці хвилі характеризуються різними початковими профілями – гармо-

нічний косинусоїдальний, подинокий симетричний з одним горбом, 

поодинокий несиметричний з одним горбом, несиметричний без горба. 

Отже, застосований до групи хвиль підхід уможливив побудову нових 

сценаріїв, які відповідають фізичному сенсу проаналізованих задач. 

3. Проведено порівняння різних сценаріїв за великою кількістю критеріїв 

порівняння. Сформульовані нові коментарі до отриманих сценаріїв. 

Показано, що сценарії за одними критеріями схожі, а за іншими – від-

мінні. Отримана сукупність сценаріїв і їх порівняння демонструють різ-

номанітність процесу еволюції. У тому числі, подібності і відмінності 

цього процесу. 

4. Отримано нові нелінійні хвильові рівняння для плоских поздовжних 

хвиль (хвиль Гаусса та Уіттекера), плоских поперечних хвиль (сейсміч-

них гармонічних хвиль), циліндричних радіальних (хвиль Макдональда 

та Фрідляндера), крутильних гармонічних хвиль. Отримана множина 

нелінійних хвильових рівнянь створює базу даних для узагальнень і 

уточнень, які характерні для сучасної теорії хвиль. 

5. Побудовано в рамках одного наближеного підходу обмеження на 

градієнт зміщення перші два і три наближення при розв’язуванні хви-

льових задач. Отримані загальні формули дають можливість вивчати 

конкретні початкові профілі. 

6. Проведено  числове  моделювання  для  порівняння двох та трьох набли- 
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жень розв’язку хвильової задачі при різних типах матеріалів, підошв і 

максимальних амплітуд з метою виявлення впливу другого і третього 

наближення на спотворення початкового профілю хвилі. Цей вплив 

завжди присутній якісно, однак кількісно він може бути незначним для 

певних конкретних початкових профілів. 

7. Побудовано сценарії поширення сейсмічної плоскої поперечної хвилі 

прямим методом розв’язання реологічного хвильового рівняння. Успіш-

на реалізація вибраного підходу створює можливість для розвитку 

нового напрямку в аналізі сейсмічних хвиль. 

 

КОНКРЕТИЗОВАНІ ВИСНОВКИ СТОСОВНО РЕЗУЛЬТАТІВ, 

ВИКЛАДЕНИХ В ОКРЕМИХ РОЗДІЛАХ 

8. Розділ 3. Запропоновано і реалізовано новий наближений метод зна-

ходження розв’язку нелінійного хвильового рівняння щодо пружної 

плоскої поздовжної хвилі,  оснований на перетворенні цього рівняння і 

обмеженні на градієнт зміщення. Отримано формулу для знаходження 

перших трьох наближень. Цей метод успішно застосований до ряду не-

лінійних хвильових задач, має загальний характер і може бути засто-

сованим для інших нових задач. 

9. Розділ 3. Запропоновано і реалізовано новий наближений метод 

знаходження розв’язку нелінійного хвильового  рівняння щодо пружної 

циліндричної радіальної хвилі, оснований на перетворенні цього рівнян-

ня і обмеженні на градієнт
 
зміщення. Метод виявився успішним. Отри-

мано формулу для знаходження перших трьох наближень. Загальність 

отриманих формул створює можливість їх застосування і у випадку 

інших циліндричних хвиль. 

10. Розділ 4. Для нелінійної задачі поширення поздовжної хвилі з гармо-

нічним профілем проведено числове моделювання (два різні методи 

розв’язування в рамках двох та трьох перших наближень). Основний 

висновок – методи дають відмінні між собою результати  для  вищих ап- 
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роксимацій. 

11. Розділ 4. Засвідчено існування нелінійного хвильового ефекту, який су-

проводжує класичний ефект утворення другої гармоніки гармонічної 

хвилі на виході з квадратично нелінійного середовища, коли на вході 

генерується перша гармоніка. Ефект полягає в несиметричному дефор-

муванні профіля другої гармоніки, яке відбувається з моменту початку 

руху хвилі і виявляється в зміщенні нулів вліво та вершин вверх. В 

результаті поєднання двох ефектів – присутності другої гармоніки в 

другому наближенні і деформуванні її класичного профіля – отриманий 

за двома наближеннями профіль стає несиметричним. Це спостереження 

стосується практично всіх розглянутих в роботі сценаріїв. 

12.  Розділ 4. Спостережено при аналізі отриманих графіків (для двох пер-

ших наближень за двома методами – послідовних наближень та обме-

ження на градієнт зміщення) утворення двох горбів замість одного. От-

же, тут обидва методи описують основний нелінійний хвильовий ефект. 

13. Розділ 4. Внаслідок різного математичного представлення при описанні 

еволюції початкового профіля хвилі профіль спотворюється по-різному. 

Для методу послідовних наближень третє наближення вводить 

нелінійну поправку четвертого порядку, яка не змінює знак при зміні 

знаку ампулітуди, тоді як для методу обмеження на градієнт зміщення 

по-правка має третій порядок і змінює знак при зміні знаку амплітуди. 

Як відомо, при відмінностях в математичному описі механічних явищ 

критерієм є коректний експеримент. 

14.  Розділ 4.  Отримані при застосуванні обох методів графіки для двох 

перших наближень показують подібні спотворення. У випадку методу 

послідовних наближень еволюція відбувається асиметрично: додатна 

частина профілю перетворюється у два горби , тоді як від’ємна частина 

має тенденцію трансформуватися по-іншому. У випадку методу обме-

ження на градієнт зміщення спотворення відбувається теж несимет-

рично щодо умовної вертикальної осі. Отже, математичні процедури 
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відмінні між собою і більш ґрунтовну відповідь можна отримати 

шляхом розширення нових нелінійних моделей і експериментальних 

спостережень. 

15.  Розділ 4. Виявлено, що для гармонічної хвилі третє наближення, знай-

дене за обома методами, змінює суттєво як початковий профіль так і 

профіль в рамках «перше +друге наближення». Зміна проявляється 

також по-різному. Для методу 1 виявлено тенденцію до утворення чет-

вертої гармоніки, а для методу 2 - виявлено тенденцію до суттєвої 

деформації другої гармнокі. Можливо, при розширенні кількості типів 

початкових профілів можна буде виявити основну тенденцію у впливі 

наближень. 

16.  Розділ 5. Проведено числове моделювання та побудовані сценарії 

еволюції поширення поздовжної поодинокої хвилі з початковими 

профілями у вигляді функцій Гаусса та Уіттекера. Тут враховані два і 

три перші наближення, отримані за методом обмеження на градієнт змі-

щення. Реалізований підхід виявився успішним – сценарії відповідають 

фізичному змісту задачі. 

17.  Розділ 5. Отримані для хвилі Гаусса графіки для двох і трьох перших 

наближень в рамках методу обмеження на градієнт зміщення відрізня-

ються між собою. Для перших двох наближень спотворення відбува-

ється практично симетрично відносно умовної вертикальної прямої, що 

проходить через вершину горба – утворюються два горби. Для перших 

трьох наближень спотворення відбувається асиметрично відносно 

умовної вертикальної прямої, що проходить через вершину горба – 

утворюються два різні горби - лівий горб опускається і правий підні-

мається. Для всіх наближень розмір підошви хвилі є незмінним. Отже, 

врахування третього наближення вносить нові хвильові ефекти. 

18.  Розділ 5. Для несиметричної хвилі Уіттекера з двома варіантами почат-

кового профіля з застосуванням методу обмеження на градієнт зміщен-

ня отримано графіки для двох та трьох перших наближень. Для першого 
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варіанту показано, що для обох наближень (1+2) і (1+2+3) спотворення 

відбувається несиметрично. Швидкість еволюції для різних варіантів і 

наближень різна, значення максимальної амплітуди зростає та розмір 

підошви зменшується. Третє наближення вносить зміни в профіль. 

19. Розділ 5. Хвилі Уіттекера для другого варіанту початкового профіля та 

відповідного розв’язку другого і третього наближення еволюціонують 

аналогічно несиметрично з різною дисторсією – зокрема третє набли-

ження демонструє утворення горба. Швидкість спотворення та значення 

максимальної амплітуди для наближень (1+2+3) більша ніж для (1+2), а 

розмір підошви зменшується. Отже, обидва несиметричні профілі хвилі 

Уіттекера еволюціонують по-різному і вплив третього наближення не є 

суттєвим по відношенню до другого. 

20. Розділ 6. Проведено числове моделювання та побудовані сценарії 

еволюції за методом обмеження на градієнт зміщення для нелінійної 

задачі поширення циліндричної радіальної поодинокої хвилі з почат-

ковим профілем у вигляді функцій Макдональда та Фрідляндера в 

рамках двох та трьох перших наближень. Отримані графіки показують, 

що несиметричність профілю Макдональда зберігається, а спотворений 

профіль стає крутішим і розмір підошви зменшується. Швидкість 

спотворення для наближення (1+2+3) вища ніж для (1+2). Застосований 

підхід виявився успішним. Отримані сценарії відповідають фізичному 

сенсу задачі. 

21. Розділ 6. Показано теоретично і чисельно, що еволюція хвиль 

Макдональда та Фрідляндера для першого варіанту початкового профіля 

подібна. З цього факту випливає, що в рамках аналізу еволюції обидва 

профілі є взаємозамінними, хоча математично представлені по-різному. 

22.  Розділ 6. Для хвилі Фрідлендера з другим варіантом початкового 

профіля показано, що вона спотворюється несиметрично у випадку 

другого та третього наближень. Спотворення відбувається як для додат-

них значень ампулітуд, так і від’ємних. Для додатних профіль стає кру-
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тішим, а для від’ємних стає ближчим до горизонтальної осі, а підошва 

суттєво зменшується. Проведений аналіз свідчить, що вибір форми 

початкового профіля є важливим – відповідні сценарії можуть суттєво 

відрізнятися.  

23. Розділ 6. Хвиля Фрідляндера проаналізована для двох варіантів 

початкового профіля. Спостережено, що для першого варіанту спотвор-

рення відбувається аналогічно випадку хвилі Макдональда.  

24. Розділ 6. Одним з основних висновків при порівняння хвиль 

Макдональда та Фрідляндера є те, що функція Макдональда може 

розглядатися як точний розв’язок нелінійного хвильового рівняння, а 

функцію Фрідлендера можна інтерпретувати як наближений розв’язок 

цього рівняння. 

25. Розділ 7. Проаналізована циліндрична крутильна хвиля, яка поширю-

ється в напрямку осі кругового циліндра. Отримана достатньо проста 

формула для знаходження розподілу амплітуд всередині циліндра і 

виявлені особливості розподілу. 

26. Запропоновано і застосовано метод обмеження на змінну швидкість 

хвилі для перших двох наближень у випадку наближеного аналізу 

простого варіанту хвильового рівняння крутильної хвилі. Метод обме-

жує зміну швидкості крутильної хвилі і узагальнює метод, розвинений 

для інших хвильових рівнянь.  

27. Розділ 7. Проведено числове моделювання спотворення початкового 

профіля радіальної циліндричної крутильної хвилі в напрямку осі 

циліндра та напрямку від поверхні циліндра до його центру для трьох 

типів матеріалів. Застосовані формули уможливили побудову нових сце-

наріїв еволюції, які відповідають фізичному сенсу задачі. 

28. Розділ 7. Показано існування змінного спотворення крутильної хвилі у 

радіальному напрямку (всередині кругового циліндра) і постійного у 

осьовому (вздовж його осі симетрії). 

29. Розділ  7.  Спостережено  значний  вплив  величини  радіуса  циліндра, в  
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якому поширюється крутильна хвиля, на розподіл амплітуд хвилі всере-

дині циліндра. Зокрема, це явище не коментоване для лінійної задачі і 

може трактуватися як новий хвильовий ефект.  

30. Розділ 8. Запропоновано і реалізовано опис деформування грунтових 

шарів стандартною триконстантною реологічною моделлю. Такий під-

хід є новим і перспективним  в теорії сейсмічних хвиль. 

31. Розділ 8. Розроблено і застосовано новий і перспективний в теорії 

сейсмічних хвиль метод визначення параметрів реологічної моделі на 

основі експериментальної кривої повзучості реального грунтового 

шару.  

32.  Розділ 8. Для аналізу гармонічної сейсмічної хвилі застосовано прямий 

метод розвязування нелінійного хвильового рівняння. Успішність 

методу у випадку цієї задачі  свідчить про його універсальність. 

33. Розділ 8. Показано чисельно (для трьох типів грунтових шарів – 

мулиста глина, піщаний жирний суглинок, бурий суглинок), що для 

гармонічної сейсмічної хвилі зміна амплітуди хвилі з часом чи зі зміною 

частоти супроводжується затуханням амплітуди хвилі. Значення амп-

літуди зі збільшенням часу поширення чи частоти асимптотично пря-

мують до нуля за експонентціальним законом. Оскільки показано, що 

суттєва нелінійність зміни амплітуди і затухання для дуже низьких 

частот є настільки незначною, що нею можна знехтувати, то можна вва-

жати, що проведене дослідження підтверджує прийняте в теорії сейс-

мічних хвиль положення про постіність швидкості хвилі. 
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