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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè.Øèðîêå çàñòîñóâàííÿ òîâñòîñòiííèõ îáîëîíêîâèõ êîí-
ñòðóêöié öèëiíäðè÷íî¨ i ñôåðè÷íî¨ ôîðìè â ðiçíèõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¨ òåõíiêè âè-
çíà÷à¹òüñÿ âèìîãàìè ìiöíîñòi òà íàäiéíîñòi, òåõíîëîãi÷íèìè îñîáëèâîñòÿìè, åêî-
íîìi÷íîþ åôåêòèâíiñòþ òà iíøèìè îáñòàâèíàìè, ÿêi ïðèâîäÿòü äî óñêëàäíåííÿ
ãåîìåòðè÷íî¨ òà ôiçè÷íî¨ ñòðóêòóð îáîëîíîê.

Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ öèëiíäðè÷íi îáîëîíêîâi êîíñòðóêöi¨ çàëåæíî âiä ¨õ ôóí-
êöiîíàëüíîãî ïðèçíà÷åííÿ i óìîâ åêñïëóàòàöi¨ ìàþòü ñêëàäíèé êîíòóð ïîïåðå-
÷íîãî ïåðåðiçó, çìiííó òîâùèíó òà iíøi îñîáëèâîñòi. Ïðèêëàäàìè òàêèõ êîíñòðó-
êöié ¹ çàõèñíi ïîêðèòòÿ àòîìíèõ ðåàêòîðiâ, ñõîâèùà ðiçíîãî ïðèçíà÷åííÿ, êîð-
ïóñè íàäâîäíèõ i ïiäâîäíèõ êîðàáëiâ, ëiòàëüíèõ i êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ, îá'¹êòè
iíæåíåðíî¨ i õiìi÷íî¨ ïðîìèñëîâîñòi.

Àíàëiç ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ íåîäíîðiäíèõ òîâñòîñòiííèõ öèëiíäðè-
÷íèõ i ñôåðè÷íèõ îáîëîíîê ç ãåîìåòðè÷íèìè òà ôiçèêî-ìåõàíi÷íèìè îñîáëèâî-
ñòÿìè âèìàãà¹ çàñòîñóâàííÿ àäåêâàòíèõ ìîäåëåé îáîëîíîê, à â ðÿäi âèïàäêiâ �
ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi.

Â îñòàííi ðîêè äîñëiäæåííÿ ìåõàíi÷íî¨ ïîâåäiíêè òîâñòîñòiííèõ îáîëîíêîâèõ
ñèñòåì, ÿêèì ïðèòàìàííà ñòðóêòóðíà íåîäíîðiäíiñòü ðiçíî¨ ïðèðîäè, ïðèâåðòà¹
âñå áiëüøó óâàãó äîñëiäíèêiâ â ãàëóçi ìåõàíiêè äåôîðìiâíîãî òâåðäîãî òiëà.

Àíàëiç íàóêîâî¨ ëiòåðàòóðè ç öüîãî ïèòàííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü çðîáèòè âèñíîâîê,
ùî íàéáiëüø ïîâíî çàäà÷i ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ ðîçãëÿíóòî äëÿ îáîëîíîê
ç êóñêîâî-íåîäíîðiäíîãî ìàòåðiàëó. Öÿ âëàñòèâiñòü õàðàêòåðíà áàãàòüîì êîìïî-
çèöiéíèì ìàòåðiàëàì. Àëå ó âèïàäêó áiëüø óñêëàäíåíèõ çàäà÷, êîëè ìàòåðiàë
òiëà ¹ àíiçîòðîïíèì, íåïåðåðâíî-íåîäíîðiäíèì, à ôîðìà òiëà ¹ ñêëàäíîþ, ïðî-
öåñ äîñëiäæåííÿ çíàõîäèòüñÿ â ïî÷àòêîâié ñòàäi¨. Öå ïîâ'ÿçàíî ç íåîáõiäíiñòþ
çàñòîñóâàííÿ óòî÷íåíèõ îáîëîíêîâèõ ìîäåëåé i ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi, à
òàêîæ ç ðîçðîáêîþ ìåòîäèê ðîçâ'ÿçàííÿ âèõiäíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî îïèñóþòü âiäïîâiäíi
ìåõàíi÷íi ïðîöåñè.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåì îá÷èñëþâàëüíîãî õàðàêòåðó ñóòò¹âèì ¹ âèêîðèñòà-
ííÿ ñó÷àñíèõ ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèõ ïiäõîäiâ. Ó çâ'ÿçêó ç íàÿâíiñòþ ïîòóæíèõ
çàñîáiâ îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè � ïåðñîíàëüíèõ êîìï'þòåðiâ ç âåëèêîþ ïàì'ÿòòþ
i øâèäêîäi¹þ � äëÿ ðîçðàõóíêó ðiçíèõ àñïåêòiâ ìåõàíi÷íî¨ ïîâåäiíêè ñó÷àñíèõ
êîíñòðóêöié â äàíèé ÷àñ øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ ðiçíi ÷èñåëüíi ïiäõîäè. Ðîçðî-
áëåíî óíiâåðñàëüíi ÷èñåëüíi ìåòîäè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ïðîâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ ìåõàíiêè äåôîðìiâíîãî òâåðäîãî òiëà. Âîíè íîñÿòü íàçâó
äèñêðåòíèõ i ïîáóäîâàíi íà çâåäåííi âèõiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ äî ñèñòåì àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó. Íàéáiëüø
óíiâåðñàëüíèìè i øèðîêî çàñòîñîâóâàíèìè ¹ ÷èñëåííi ìîäèôiêàöi¨ ìåòîäó ñêií-
÷åííèõ åëåìåíòiâ. Îäíàê ïîðÿä ç óíiâåðñàëüíèìè ïiäõîäàìè äî âèðiøåííÿ çàâ-
äàíü òåîðié ïðóæíîñòi òà îáîëîíîê âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ òàê çâàíi äèñêðåòíî-
êîíòèíóàëüíi ïiäõîäè, ùî äîçâîëÿþòü çâåñòè çàäà÷ó äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-
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íèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ çàñîáiâ íà îñíîâi àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó
ïî îêðåìèì çìiííèì. Äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíi ïiäõîäè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àëü-
òåðíàòèâó óíiâåðñàëüíèì ÷èñåëüíèì ìåòîäàì â òîìó ñåíñi, ùî äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ
çàäà÷ âîíè áiëüø åôåêòèâíi i ìîæóòü äàâàòè òî÷íiøi ðåçóëüòàòè, òàê ùî ¨õ ìî-
æíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê åòàëîííi äëÿ òåñòóâàííÿ íîâèõ ìîäèôiêàöié äèñêðåòíèõ
ïiäõîäiâ.

Òîìó ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äîñëiäæåííÿ ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ
òîâñòîñòiííèõ íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê i êóëü íà îñíîâi äèñêðåòíî-
êîíòèíóàëüíèõ i äèñêðåòíèõ ïiäõîäiâ ¹ àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ ìåõàíiêè äåôîð-
ìiâíîãî òâåðäîãî òiëà.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äèñåð-
òàöiéíà ðîáîòà âiäïîâiäà¹ îñíîâíèì íàïðÿìêàì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü âiääiëó îá-
÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè.
Äîñëiäæåííÿ ïðîâeäåíî i âêëþ÷åíî ó íàóêîâi çâiòè òàêèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðî-
áiò: ÍÄÐ 1.3.1.349 �Ðîçðîáêà ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ òà äîñëiäæåííÿ ñòàòè-
÷íîãî i äèíàìi÷íîãî äåôîðìóâàííÿ ïðóæíèõ òië ñêëàäíî¨ ãåîìåòði¨ òà ñòðóêòó-
ðè íà îñíîâi ìîäåëåé ðiçíîãî ðiâíÿ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0105U001991,
2005 � 2009 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.358 �Ðîçðîáêà íîâèõ íåòðàäèöiéíèõ ïiäõîäiâ íà
îñíîâi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèõ ìåòîäiâ i êîìáiíîâàíèõ ìîäåëåé äî äîñëiäæå-
ííÿ äåôîðìóâàííÿ i ðóéíóâàííÿ êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðî-
áëåì ìiöíîñòi i äîâãîâi÷íîñòi ñó÷àñíèõ êîíñòðóêöié� , íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðà-
öi¨ 0107U000345, 2007 � 2011 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.370 �Ðîçðîáêà íîâèõ ïiäõîäiâ äî
äîñëiäæåííÿ äåôîðìóâàííÿ ñêëàäíèõ îáîëîíêîâèõ ñèñòåì ç íåîäíîðiäíèõ àíiçî-
òðîïíèõ ìàòåðiàëiâ ïðè ðiçíèõ âèäàõ íàâàíòàæåííÿ íà îñíîâi ìåòîäiâ ÷èñåëü-
íîãî àíàëiçó� , íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0109U004184, 2009 � 2013 ðð.; ÍÄÐ
� 1.3.1.382 �Äîñëiäæåííÿ ìåõàíi÷íî¨ ïîâåäiíêè íåîäíîðiäíèõ àíiçîòðîïíèõ åëå-
ìåíòiâ ñó÷àñíèõ êîíñòðóêöié ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè çà äîïîìîãîþ íîâèõ ïiäõîäiâ
íà îñíîâi ðiçíèõ ìîäåëåé�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0112U000249, 2012 � 2016
ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.401 �×èñåëüíèé àíàëiç âïëèâó êîíñòðóêòèâíî¨ òà ñòðóêòóðíî¨
íåîäíîðiäíîñòi àíiçîòðîïíèõ îáîëîíêîâèõ ñòðóêòóð íà ¨õ ñòàöiîíàðíå äåôîðìóâà-
ííÿ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U005709, 2016 � 2020 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.410
�Äèíàìi÷íå äåôîðìóâàííÿ åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié ñó÷àñíîãî ìàøèíîáóäóâàííÿ òà
ñòiéêiñòü i äîñÿæíiñòü ìíîæèí òðà¹êòîðié ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì�, íîìåð äåðæàâíî¨
ðå¹ñòðàöi¨ 0117U000700, 2017 � 2021 ðð.

Ìåòà äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ â ðîçðîáöi ïiäõîäó äî ÷èñåëüíîãî äîñëiäæåííÿ
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó (ÍÄÑ) òà êîëèâàíü ïðóæíèõ öèëiíäðè÷íèõ òà
ñôåðè÷íèõ òië íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè; öåé ïiäõiä âêëþ÷à¹: ïîáóäîâó ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi âêàçàíèõ çàäà÷ çà óòî÷íåíîþ òåîði¹þ îáîëîíîê i ïðîñòîðî-
âîþ òåîði¹þ ïðóæíîñòi; ðîçðîáêó âiäïîâiäíî¨ ðîçðàõóíêîâî¨ ñõåìè ç çàñòîñóâà-
ííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöi¨, äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, ñêií÷åí-
íèõ åëåìåíòiâ i ìåòîäó ïîêðîêîâîãî ïîøóêó; ñòâîðåííÿ ïðîãðàìíèõ êîìïëåêñiâ
äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷; ïðîâåäåííÿ àíàëiçó ðîçïîäiëó ïî-
ëiâ íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü, äèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê íà îñíîâi ðîçâ'ÿçàííÿ
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øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ ïðî ÍÄÑ i êîëèâàííÿ àíiçîòðîïíèõ íåîäíîðiäíèõ òië òà
äîñëiäæåííÿ âïëèâó íà ðîçïîäië öèõ ïîëiâ êîíñòðóêòèâíî¨ òà ñòðóêòóðíî¨ íåî-
äíîðiäíîñòi.

Äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè ïåðåäáà÷à¹ òàêi çàâäàííÿ:
� ðîçðîáêó ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ñòàòèêè i êîëèâàíü òåîði¨ ïðóæíî-
ñòi òà òåîði¨ îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà íà îñíîâi ìåòîäiâ ñïëàéí êîëîêàöi¨,
äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ (äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèé ïiäõiä) òà ìåòîäó ñêií-
÷åííèõ åëåìåíòiâ (äèñêðåòíèé ïiäõiä);

� ïîáóäîâó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí öèëiíäðè÷íèõ
îáîëîíîê ç ðiçíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì ç çàñòîñóâàííÿì óòî÷íåíî¨ òåîði¨
îáîëîíîê;

� ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíèé ñòàí êðóãîâèõ òà åëiïòè÷íèõ öèëiíäðè-
÷íèõ îáîëîíîê çi ñêiñíèìè çðiçàìè çà óòî÷íåíîþ òåîði¹þ îáîëîíîê;

� çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ïðî îñåñèìåòðè÷íèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé
ñòàí íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðiâ òà ïîðîæíèñòèõ êóëü çà ïðîñòîðîâîþ òåîði¹þ
ïðóæíîñòi;

� äîñëiäæåííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ï'¹çîêåðàìi÷íîãî öèëiíäðà çà òåîði¹þ
åëåêòðîïðóæíîñòi;

� çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí êðóãîâîãî
òà åëiïòè÷íîãî öèëiíäðiâ â òðèâèìiðíié ïîñòàíîâöi;

� ïðîâåäåííÿ äîñëiäæåíü äîñòîâiðíîñòi, òî÷íîñòi i çáiæíîñòi ðåçóëüòàòiâ çà ïiä-
õîäàìè, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ;

� âèÿâëåííÿ õàðàêòåðíèõ çàêîíîìiðíîñòåé â ðîçïîäiëàõ ïîëiâ ïåðåìiùåíü òà
íàïðóæåíü â îáîëîíêàõ òà ïðîñòîðîâèõ òiëàõ, àíàëiç âïëèâó íà íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíèé ñòàí íåîäíîðiäíîñòi ñòðóêòóðè, ãåîìåòðè÷íèõ òà ìåõàíi÷íèõ
ïàðàìåòðiâ â øèðîêîìó äiàïàçîíi ¨õ çìiíè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí i êîëèâàííÿ íå-
îäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ òië òà ïîðîæíèñòèõ êóëü çi ñêëàäíîþ ãåîìåòðè÷íîþ
ñòðóêòóðîþ ïðè ðiçíîìó õàðàêòåði íàâàíòàæåííÿ òà ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âïëèâ íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè òà ôîðìè öèëií-
äðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ òië íà îá'¹êò äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ áóëî çàñòîñîâàíî äëÿ ïî-
íèæåííÿ ðîçìiðíîñòi äâîâèìiðíèõ òà òðèâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè äî
îäíîâèìiðíèõ çàäà÷.

Îòðèìàíi ëiíiéíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ðîçâ'ÿçàíî ñòiéêèì ÷èñåëüíèì ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Ó çàäà÷àõ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí îáîëîíîê çi ñêiñíèìè çðiçàìè
äëÿ çâåäåííÿ çàäàíî¨ ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ îáëàñòi äî ïðÿìîêóòíî¨ çàñòîñîâó¹-
òüñÿ ìåòîä çàìiíè çìiííèõ.

Çàäà÷i ó âàðiàöiéíié ïîñòàíîâöi ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Âè-
êîðèñòîâóþòüñÿ ïðÿìîêóòíi ÷îòèðè- òà âîñüìèâóçëîâi åëåìåíòè ó âèïàäêó äâî-
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âèìiðíèõ çàäà÷ i âîñüìè- i äâàäöÿòèâóçëîâi åëåìåíòè ó âèãëÿäi ïàðàëåëåïiïåäiâ
ó âèïàäêó òðèâèìiðíèõ çàäà÷.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü åëåêòðîïðó-
æíîãî öèëiíäðà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä ïîêðîêîâîãî ïîøóêó (ìåòîä ïîñëiäîâíî-
ãî ïåðåáîðó).

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:
� âèêîíàíî ïîñòàíîâêó òà ïîáóäîâàíî ðîçðàõóíêîâi ñõåìè ðÿäó íîâèõ çàäà÷ ïðî
ñòàöiîíàðíå äåôîðìóâàííÿ öèëiíäðè÷íèõ òië ç ðiçíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì
òà òië ñôåðè÷íî¨ ôîðìè ç âðàõóâàííÿì ¨õ êîíñòðóêòèâíî¨ òà ñòðóêòóðíî¨
íåîäíîðiäíîñòi â ðàìêàõ ïðîñòîðîâî¨ òà îáîëîíêîâèõ ìîäåëåé;

� ðîçðîáëåíî íîâi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíi ïiäõîäè íà îñíîâi ìåòîäó ñïëàéí-
êîëîêàöi¨ òà ðîçâèíåíî âàðiàíò äèñêðåòíîãî ïiäõîäó (ìåòîä ñêií÷åííèõ åëå-
ìåíòiâ) äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ïðî ÍÄÑ i êîëèâàííÿ íåîäíîðiäíèõ öèëií-
äðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ òië â ðàìêàõ ðiçíèõ ìîäåëåé;

� äîñëiäæåíî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ òië ç
ðiçíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì òà ïîðîæíèñòèõ êóëü â ðàìêàõ ïðîñòîðîâî¨ òà
îáîëîíêîâèõ ìîäåëåé çà äîïîìîãîþ ðîçðîáëåíèõ ìåòîäèê;

� ïîáóäîâaíî ðîçïîäiëè ïîëiâ íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü â çàëåæíîñòi âiä õà-
ðàêòåðó ñòðóêòóðíî¨ íåîäíîðiäíîñòi, íàâàíòàæåííÿ, òèïó ãðàíè÷íèõ óìîâ òà
ãåîìåòði¨ ïðóæíîãî òiëà;

� íà îñíîâi îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîâåäåíî àíàëiç îñîáëèâîñòåé ÍÄÑ i êîëè-
âàíü øèðîêîãî êëàñó íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ òië, âèÿâëåíî
îñíîâíi ìåõàíi÷íi çàêîíîìiðíîñòi ùîäî âïëèâó õàðàêòåðó íåîäíîðiäíî¨ ñòðó-
êòóðè, ãåîìåòðè÷íèõ, ìåõàíi÷íèõ ïàðàìåòðiâ, âèäiâ íàâàíòàæåííÿ òà ãðà-
íè÷íèõ óìîâ îá'¹êòiâ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, íà ðîçïîäië ïîëiâ íàïðóæåíü òà
ïåðåìiùåíü.

Îá ðóíòîâàíiñòü òà äîñòîâiðíiñòü ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ ó äèñåðòà-
öi¨, çàáåçïå÷ó¹òüñÿ êîðåêòíiñòþ òà ñòðîãiñòþ ìàòåìàòè÷íèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ó
ðàìêàõ ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi òà òåîði¨ îáîëîíîê çi ñêií÷åííîþ çñóâíîþ
æîðñòêiñòþ; çàñòîñóâàííÿì îá ðóíòîâàíèõ ÷èñåëüíèõ äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèõ
i äèñêðåòíèõ ìåòîäiâ, ôiçè÷íî ïðàâäîïîäiáíîþ iíòåðïðåòàöi¹þ îòðèìàíèõ ðåçóëü-
òàòiâ; ïîðiâíÿëüíèì àíàëiçîì òî÷íîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ íà îñíîâi
çàçíà÷åíèõ ìåòîäiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè òà ïiä-
õîäè äî ¨õ îòðèìàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ðîçâ'ÿçàííi øèðîêîãî êëàñó
ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ íåîäíîðiäíèõ êîíñòðóêòèâíèõ
åëåìåíòiâ ñó÷àñíî¨ òåõíiêè; ðîçðîáëåíi ïðîãðàìíi êîìïëåêñè äàþòü ìîæëèâiñòü
îòðèìàòè äîñòîâiðíó iíôîðìàöiþ ïðî ðîçïîäië ïîëiâ íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü â
åëåìåíòàõ êîíñòðóêöié ïðè ðiçíèõ ðåæèìàõ åêñïëóàòàöi¨ i ïðîâåäåííÿ îöiíîê ¨õ
ìiöíîñòi i íàäiéíîñòi; áàãàòîâàðiàíòíi ðîçðàõóíêè çà ðîçðîáëåíèìè ïðîãðàìàìè
íà åòàïi ïðîåêòóâàííÿ êîíñòðóêöié ìîæóòü áóòè àëüòåðíàòèâîþ äî ïðîâåäåííÿ
êîøòîâíèõ íàòóðíèõ åêñïåðèìåíòiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi çäîáóâà÷åì
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ñàìîñòiéíî. Ó âñiõ ïðàöÿõ, ùî îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, çäîáóâà÷ ïðèéìàâ
ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi çàäà÷, ðîçðîáöi ïiäõîäiâ äî ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ òà ðåàëiçàöi¨,
îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ. Çäîáóâà÷åâi ïîâíiñòþ íàëåæèòü ðîçðîá-
êà ïiäõîäó äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ äëÿ íåòîíêèõ îáîëîíîê çi ñêiñíèìè çðiçàìè ç
âèêîðèñòàííÿì ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨; àäàïòàöiÿ
ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ç âèêîðèñòàííÿì äâîâèìiðíèõ ñïëàéíiâ äî çàäà÷ ïðî
ÍÄÑ íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðiâ â ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi; ðîçðîáêà ïiäõîäó ç âèêî-
ðèñòàííÿì ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ äî çàäà÷ ïðî îñåñèìå-
òðè÷íèé ÍÄÑ íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðiâ òà êóëü; çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñêií÷åííèõ
åëåìåíòiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ ÍÄÑ åëiïòè÷íîãî öèëiíäðà â òðèâèìiðíié ïîñòàíîâ-
öi ç âèêîðèñòàííÿì åëiïòè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ñïiâàâòîðè àêàäåìiê ÍÀÍ
Óêðà¨íè ß.Ì. Ãðèãîðåíêî, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Î.ß. Ãðèãîðåíêî, ïðîôåñîð
W.H. M�uller, ïðîôåñîð Ì.Ì. Êðþêîâ, ïðîôåñîð I.À. Ëîçà áðàëè ó÷àñòü ó ïîñòà-
íîâêàõ çàäà÷ òà àíàëiçi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ; äîêòîð R. Wille, ê.ô.-ì.í. À.Ñ.
Áåðãóëüîâ, ê.ô.-ì.í. Ñ.À. Ïàíêðàòü¹â, ê.ô.-ì.í. Í.Ï. ßðåì÷åíêî áðàëè ó÷àñòü â
äåÿêèõ ðîçðàõóíêàõ çàäà÷ òà àíàëiçi ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ìàòåðiàëiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðî-
áîòè äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà ìiæíàðîäíèõ òà âñåóêðà¨íñüêèõ êîí-
ôåðåíöiÿõ, çîêðåìà: 35th and 36th Solid Mechanics Conference (Êðàêiâ, Ïîëü-
ùà, 2006, Ãäàíñüê, Ïîëüùà 2008), �Ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè ìåõàíiêè íåîäíîði-
äíèõ ñòðóêòóð� (Ëüâiâ, 2006), International Workshop �Research in Mechanics of
Composites� (Áàä-Ãåððåíàëüá, Íiìå÷÷èíà 2006), 6th International Conference on
Composite Science and Technology (Äóðáàí, ÏÀÐ, 2007), 9th and 10th Internati-
onal Conference �Modern Building Materials, Structures and Techniques� (Âiëüíþñ,
Ëèòâà, 2007, 2010), �Àêòóàëüíi ïðîáëåìè àíàëiçó òà ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ ñè-
ñòåì� (×åðêàñè, 2007), XI Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ìåòîäè÷íà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷à-
ñíi ïðîáëåìè ïðèðîäíè÷èõ íàóê òà ïiäãîòîâêà ôàõiâöiâ� (Ìèêîëà¨â, 2007), 9th
Conference �Shell Structures and Applications� (Ãäàíñüê, Ïîëüùà, 2009), �Ìàòåìà-
òè÷íi ïðîáëåìè òåõíi÷íî¨ ìåõàíiêè� (Äíiïðî � Êàì'ÿíñüêå, 2014, 2017), Ìiæíà-
ðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ �Ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ôiçèêî-õiìi÷íîãî
êîíäåíñîâàíîãî ñòàíó ðå÷îâèí� (Ìèêîëà¨â, 2015), �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà
ìàòåìàòèêè� (Ëüâiâ, 2018).

Â çàâåðøåíîìó âèãëÿäi ðîáîòà äîïîâiäàëàñü òà îáãîâîðþâàëàñü íà íàóêîâîìó
ñåìiíàði âiääiëó îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåí-
êà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-ì.í., ïðîôåñîð Î.ß.
Ãðèãîðåíêî, 2020 ð.), íà íàóêîâîìó ñåìiíàði çà íàïðÿìîì �Ìåõàíiêà îáîëîíêîâèõ
ñèñòåì� Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � ä.ò.í.,
ïðîôåñîð Ï.Ç. Ëóãîâèé, 2020 ð.), íà íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨
òà ïðèêëàäíî¨ ìåõàíiêè Íàöiîíàëüíîãî òðàíñïîðòíîãî óíiâåðñèòåòó (êåðiâíèê �
ä.ô.-ì.í, ïðîôåñîð I.À. Ëîçà, 2021 ð.), íà íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè òåîðåòè-
÷íî¨ òà ïðèêëàäíî¨ ìåõàíiêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Òàðàñà
Øåâ÷åíêà (êåðiâíèê � ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-ì.í., ïðîôåñîð ß.Î.Æóê, 2021
ð.), íà çàãàëüíîiíñòèòóòñüêîìó ñåìiíàði ç ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï.
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Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ò.í., ïðîôåñîð
Î.Ì. Ãóçü, 2020 ð.).

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âèñâiòëåíî â 36 íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ç íèõ
21 [1�21] còàòòÿ ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ Óêðà¨íè i ó íàóêîâèõ ïåðiîäè-
÷íèõ âèäàííÿõ iíøèõ äåðæàâ, 15 ïóáëiêàöié [22�36] â ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ
i íàöiîíàëüíèõ êîíôåðåíöié. ×îòèðíàäöÿòü ñòàòåé [1, 3, 7, 9�11, 13�18, 20, 21]
îïóáëiêîâàíi ó âèäàííÿõ, âêëþ÷åíèõ äî êàòåãîði¨ �A� Ïåðåëiêó íàóêîâèõ âèäàíü
Óêðà¨íè òà ó çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ, ïðîiíäåêñîâàíèõ ó ìiæíàðîäíèõ íàóêîìå-
òðè÷íèõ áàçàõ Scopus òà/àáî Web of Science Core Collection. Âiäïîâiäíî äî êëà-
ñèôiêàöi¨ SCImago Journal and Country Rank [20] âõîäèòü äî êâàðòèëþ Q2, [1,
3, 7, 9�11, 13�16, 18, 21] � äî Q3. Ïðàöi [2, 5, 24, 25, 28] îïóáëiêîâàíi àâòîðîì
îäíîîñiáíî.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç
àíîòàöi¨, âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ç 297
íàéìåíóâàíü. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 261 ñòîðiíêó, ðàçîì iç 70 ðè-
ñóíêàìè i 20 òàáëèöÿìè.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòîâi � àêà-

äåìiêó ÍÀÍ Óêðà¨íè, äîêòîðó òåõíi÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó ßðîñëàâó Ìèõàéëîâè-

÷ó Ãðèãîðåíêó çà ïîñòiéíó óâàãó òà âñåái÷íó ïiäòðèìêó ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ ðî-

áîòè òà âèðàæà¹ ïîäÿêó ÷ëåíó-êîðåñïîíäåíòó ÍÀÍ Óêðà¨íè, äîêòîðó ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Î.ß. Ãðèãîðåíêó çà öiííi ïîðàäè òà ïðîïîçèöi¨,

ùî ñïðèÿëè óñïiøíîìó ïðîâåäåííþ äîñëiäæåíü.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè; îêðåñëåíî
çâ'ÿçîê äèñåðòàöi¨ ç íàóêîâî-äîñëiäíèìè òåìàìè; ñôîðìóëüîâàíî ìåòó é çàäà-
÷i äîñëiäæåíü; âèñâiòëåíî íàóêîâó íîâèçíó, äîñòîâiðíiñòü i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ
îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ; íàâåäåíî äàíi ïðî ïóáëiêàöi¨ çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà îñî-
áèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à â íèõ, àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨, ¨¨ ñòðóêòóðó
òà îáñÿã.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâîäèòüñÿ îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨. Íà
îñíîâi àíàëiçó äæåðåë âèñâiòëåíî ñó÷àñíèé ñòàí ðîçâèòêó òåîði¨ ïðóæíîñòi íåî-
äíîðiäíèõ òië òà îáîëîíîê ñêëàäíî¨ ôîðìè.

Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ ïðóæíîñòi òà îáîëîíîê çðîáèëè ïðàöi Ñ.À.
Àìáàðöóìÿíà, Â.Â. Áîëîòiíà, I.Í. Âåêóà, Â.Ç. Âëàñîâà, I.I. Âîðîâè÷à, Î.Ì. Ãó-
çÿ, Á.Ã. Ãàëüîðêiíà, Í.Ê. Ãàëiìîâà, Î.Â. Ãîëüäåíâåéçåðà, Å.I. Ãðèãîëþêà, ß.Ì.
Ãðèãîðåíêà, Ì.Î. Êiëü÷åâñüêîãî, Ã. Êiðõãîôà, Ñ.Â. Êîðîëüîâà, Ñ.Ã. Ëåõíiöüêî-
ãî, À.I. Ëóð'¹, O.E.Õ. Ëÿâà, Õ.Ì. Ìóøòàði, Ï. Íàãäi, Â.Â. Íîâîæèëîâà, Þ.Ì.
Ðàáîòíîâà, Å. Ðåéññíåðà, Ñ.Ï. Òèìîøåíêà, I.ß. Øòà¹ðìàíà òà ií.

Äîñëiäæåííþ ÍÄÑ òà êîëèâàíü íåîäíîðiäíèõ ïðóæíèõ òië, òà îáîëîíîê íà
îñíîâi óòî÷íåíèõ ìîäåëåé ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè Â.À. Áàæåíîâà, Î.I. Áåñïàëîâî¨,
Â.Ë. Áîãäàíîâà, Â.Ä. Áóäàêà, À.Ò. Âàñèëåíêà, ß.Î. Æóêà, Å.I. Ãðèãîëþêà, ß.Ì.
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Ãðèãîðåíêà, Î.ß. Ãðèãîðåíêà, Í.À. Ãóê, Â.I. Ãóëÿ¹âà, Â.Ã. Êàðíàóõîâà, Â.I. Êî-
çëîâà, Ì.Ì. Êðþêîâà, Â.Ä. Êóáåíêà, Ë.Â. Êóðïè, Ð.Ì. Êóøíiðà, I.À. Ëîçè, Ï.Ç.
Ëóãîâîãî, Â.Ô. Ìåéøà, Ì.Â. Ìàð÷óêà, Î.Â. Ìàð÷óêà, Ë.Â. Ìîëü÷åíêà, Â.Ì. Íà-
çàðåíêà, Þ.Ì. Ïîäiëü÷óêà, Î.Î. Ðàññêàçîâà, Ë.Ñ. Ðîæîê, ß.ß. Ðóùèöüêîãî, I.Ê.
Ñåí÷åíêîâà, Í.Â. Ñìåòàíêiíî¨, Â.I. Ñòîðîæåâà, I.Þ. Õîìè, Ë.Ï. Õîðîøóíà, I.Ñ.
×åðíèøåíêà, Î.Þ ×èðêîâà, Þ.Ì. Øåâ÷åíêà, Ì.Î. Øóëüãè, Î.Ì. Øóïiêîâà òà
ií.

Îñíîâè êëàñè÷íî¨ òà óòî÷íåíèõ òåîðié àíiçîòðîïíèõ îáîëîíîê çàêëàäåíî â
ðîáîòàõ Ñ.À. Àìáàðöóìÿíà, ß.Ì. Ãðèãîðåíêà, Î.Ì. Ãóçÿ, Ñ.Â. Êîðîëüîâà, Ñ.Ã.
Ëåõíiöüêîãî, Å.I. Ãðèãîëþêà, I.Þ. Áàáè÷à, Á.Ë. Ïåëåõà, Ë. Äîííåëëà, Ï. Íàãäi,
Ð.Ä. Ìiíäëiíà òà ií.

Ðîçâèòêó òåîði¨ ñïëàéíiâ ïðèñâÿ÷åíi ìîíîãðàôi¨ Äæ. Àëáåðãà, Þ.Ñ.
Çàâ'ÿëîâà, Â.Ë. Ìiðîøíi÷åíêà, Ì.Ï. Êîðíié÷óêà òà ií.

Ãåîìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé äëÿ çàäà÷ ìåõàíiêè çàïðîïîíîâàíî â ðî-
áîòàõ Ì.Ñ. Ïàéìóøèíà, Â.Ì. Êîðíiøèíà, Â.Ô. Ñíiãiðüîâà, Ì.Ì. Êðþêîâà òà ií.

Ìîíîãðàôi¨, ïðèñâÿ÷åíi îñíîâàì ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, íàïèñàíî Î.
Çåíêåâè÷åì, Äæ. Êîííîðîì òà Ê. Áðåááià, Ã. Ñòðåíãîì òà Äæ. Ôiêñîì, Æ. Äåêëó
òà ií.

Çðîáëåíèé àíàëiç íàóêîâî¨ ëiòåðàòóðè ïîêàçàâ äîöiëüíiñòü òà àêòóàëüíiñòü
ïðîâåäåííÿ äîñëiäæåíü â îáðàíîìó íàïðÿìêó.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨
ïðóæíîñòi íåîäíîðiäíîãî àíiçîòðîïíîãî òiëà òà óòî÷íåíî¨ çñóâíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê
ïåðøîãî ïîðÿäêó Òèìîøåíêà â îðòîãîíàëüíèõ êðèâîëiíiéíèõ ñèñòåìàõ êîîðäè-
íàò.

Íàâåäåíî çàãàëüíi âiäîìîñòi ïðî êëàñ ñïëàéí-ôóíêöié, ïðåäñòàâëåíèõ àëãå-
áðà¨÷íèìè ïîëiíîìàìè íà ñêií÷åííîìó íîñi¹âi. Ïðåäñòàâëåíî B-ñïëàéíè ïåðøîãî
i òðåòüîãî ïîðÿäêiâ, âiäçíà÷åíî ¨õ õàðàêòåðíi âëàñòèâîñòi òà ìîæëèâiñòü âèêî-
ðèñòàííÿ ÿê áàçèñíèõ ôóíêöié äëÿ àïðîêñèìàöi¨ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâèõ
çàäà÷. Íà ïðèêëàäi îäíîâèìiðíî¨ ëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i çàãàëüíîãî âèäó âè-
êëàäåíî ñóòü ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ òà îñíîâíi ïîëîæåííÿ ìåòîäó äèñêðåòíî¨
îðòîãîíàëiçàöi¨.

Îïèñàíi ìåòîäè ¹ îñíîâîþ ðîçðîáêè äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèõ (÷èñåëüíî-
àíàëiòè÷íèõ) ìåòîäèê äëÿ äîñëiäæåííÿ ÍÄÑ ïðóæíèõ òië òà òîâñòîñòiííèõ îáî-
ëîíîê, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.

Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ â ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îð-
òîãîíàëiçàöi¨ ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê ïîêàçàíî íà ïðèêëàäi âèçíà-
÷åííÿ ÍÄÑ áàãàòîøàðîâî¨ ïîëîãî¨ ïàíåëi.

Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäiâ çàìiíè çìiííèõ, ñïëàéí-êîëîêàöi¨, äèñêðåòíî¨ îðòîãî-
íàëiçàöi¨ òà ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ïîêàçàíî äëÿ çàäà÷i ïðî çãèí ÷îòèðè-
êóòíèõ ïëàñòèí ñêëàäíî¨ ôîðìè.

ßê ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ äâîâèìiðíèõ ñïëàéíiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî
ÍÄÑ ïðîñòîðîâèõ òië, íàâåäåíî çàäà÷ó ïðî çãèí ïðÿìîêóòíî¨ ïëèòè.
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Îñîáëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ âiäìi÷åíèõ äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèõ òà äèñêðå-
òíèõ ìåòîäèê äî äîñëiäæåííÿ ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ öèëiíäðiâ òà êóëü
ç íåîäíîðiäíîþ ñòðóêòóðîþ îïèñàíî â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ äèñåðòàöi¨.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó
öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê íåêðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó.

Ðîçãëÿíóòî òàêi çàäà÷i ïðî ÍÄÑ: äëÿ içîòðîïíî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè â äâîõ
âàðiàíòàõ ðåàëiçàöi¨ äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîãî ïiäõîäó ç àïðîêñèìàöi¹þ çà íà-
ïðÿìíîþ i çà òâiðíîþ; äëÿ òðàíñâåðñàëüíî içîòðîïíî¨ îáîëîíêè çìiííî¨ òîâùèíè
òà äëÿ ãîôðîâàíèõ ïëàñòèíè i öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê åëiïòè÷íîãî ïåðåðiçó.

ßêùî âèáðàòè çà ñèñòåìó êîîðäèíàò α1 - äîâæèíó âçäîâæ òâiðíî¨, α2 - äåÿêèé
ïàðàìåòð âçäîâæ íàïðÿìíî¨, γ � êîîðäèíàòó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ñåðåäèííî¨
ïîâåðõíi, ïîçíà÷èòè A2 � ïàðàìåòð Ëàìå âçäîâæ íàïðÿìíî¨ (A1 = 1), k = k2 �
êðèâèíà íàïðÿìíî¨ (k1 = 0), u1, u2, w � ïåðåìiùåííÿ îáîëîíêè, ψ1, ψ2 � ïîâíi êóòè
ïîâîðîòó, òî ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê
çìiííî¨ òîâùèíè áóäóòü ìàòè âèãëÿä:

∂C11

∂α1

∂u1
∂α1

+ C11
∂2u1
∂α2

1

+

(
1

A2
2

∂C66

∂α2
− C66A

′
2

A3
2

)
∂u1
∂α2

+
C66

A2
2

∂2u1
∂α2

2

+
1

A2

C66

∂α2

∂u2
∂α1

+

+
1

A2

∂C12

∂α1

∂u2
∂α2

+
C66 + C12

A2

∂u2
∂α1∂α2

+
∂C12

∂α1
kw + C12k

∂w

∂α1
+ q1 = 0;

1

A2

∂C12

∂α2

∂u1
∂α1

+
1

A2

(
∂C66

∂α1
− k2∂D66

∂α1

)
∂u1
∂α2

+
C66 + C12 − k2D66

A2

∂2u1
∂α1∂α2

−k2K2u2 +
∂C66

∂α1

∂u2
∂α1

+ C66
∂2u2
∂α2

1

+

(
1

A2
2

∂C22

∂α2
− C22A

′
2

A3
2

)
∂2u2
∂α1∂α2

+

+
C22

A2
2

∂2u2
∂α2

2

+
1

A2

(
∂C22

∂α2
k + C22k

′
)
w +

k (K2 + C22)

A2

∂w

∂α2
+

k

A2

∂D66

∂α1

∂ψ1

∂α2
+

+
kD66

A2

∂2ψ1

∂α1∂α2
+ kK2ψ2 + k

∂D66

∂α1

∂ψ2

∂α1
+ kD66

∂2ψ2

∂α2
1

+ q2 = 0;

−kC12
∂u1
∂α1
− 1

A2

(
k′K2 + k

∂K2

∂α2

)
u2 −

k(K2 + C22)

A2

∂u2
∂α2
− k2C22w+

+
∂K1

∂α1

∂w

∂α1
+K1

∂2w

∂α2
1

+

(
1

A2
2

∂K2

∂α2
− K2A

′
2

A3
2

)
∂w

∂α2
+
K2

A2
2

∂2w

∂α2
2

+

+
∂K1

∂α1
ψ1 +K1

∂ψ1

∂α1
+

1

A2

∂K2

∂α2
ψ2 +

K2

A2

∂ψ2

∂α2
+ qγ = 0; (1)(

kD66A
′
2 − k′D66A2

A3
2

− k

A2
2

∂D66

∂α2

)
∂u1
∂α2
− kD66

A2
2

∂2u1
∂α2

2

− k

A2

∂D12

∂α1

∂u2
∂α2
−

−kD12

A2

∂2u2
∂α1∂α2

− k2∂D12

∂α1
w − (k2D12 +K1)

∂w

∂α1
−K1ψ1 +

∂D11

∂α1

∂ψ1

∂α1
+

+D11
∂2ψ1

∂α2
1

+

(
1

A2
2

∂D66

∂α2
− −D66A

′
2

A3
2

)
∂ψ1

∂α2
+
D66

A2
2

∂2ψ1

∂α2
2

+
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+
1

A2

∂D66

∂α2

∂ψ2

∂α1
+

1

A2

∂D12

∂α1

∂ψ2

∂α2
+
D12 +D66

A2

∂2ψ2

∂α1∂α2
= 0;

− k

A2

∂D66

∂α1

∂u1
∂α2
− kD66

A2

∂2u1
∂α1α2

+ kK2u2 +

(
kD22A

′
2 − k′D22A2

A3
2

− k

A2
2

∂D22

∂α2

)
∂u2
∂α2
−

−kD22

A2

∂2u2
∂α2

2

− k

A2

(
2k′D22 + k

∂D22

∂α2

)
w − k2D22 +K2

A2

∂w

∂α2
+

1

A2

∂D12

∂α2

∂ψ1

∂α1
+

+
1

A2

∂D66

∂α1

∂ψ1

∂α2
+
D12 +D66

A2
+

∂2ψ1

∂α1∂α2
−K2ψ2 +

∂D66

∂α1

∂ψ2

∂α1
+

+D66
∂2ψ2

∂α2
1

+

(
1

A2
2

∂D22

∂α2
− D22A

′
2

A3
2

)
∂ψ2

∂α2
+
D22

A2
2

∂2ψ2

∂α2
2

= 0.

Â (1) Cij, Dij, Ki � êîåôiöi¹íòè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ òîâùèíîþ îáîëîíêè òà
ïðóæíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðiàëó, q1, q2, qγ � êîìïîíåíòè âåêòîðà íàâàí-
òàæåííÿ.

Äîäàâøè äî îòðèìàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèí-
íèõ ïîõiäíèõ ãðàíè÷íi óìîâè, îòðèìà¹ìî äâîâèìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêó çâåäåíî
äî îäíîâèìiðíî¨ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨.

Ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ â íàïðÿìêó òâiðíî¨ ðîçâ'ÿçêè ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü (1) ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi:

u(α1, α2) =
N∑
i=o

u1i(α2)ϕ1i(α1), u2(α1, α2) =
N∑
i=o

u2i(α2)ϕ2i(α1),

w(α1, α2) =
N∑
i=o

wi(α2)ϕ3i(α1), (2)

ψ1(α1, α2) =
N∑
i=o

ψ1i(α2)ϕ4i(α1), ψ2(α1, α2) =
N∑
i=o

ψ2i(α2)ϕ5i(α1),

äå u1i(α2), u2i(α2), wi(α2), ψ1i(α2), ψ2i(α2) �øóêàíi ôóíêöi¨ çìiííî¨ α2, ϕji(α1)
(j=1, 5) � ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ B -ñïëàéíiâ òðåòüîãî ñòåïåíÿ íà ðiâíîìiðíié ñiòöi ∆:
0 = α10 < α11 < · · · < α1N = L, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâè íà êðèâîëi-
íiéíèõ êîíòóðàõ α1 = 0 òà α1 = L.

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (2) ó (1) i ãðàíè÷íi óìîâè i âèìàãàþ÷è âèêîíàííÿ îñòàí-
íiõ â òî÷êàõ êîëîêàöi¨ ξk = α1k (k = 0, N), îòðèìà¹ìî îäíîâèìiðíó êðàéîâó
çàäà÷ó, ÿêó ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i âçäîâæ íàïðÿìíî¨.

Íà îñíîâi öüîãî ïiäõîäó ïðîâåäåíî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ñòàòèêè íåêðóãîâèõ
öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç åëiïòè÷íèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì (x1 = b cosα2,
x2 = a sinα2, Ox1x2 � äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò). Äîñëiäæåíî íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíèé ñòàí çàìêíåíî¨ içîòðîïíî¨ îáîëîíêè ñòàëî¨ òîâùèíè, ïiâîñi ïîïå-
ðå÷íîãî ïåðåðiçó ÿêî¨ a = 12, 5; b = 8, ìîäóëü Þíãà E0, êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà
ν = 0, 3; äîâæèíà îáîëîíêè L = 30, òîâùèíà h = 1, à òîðöi æîðñòêî çàêðiïëåíi
(u1 = u2 = w = 0, ψ1 = ψ2 = 0, α1 = const).
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Òàáë. 1 � Çíà÷åííÿ ïðîãèíó wE0/q0 â ïåðåðiçàõ α1 = L/2, α2 = 0, α2 = π/2
â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨ ïðè âèáîði äâîõ ðiçíèõ íàïðÿìêiâ
àïðîêñèìàöi¨.

Íàïðÿìîê
wE0/q0

àïðîêñèìàöi¨
α2 N

9 11 13 15 17 19
âçäîâæ 0 1226 1225 1224 1225 1225 1226
òâiðíî¨ π/2 -559,8 -560,6 -561,4 -562,1 -562,6 -563,0
âçäîâæ 0 1203 1213 1218 1221 1223 1224

íàïðÿìíî¨ π/2 -546,8 -554,7 -558,5 -560,5 -561,6 -562,3

Îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó òîâùèíà âçäîâæ íàïðÿìíî¨ íå çìiíþ¹òüñÿ, òî ïðè

α2 = 0 i α2 =
π

2
áóäóòü ìàòè ìiñöå óìîâè ñèìåòði¨

∂u1

∂α2
=

∂w

∂α2
= 0,

∂ψ1

∂α2
= 0,

ψ2 = 0, u2 = 0, ïðè α2 = const. Íà îáîëîíêó äi¹ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå íàâàíòà-
æåííÿ qγ = q0.

Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî ïðè àïðîêñèìàöi¨ ñïëàéíàìè âçäîâæ ÿê òâiðíî¨, òàê i íà-
ïðÿìíî¨. Â òàáë. 1 ïîêàçàíî, ÿê çìiíþþòüñÿ çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ïðîãèíiâ w â
ñåðåäèííîìó ïåðåðiçi α1 = L/2 â çàëåæíîñòi âiä íàïðÿìêó ñïëàéí-àïðîêñèìàöi¨
i êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨ (N + 1). ßê âèäíî ç òàáëèöi, ïðè àïðîêñèìàöi¨
âçäîâæ òâiðíî¨ îäåðæàíå çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèíó, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ
ïðè α2 = 0, âæå ïðè 10 òî÷êàõ êîëîêàöi¨ (N = 9) â òðüîõ çíà÷óùèõ öèôðàõ çái-
ãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì ïðîãèíó, îòðèìàíîãî ïðè 20 òî÷êàõ êîëîêàöi¨. Óòî÷íåííÿ

ðîçâ'ÿçêó çi çáiëüøåííÿì òî÷îê êîëîêàöi¨ ìîæíà ñïîñòåðiãàòè â ïåðåðiçi α2 =
π

2
,

äå ìàþòü ìiñöå ïðîãèíè, ïðîòèëåæíi íàïðÿìêó äi¨ ñèëè. Ïðîòå ðiçíèöÿ ìiæ ïðî-
ãèíàìè, îòðèìàíèìè ïðè N = 9 i N = 19, ñòàíîâèòü ìåíøå 1%.

Ðiçíèöÿ ó çíà÷åííÿõ, îòðèìàíèõ äëÿ ðiçíî¨ êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨, ïðè
àïðîêñèìàöi¨ âçäîâæ íàïðÿìíî¨ áiëüø ïîìiòíà. Àëå äëÿ ìàêñèìàëüíèõ ïðîãèíiâ
ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðè 20 i 10 òî÷êàõ êîëîêàöi¨, âiäðiçíÿþòüñÿ ìåíø íiæ íà
2%. Òàêîæ âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî âæå ïðè N = 19 íàâåäåíi çíà÷åííÿ ïðîãèíiâ
ïðàêòè÷íî ñïiâïàäàþòü äëÿ îáîõ íàïðÿìêiâ àïðîêñèìàöi¨.

ßê âèäíî ç òàáë. 1, äëÿ îáîëîíêè ñòàëî¨ òîâùèíè àïðîêñèìàöiÿ ñïëàéíàìè
âçäîâæ òâiðíî¨ äà¹ áiëüø òî÷íi ðåçóëüòàòè ïðè ìåíøié êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêà-
öi¨. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè, òèì, ùî â äàíîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íòè ðîçâ'ÿçóâàëüíî¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü (3) çàëåæàòü òiëüêè âiä çìiííî¨ α2.

Òàêîæ áóëî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí
òðàíñâåðñàëüíî-içîòðîïíî¨ îáîëîíêè çìiííî¨ âçäîâæ òâiðíî¨ òîâùèíè, âè-
ãîòîâëåíî¨ çi ñêëîïëàñòèêó, ùî ìà¹ òàêi ïðóæíi õàðàêòåðèñòèêè: E1 = E,
E2 = 4, 07E, ν2 = 0, 277, G12 = G23 = 0, 407E, G13 = 0, 357E. Ó öüîìó âèïàäêó
âîëîêíà êîìïîçèòó íàïðàâëåíi âçäîâæ íàïðÿìíî¨ öèëiíäðà. Òîâùèíà îáîëîíêè
çìiíþ¹òüñÿ çà çàêîíîì h = 1 + α[3 (α1/L− 1)2− 1], i âàãà îáîëîíêè íå çàëåæèòü
âiä ïàðàìåòðà α. Âñi iíøi õàðàêòåðèñòèêè òàêi æ, ÿê i â ïîïåðåäíié çàäà÷i.
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Íà ðèñ. 1, 2 ïîêàçàíî ðîçïîäië ïðîãèíó w âçäîâæ òâiðíî¨ ïðè α2 = 0, òà íà-
ïðóæåíü σ2 â ñåðåäèííié ïëîùèíi îáîëîíêè âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ïðè α1 = L/2
â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðà α. Äëÿ êîíòðîëþ òî÷íîñòi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷, êîëè àïðîêñèìàöiÿ ñïëàéíàìè ïðîâîäèëàñü âçäîâæ íàïðÿì-
íî¨ öèëiíäðà ïðè N = 19 (ñóöiëüíà ëiíiÿ) òà êîëè àïðîêñèìàöiÿ ïðîâîäèëàñü
âçäîâæ òâiðíî¨ ïðè N = 19 (òðèêóòíèêè), N = 39 (òî÷êè). Äëÿ α = 0 òà
α = 0, 3, ÿê âèäíî ç ðèñ.1, çíà÷åííÿ ÿê ïðîãèíiâ òàê i íàïðóæåíü çáiãàþ-
òüñÿ ïðè N = 19 äëÿ ðiçíèõ íàïðÿìêiâ àïðîêñèìiàöi¨ (òîìó ðåçóëüòàòè äëÿ
N = 39 íå íàâåäåíî), à êîëè α = −0, 3 âiäìiííîñòi ìiæ çíà÷åííÿìè ïðîãè-
íiâ, îòðèìàíèìè ïðè ðiçíèõ íàïðÿìêàõ àïðîêñèìàöi¨, ïðè N = 19 áiëüø ïî-
ìiòíi. Çi çáiëüøåííÿì òî÷îê êîëîêàöi¨ âçäîâæ òâiðíî¨ äî 40 òî÷íiñòü ðåçóëüòà-
òiâ çðîñòà¹. Ñõîæó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó âiä êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨ òà âiä
íàïðÿìêó àïðîêñèìàöi¨ ìîæíà ñïîñòåðiãàòè i äëÿ íàïðóæåíü (ðèñ.2). Àëå ði-
çíèöÿ ó çíà÷åííÿõ íàïðóæåíü, îòðèìàíèõ ïðè àïðîêñèìàöi¨ âçäîâæ íàïðÿì-
íî¨ ïðè N = 19 i N = 39 äëÿ α = −0, 3, íå òàêà çíà÷íà, ÿê äëÿ ïðîãèíiâ.

α1

Ðèñ. 1 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü çà
òâiðíîþ â çàëåæíîñòi âiä íàïðÿìêó
ñïëàéí-êîëîêàöi¨

2

2α /π 2

Ðèñ. 2 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü çà íà-
ïðÿìíîþ â çàëåæíîñòi âiä íàïðÿìêó
ñïëàéí-êîëîêàöi¨

Òàêîæ çà äîïîìîãîþ öüîãî ïiäõîäó ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ïðî íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíèé ñòàí ãîôðîâàíèõ ïëàñòèí òà öèëiíäðiâ ç ãîôðîâàíèì åëiïòè÷íèì
ïåðåðiçîì.

Ó âèïàäêó ãîôðîâàíî¨ ïëàñòèíè çi ñòîðîíàìè l1, l2 ðiâíÿííÿ ¨¨ ïîïåðå÷íîãî

ïåðåðiçó çàäàìî ó âèãëÿäi: x1 = α2, x2 = α sin

(
πnα2

l2

)
, α � àìïëiòóäà, n �

êðîê ãîôðóâàííÿ. Íåõàé ìàòåðiàë ïëàñòèíè içîòðîïíèé ç êîåôiöi¹íòîì Ïóàññîíà
ν = 0, 3, òîâùèíà ïëàñòèíè h = 0, 5, l1 = l2 = 10, ñòîðîíè ïëàñòèíè æîðñòêî
çàêðiïëåíi, íà íå¨ äi¹ ïî íîðìàëi ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå íàâàíòàæåííÿ qγ = q0.
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Íà ðèñ. 3, 4 ïîêàçàíî ðîçïîäië ïåðåìiùåíü ŵ =
wE

q0103
(E � ìîäóëü ïðóæíîñòi

ïëàñòèíè) â çàëåæíîñòi âiä êðîêó i àìïëiòóäè ãîôðóâàííÿ âiäïîâiäíî.

Òàêîæ â öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí
öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç åëiïòè÷íèì ãîôðîâàíèì ïåðåðiçîì.

Ðèñ. 3 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü ïëà-
ñòèíè â çàëåæíîñòi âiä êðîêó ãîôðó-
âàííÿ, α = 1

Ðèñ. 4 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü â çà-
ëåæíîñòi âiä àìïëiòóäè ãîôðóâàííÿ,
n = 11

Ðèñ. 5 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü äëÿ
àìïëiòóä ãîôðóâàííÿ α ïðè ∆ = 0, 2
(ñóöiëüíà ëiíiÿ), ∆ = 0, 4 (ïóíêòèð-
íà ëiíiÿ), m = 4

Ðèñ. 6 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü äëÿ
êðîêiâ ãîôðóâàííÿ m ïðè α = 4 (ñó-
öiëüíà ëiíiÿ), α = 6 (ïóíêòèðíà ëi-
íiÿ), ∆ = 0, 3
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Â öüîìó âèïàäêó ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç îáîëîíêè çàäàìî â ïîëÿðíèõ êîîðäè-

íàòàõ (r, α2): r(α2) =
a

√
1− e2 cos2 α2

+ α cosmα2, a � ìåíøà ïiââiñü åëiïñà, e �

åêñöåíòðèñèòåò, α i m � àìïëiòóäà i êðîê ãîôðóâàííÿ âiäïîâiäíî.

Äîâæèíà êðèâî¨ íåãîôðîâàíîãî åëiïñà ïðè öüîìó âèáèðàíà ðiâíîþ äîâæèíi
êîëà ðàäióñà r0 = 40, äîâæèíà öèëiíäðà l = 60, òîâùèíà � h = 4, ìàòåðiàë
îáîëîíêè içîòðîïíèé ç êîåôiöi¹íòîì Ïóàññîíà ν = 0, 3, òîðöi îáîëîíêè æîðñòêî
çàêðiïëåíi, íà îáîëîíêó äi¹ ïî íîðìàëi íàâàíòàæåííÿ âèäó qγ = q0 sin(α1π/l),
äëÿ âàðiþâàííÿ åêñöåíòðèñèòåòîì åëiïñà âèêîðèñòàíî ïàðàìåòð åëiïòè÷íîñòi
∆ = (b− a)/(a+ b).

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ ïåðåìiùåíü
wE

q0103
â çàëåæíîñòi âiä àìïëiòóäè i êðîêó

ãîôðóâàííÿ íàâåäåíî íà ðèñ. 5 i 6 âiäïîâiäíî.

Òàêèì ÷èíîì, â öüîìó ðîçäiëi âiäìi÷åíî âèñîêó òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ
äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîãî ïiäõîäó çà ðiçíèìè âàðiàíòàìè éîãî ðåàëiçàöi¨: ïðè
âèáîði íàïðÿìêiâ àïðîêñèìàöi¨ çà êîîðäèíàòîþ, ùî çìiíþ¹òüñÿ ïî íàïðÿìíié, i
çà êîîðäèíàòîþ, ùî çìiíþ¹òüñÿ ïî òâiðíié. Äëÿ içîòðîïíî¨ îäíîðiäíî¨ îáîëîí-
êè i òðàíñâåðñàëüíî içîòðîïíî¨ îáîëîíîêè çìiííî¨ òîâùèíè äîñëiäæåíà çáiæíiñòü
ðîçâ'ÿçêó â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi ÷ëåíiâ àïðîêñèìóþ÷îãî ðÿäó. Ïîêàçàíî ñêëà-
äíèé õàðàêòåð ÍÄÑ â ãîôðîâàíèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíêàõ i ïëàñòèíàõ â çàëå-
æíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ãîôðóâàííÿ � àìïëiòóäè òà êðîêó ãîôðiâ.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíèé ñòàíó öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê çi ñêiñíèìè çðiçàìè. Íà ðèñ. 7 ïî-
êàçàíî ïðîåêöi¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè çi çðiçàìè.

Ðiâíÿííÿ äëÿ íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ñòàëî¨ òîâùèíè ïiä äi¹þ
âíóòðiøíüîãî òèñêó q ç âèêîðèñòàííÿì (1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

a11
∂2u1
∂α2

1

+ a12
∂u1
∂α2

+ a13
∂2u1
∂α2

2

+ a14
∂2u2
∂α1∂α2

+ a15
∂w

∂α1
= 0,

a21
∂2u1
∂α2∂α1

+ a22u2 + a23
∂2u2
∂α2

1

+ a24
∂u2
∂α2

+ a25
∂2u2
∂α2

2

+ a26w+

+a27
∂w

∂α2
+ a28

∂2ψ1

∂α2∂α1
+ a29ψ2 + a2,10

∂2ψ2

∂α2
1

= 0,

a31
∂u1
∂α1

+ a32u2 + a33
∂u2
∂α2

+ a34w + a35
∂2w

∂α2
1

+ a36
∂w

∂α2
+ a37

∂2w

∂α2
2
+

+a38
∂ψ1

∂α1
+ a39

∂ψ2

∂α2
+ a3,10q = 0, (3)

a41
∂2u1
∂α2

1

+ a42
∂u1
∂α2

+ a43
∂2u2
∂α2∂α1

+ a44
∂w

∂α1
+ a45ψ1+

+a46
∂2ψ1

∂α2
1

+ a47
∂ψ1

∂α2
+ a48

∂2ψ1

∂α2
2

+ a49
∂2ψ2

∂α2∂α1
= 0,
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a51
∂2u1
∂α2∂α1

+ a52u2 + a53
∂2u2
∂α2

1

+ a54
∂u2
∂α2

+ a55w + a56
∂w

∂α2
+

+a57
∂2ψ1

∂α1∂α2
+ a58ψ2 + a59

∂2ψ2

∂α2
1

+ a5,10
∂ψ2

∂α2
+ a5,11

∂2ψ2

∂α2
2

= 0,

äå êîåôiöi¹íòè aij çàëåæàòü âiä ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ òà ïðóæíèõ âëàñòèâî-
ñòåé ìàòåðiàëó îáîëîíêè.

Ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ îáîëîíêè çi çðiçàìè â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ x1, x2, x3:
x1 = f1(ξ2),

x2 = f2(ξ2),

x3 =
ξ1
L

(L+ (f1(ξ2)− f1(0))(tgβ1 + tgβ2)) + (f1(0)− f1(ξ2))tgβ1,
(4)

0 ≤ ξ1 ≤ L, 0 ≤ ξ2 ≤ 2π, β1, β2 � êóòè çðiçiâ.

Äàëi çàìiíèìî çìiííi ó ðiâíÿííÿõ (3). Çâ'ÿçîê ìiæ êîîðäèíàòàìè ξ1, ξ2 i α1, α2:

α1 =
ξ1
L

(L+ (f1(ξ2)− f1(0))(tgβ1 + tgβ2)) + (f1(0)− f1(ξ2))tgβ1,

α2 = ξ2.
(5)

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ¨¨ ïîõiäíi îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

∂f

∂α1
= λ1

∂f

∂ξ1
;
∂2f

∂α2
1

= λ21
∂2f

∂ξ21
;
∂f

∂α2
= λ2

∂f

∂ξ1
+
∂f

∂ξ2
;

∂2f

∂α2
2

= λ3
∂f

∂ξ1
+ λ22

∂2f

∂ξ21
+
∂2f

∂ξ22
+ 2λ2

∂2f

∂ξ1∂ξ2
; (6)

∂2f

∂α1∂α2
= λ4

∂f

∂ξ1
+ λ1λ2

∂2f

∂ξ21
+ λ1

∂2f

∂ξ1∂ξ2
,

äå

λ1 =
L

∆1
; λ3 =

∆2

∆2
1

[
f ′′1 ∆1 − 2(f ′1)

2(tgβ1 + tgβ2)
]

;

λ2 =
∆2

∆1
f ′1; λ4 = − L

∆2
1

f ′1(tgβ1 + tgβ2); (7)

∆1 = (f1 − f1(0))(tgβ1 + tgβ2) + L; ∆2 = Ltgβ1 − ξ1(tgβ1 + ξ1tgβ2).

Ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ â íîâié íåîðòîãîíàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò Oξ1ξ2:

∂2u1

∂ξ2
2 = −a12 λ2 + a13 λ3

a13

∂u1
∂ξ1
− a11λ

2
1 + a13λ

2
2

a13

∂2u1
∂ξ21
− a12
a13

∂u1
∂ξ2
− 2λ2

∂2u1
∂ξ2∂ξ1

−

−a14 λ4
a13

∂u2
∂ξ1
− a14 λ1 λ2

a13

∂2u2
∂ξ21
− a14 λ1

a13

∂2u2
∂ξ2∂ξ1

− a15 λ1
a13

∂w

∂ξ1
;

∂2u2
∂ξ22

= −a21 λ4
a25

∂u1
∂ξ1
− a21 λ1 λ2

a25

∂2u1
∂ξ21
− a21 λ1

a25

∂2u1
∂ξ2∂ξ1

−

−a22 u2
a25

− a24 λ2 + a25 λ3
a25

∂u2
∂ξ1
− a23 λ

2
1 + a25 λ

2
2

a25

∂2u2
∂ξ21
− a24
a25

∂u2
∂ξ2
−
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−2λ2
∂2u2
∂ξ2∂ξ1

− a26w

a25
− a27 λ2

a25

∂w

∂ξ1
− a27
a25

∂w

∂ξ2
− a28 λ4

a25

∂ψ1

∂ξ1
−

−a28 λ1 λ2
a25

∂2ψ1

∂ξ21
− a28 λ1

a25

∂2ψ1

∂ξ2∂ξ1
− a29 ψ2

a25
− a2,10 λ

2
1

a25

∂2ψ2

∂ξ21
;

∂2w

∂ξ2
2 = −a31 λ1

a37

∂u1
∂ξ1
− a32 u2

a37
− a33 λ2

a37

∂u2
∂ξ1
− a33
a37

∂u2
∂ξ2
− a34w

a37
−

−a36 λ2 + a37 λ3
a37

∂w

∂ξ1
− a35 λ

2
1 + a37 λ

2
2

a37

∂2w

∂ξ1
2 −

a36
a37

∂w

∂ξ2

−2λ2
∂2w

∂ξ2∂ξ1
− a38 λ1

a37

∂ψ1

∂ξ1
− a39 λ2

a37

∂ψ2

∂ξ1
− a39
a37

∂ψ2

∂ξ2
− a3,10 q

a37
;

∂2ψ1

∂ξ2
2 = −a42 λ2

a48

∂u1
∂ξ1
− a41 λ1

2

a48

∂2u1

∂ξ1
2 −

a42
a48

∂u1
∂ξ2
− (8)

−a43 λ4
a48

∂u2
∂ξ1
− a43 λ1 λ2

a48

∂2u2

∂ξ1
2 −

a43 λ1
a48

∂2u2
∂ξ2∂ξ1

− a44 λ1
a48

∂w

∂ξ1
− a45 ψ1

a48
−

−a47 λ2 + a48 λ3
a48

∂ψ1

∂ξ1
− a46 λ1

2 + a48 λ2
2

a48

∂2ψ1

∂ξ1
2 −

a47
a48

∂ψ1

∂ξ2

−2λ2
∂2ψ1

∂ξ1∂ξ2
− a49 λ4

a48

∂ψ2

∂ξ1
− a49 λ1 λ2

a48

∂2ψ2

∂ξ1
2 −

a49 λ1
a48

∂2ψ2

∂ξ1∂ξ2
∂2ψ2

∂ξ2
2 = −a51 λ4

a5,11

∂u1
∂ξ1
− a51 λ1 λ2

a5,11

∂2u1

∂ξ1
2 −

a51 λ1
a5,11

∂2u1
∂ξ2∂ξ1

− a52 u2
a5,11

−

−a54 λ2
a5,11

∂u2
∂ξ1
− a53 λ1

2

a5,11

∂2u2

∂ξ1
2 −

a54
a5,11

∂u2
∂ξ2
− a55w

a5,11
− a56 λ2

a5,11

∂w

∂ξ1
− a56
a5,11

∂w

∂ξ2

−a57 λ4
a5,11

∂ψ1

∂ξ1
− a57 λ1 λ2

a5,11

∂2ψ1

∂ξ1
2 −

a57 λ1
a5,11

∂2ψ1

∂ξ2∂ξ1
− a58 ψ2

a5,11

−a5,10 λ2 + a5,11 λ3
a5,11

∂ψ2

∂ξ1
− a5,11 λ2

2 + a59 λ1
2

a5,11

∂2ψ2

∂ξ1
2 −

a5,10
a5,11

∂ψ2

∂ξ2
− 2λ2

∂2ψ2

∂ξ2∂ξ1
.

Äî (8) äîäàìî óìîâè æîðñòêîãî çàêðiïëåííÿ íà êîíòóðàõ ξ1 = const:

u1 = u2 = w = 0, ψ1 = ψ2 = 0 (9)

òà óìîâè ñèìåòði¨ â òî÷êàõ ξ2 = 0 òà ξ2 = π:

ψ2 = 0, u2 = 0,
∂u1
∂ξ2

=
∂w

∂ξ2
= 0,

∂ψ1

∂ξ2
= 0. (10)

Îòðèìàíó äâîâèìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó çâåäåíî äî îäíîâèìiðíî¨ çà äîïîìîãîþ ìå-
òîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨. Îñòàííþ ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Çà äîïîìîãîþ âèêëàäåíîãî ïiäõîäó ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ ïðîãèíiâ â
öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíêàõ êðóãîâîãî òà åëiïòè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçiâ.



16

Ðèñ. 7 � Ïðîåêöi¨ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõ-
íi öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè åëiïòè÷íî-
ãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó çi ñêiñíèìè
çðiçàìè

Ðèñ. 8 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü â öè-
ëiíäðè÷íié îáîëîíöi äëÿ ðiçíèõ êó-
òiâ çðiçó β2, ïðè β1 = −30◦, ξ2 = π

Ðèñ. 9 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü â îáî-
ëîíöi åëiïòè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðå-
ðiçó ç ïiâîñÿìè a = 25, b = 16 äëÿ
êóòiâ çðiçiâ β1 = β2; ξ1 = L/2

Ðèñ. 10 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü â îáî-
ëîíöi åëiïòè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðå-
ðiçó ç ïiâîñÿìè a = 16, b = 25 äëÿ
êóòiâ çðiçiâ β1 = β2; ξ1 = L/2

Ó âèïàäêó êðóãîâîãî öèëiíäðà ðiâíÿííÿ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi ìà¹ âèãëÿä:
x1 = R cos ξ2, x2 = R sin ξ2, x3 = ξ1 + R[tgβ1 − ξ1(tgβ1 + tgβ2)/L](1 − cos ξ2),
äå R � ðàäióñ öèëiíäðà. Ìàòåðiàë îáîëîíêè içîòðîïíèé ç êîåôiöi¹íòîì Ïóàññîíà
ν = 0, 3, äîâæèíà îáîëîíêè � L = 60, òîâùèíà � h = 1, R = 20, Íà ðèñ. 8
ïîêàçàíî ðîçïîäië ïåðåìiùåíü îáîëîíêè â çàëåæíîñòi âiä êóòiâ çðiçó β2.

Òàêîæ áóëî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíèé ñòàí öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè
åëiïòè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó x1 = a cos ξ2, x2 = b sin ξ2 ç ïiâîñÿìè a = 25, b =
16 òà a = 16, b = 25 L = 60, h = 1, ν = 0, 3. Êóòè çðiçiâ β1 i β2 ó öüîìó âèïàäêó
âèáðàíî ðiâíèìè. Ðîçïîäiëè ïðîãèíiâ îáîëîíîê ïðè çìiíi êóòiâ çðiçiâ β1 = β2
ïîêàçàíî íà ðèñ. 9 i 10.

Òàêèì ÷èíîì, â öüîìó ðîçäiëi îäåðæàíî ðiâíÿííÿ ÍÄÑ öèëiíäðè÷íèõ îáî-
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ëîíîê êðóãîâîãî i åëiïòè÷íîãî ïåðåðiçiâ çi ñêiñíèìè çðiçàìè íà òîðöÿõ â íîâié
íåîðòîãîíàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Çíàéäåíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷ íà îñíîâi ìåòîäó
ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïðè àïðîêñèìàöi¨ çà òâiðíîþ. Ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ âïëèâó
ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ñêiñíîãî çðiçó íà ðîçïîäië ïîëiâ ïåðåìiùåíü. Ïîêàçà-
íî, ùî íàÿâíiñòü çðiçiâ íå çìiíþ¹ ÿêiñíî¨ êàðòèíè ðîçïîäiëó öèõ ïîëiâ, à êiëüêiñíi
çìiíè ñïîñòåðiãàþòüñÿ ïåðåâàæíî â îêîëi òîðöiâ.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî îñåñèìåòðè÷íi çàäà÷i ïðî íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíèé ñòàí íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè i êóëü òà êî-
ëèâàííÿ öèëiíäðà ç ï'¹çîêåðàìi÷íîãî ìàòåðiàëó.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ïðîâåäåíî ðîçðàõóíîê íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó
íåîäíîðiäíèõ ïîðîæíèñòèõ öèëiíäðiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè.

Â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò Orθz ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi ó âèïàäêó îñüî-
âî¨ ñèìåòði¨ ìàþòü âèãëÿä:

er =
∂ur
∂r

; eθ =
ur
r

; ez =
∂uz
∂z

; 2erz =
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

; (11)

çàêîí Ãóêà äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðiàëó:

σr = c11er + c12eθ + c13ez;σθ = c12er + c22eθ + c23ez;

σz = c13er + c23eθ + c33ez;σrz = 2c55erz
(12)

(äëÿ içîòðîïíîãî òiëà c11 = c22 = c33 = λ + 2µ ; c12 = c13 = c23 = λ ; c55 = µ),
ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè:

∂σr
∂r

+
∂σrz
∂z

+
σr − σθ

r
= 0;

∂σrz
∂r

+
∂σz
∂z

+
σrz
r

= 0; (13)

rðàíè÷íi óìîâè íà ái÷íèõ ïîâåðõíÿõ: σr(R−H, z) = q1;σr(R+H, z) = q2;σrz(R±
H, z) = 0, íà òîðöÿõ z = 0 i z = L :

1) σz = 0; ur = 0, àáî
∂uz

∂z
= 0; ur = 0 (øàðíiðíå îïèðàííÿ);

2) uz = 0;
∂ur

∂z
= 0 (óìîâè ñèìåòði¨);

3) ur = 0; uz = 0 (æîðñòêå çàêðiïëåííÿ).

Ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü ÍÄÑ íåîäíîðiäíîãî îðòîòðîïíîãî öè-
ëiíäðà, äëÿ çðó÷íîñòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïîäàìî ó âèãëÿäi:

∂2ur
∂r2

=

(
c22
c11

1

r2
− 1

c11

∂c12
∂r

1

r

)
ur −

1

c11

∂c55
∂z

∂ur
∂z
− c55
c11

∂2ur
∂z2
−

−
(

1

c11

∂c11
∂r

+
1

r

)
∂ur
∂r
−
(

1

c11

∂c13
∂r
− c23 − c13

c11

1

r

)
∂uz
∂z
−

− 1

c11

∂c55
∂z

∂uz
∂r
− c13 + c55

c11

∂2uz
∂z∂r

;

∂2uz
∂r2

= − 1

c55

∂c23
∂z

ur
r
−
(

1

c55

∂c55
∂r

+
c23
c55

1

r
+

1

r

)
∂ur
∂z
− (14)

−
(

1 +
c13
c55

)
∂2ur
∂r∂z

− 1

c55

∂c13
∂z

∂ur
∂r
− 1

c55

∂c33
∂z

∂uz
∂z
−
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−c33
c55

∂2uz
∂z2
−
(

1

r
+

1

c55

∂c55
∂r

)
∂uz
∂r

.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ïîäàìî ïîòåíöiàëüíó
åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ â ïåðåìiùåííÿõ:

Π =

∫ L

0

∫ R+H

R−H

π

r

{
r2(λ+ 2µ)

(
∂ur
∂r

)2

+ 2 rλur
∂ur
∂r

+ 2r2λ
∂uz
∂z

∂ur
∂r

+

+2rλur
∂uz
∂z

+ r2(λ+ 2µ)

(
∂uz
∂z

)2

+ (λ+ 2µ)u2r + µr2
(
∂ur
∂z

)2

+

+2µr2
∂ur
∂z

∂uz
∂r

+ µr2
(
∂uz
∂r

)2
}
dzdr+

+2π(R−H)

∫ L

0
q1urdz − 2π(R +H)

∫ L

0
q2urdz.

(15)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i âèêîðèñòîâóâàëèñü ïiäõîäè íà îñíîâi ìåòîäiâ ñïëàéí-
êîëîêàöi¨ â ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ
òà ìåòîäó âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ.

Ç âèêîðèñòàííÿì öèõ ïiäõîäiâ âèçíà÷åíî ÍÄÑ ïîðîæíèñòèõ öèëiíäðiâ ç òà-
êèìè ïàðàìåòðàìè: äîâæèíà L = 5, âíóòðiøíié ðàäióñ R − H = 3, çîâíiøíié
ðàäióñ R+H = 5, êîåôiöi¹íò Ïóàñîíà ν = 0, 4. Ìîäóëü ïðóæíîñòi çìiíþ¹òüñÿ çà
çàêîíîì E(r) = ar2 + br + c. Ðîçãëÿíóòî òðè âèïàäêè:

1) ìîäóëü Þíãà çðîñòà¹:

E(R−H) = 11E0/15, E(R) = E0, E(R +H) = 81E0/50,

a = 0, 1767, b = −0, 97, c = 2, 053; (16)

2) ìîäóëü Þíãà ñïàäà¹:

E(R−H) = 81E0/50, E(R) = E0, E(R +H) = 11E0/15,

a = 0, 1767, b = −1, 857, c = 5, 6; (17)

3) ñåðåäíié ìîäóëü Þíãà: E = 1, 0589E0.

Íåõàé íà âíóòðiøíþ ïîâåðõíþ òiëà äi¹ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé òèñê q. Ïðî-
âåäåíî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó Ôóð'¹,
ÌÑÅ òà ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨, êîëè íà òîðöÿõ çàäàíi ãðàíè÷íi óìîâè øàðíið-
íîãî îïèðàííÿ. Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ äëÿ ïåðåìiùåíü ûr = urE0/q â ïåðåðiçi
z = L/2 íàâåäåíî â òàáë. 2, N � êiëüêiñòü òî÷îê êîëîêàöi¨. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i
ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ îáëàñòü ðîçáèâàëàñü íà êâàäðàòè 0, 1× 0, 1.

ßê âèäíî ç òàáëèöü, ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ðiçíèìè ìåòîäàìè, âiäðiçíÿþòüñÿ
íåñóòò¹âî. Ïðè çáiëüøåííi òî÷îê êîëîêàöi¨ ðîçáiæíîñòi ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè çìåíøó-
þòüñÿ.

Òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i äëÿ äàíîãî öèëiíäðà ïðè òàêîìó æ íàâàíòàæåííi
ó âèïàäêó æîðñòêîãî çàêðiïëåííÿ òîðöiâ. Íà ðèñ. 11 ïîêàçàíî ðîçïîäiëè ïåðå-
ìiùåíü ûz = uzE0/q â ïåðåðiçi z = L/5, à íà ðèñ. 12 � ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
ûr = urE0/q â ïåðåðiçi z = L/2, öèôðè íà ìàëþíêàõ âiäïîâiäàþòü âàðiàíòàì
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Òàáë. 2 � Ïîðiâíÿííÿ ïåðåìiùåíü ûr = urE0/q, îòðèìàíèõ ðiçíèìè ìåòîäàìè

r Ñïëàéí-êîëîêàöiÿ ÌÑÅ Ðÿäè Ôóð'¹
N=40 N=50 N=60

3 5,612 5,606 5,602 5,578 5,58
4 4,89 4,882 4,877 4,85 4,853
5 4,054 4,047 4,042 4,017 4,02

çìiíè ìîäóëÿ ïðóæíîñòi.

ßê âèäíî ç ãðàôiêiâ, ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi äâîìà ìåòîäàìè, ïðàêòè÷íî ñïiâ-
ïàäàþòü, ðîçáiæíîñòi áiëüø ïîìiòíi äëÿ ûr.

Ðèñ. 11 � Çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü ûz
âiä õàðàêòåðó çìiíè ìîäóëÿ ïðóæíî-
ñòi ïðè äi¨ âíóòðiøíüîãî òèñêó (z =
L/5)

Ðèñ. 12 � Çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü ûr
âiä õàðàêòåðó çìiíè ìîäóëÿ ïðóæíî-
ñòi ïðè äi¨ âíóòðiøíüîãî òèñêó (z =
L/2)

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ïðîâåäåíî ðîçðàõóíîê íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó
íåîäíîðiäíî¨ ïîðîæíèñòî¨ êóëi.

Ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi â ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ (r, θ, ϕ):

er =
∂ur
∂r

; eθ =
1

r
(ur + uϕctgϕ); eϕ =

1

r

(
∂uϕ
∂ϕ

+ ur

)
;

2erϕ =
∂uϕ
∂r

+
1

r

(
∂ur
∂ϕ
− uϕ

)
; (18)
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çàêîí Ãóêà:

σr = c11er + c12eθ + c13eϕ;σθ = c12er + c22eθ + c23eϕ;

σz = c13er + c23eθ + c33eϕ;σrϕ = 2c55erϕ; (19)

ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè:

∂σr
∂r

+
1

r

∂σrϕ
∂ϕ

+
2σr − σϕ − σθ + σrϕctgϕ

r
= 0;

∂σrϕ
∂r

+
1

r

∂σϕ
∂ϕ

+
(σϕ − σθ)ctgϕ+3σrϕ

r
= 0; (20)

ãðàíè÷íi óìîâè íà âíóòðiøíié i çîâíiøíié ïîâåðõíÿõ êóëi:

σr(R−H,ϕ) = q1;σr(R +H,ϕ) = q2;σrϕ(R±H,ϕ) = 0; (21)

ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨:

Π = 2π

∫ ϕ2

ϕ1

∫ R+H

R−H

{
1

2
(σrer + σϕeϕ + σθeθ) + σrϕerϕ

}
r2 sinϕdϕdr+

+2π(R−H)2
∫ ϕ2

ϕ1

q1ur sinϕdz − 2π(R +H)2
∫ ϕ2

ϕ1

q2ur sinϕdϕ. (22)

Ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ ÍÄÑ íåîäíîðiäíî¨ ïîðîæíèñòî¨ êóëi äëÿ çðó÷íîñòi
çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨:

∂2ur
∂r2

=
c22 + c33 + 2c23 − c12 − c13 − c′12r

c11r2
ur −

c55ctgϕ

c11r2
∂ur
∂ϕ
−

− c55
c11r2

∂2ur
∂ϕ2

− 2c11 + c′11r

c11r

∂ur
∂r

+
(c55 − c12 + c22 + c23 − c′12r)ctgϕ

c11r2
uϕ+

+
c33 − c13 + c23 + c55 − c′13r

c11r2
∂uϕ
∂ϕ
− (c12 + c55)ctgϕ

c11r

∂uϕ
∂r
− c13 + c55

c11r

∂2uϕ
∂r∂ϕ

; (23)

∂2uϕ
∂r2

=
(c22 − c33)ctgϕ

c55r2
ur −

c23 + c33 + 2c55 + c′55r

c55r2
∂ur
∂ϕ

+
(c12 − c13)ctgϕ

c55r

∂ur
∂r
−

−c55 + c13
c55r

∂2ur
∂r∂ϕ

+
2c55 + c22ctg2ϕ+ c23 + c′55r

c55r2
uϕ−

−c33ctgϕ

c55r2
∂uϕ
∂ϕ
− c33
c55r2

∂2uϕ
∂ϕ2

− 2c55 + c′55r

c55r

∂uϕ
∂r

.

Ãðàíè÷íi óìîâè â ïåðåìiùåííÿõ íà ïîâåðõíi r = R−H öèëiíäðà:

c12 + c13
r

ur + c11
∂ur
∂r

+
c12ctgϕ

r
uϕ +

c13
r

∂uϕ
∂ϕ

= q1;
1

r

∂ur
∂ϕ
− uϕ

r
+
∂uϕ
∂r

= 0.
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Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàïèøåìî ïîòåíöiàëüíó
åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ (22) â ïåðåìiùåííÿõ:

Π = 2π

∫ ϕ2

ϕ1

∫ R+H

R−H

[
1

2
sinϕ(λ+ µ)u2r +

1

2
sinϕ(λ+ 2µ)

(
∂uϕ
∂ϕ

)2

+

+
1

2
sinϕµ

(
∂ur
∂ϕ

)2

+
1

2
sinϕ(µ+ (λ+ 2µ)ctg2(ϕ))u2ϕ+

+
1

2
r2 sinϕ(λ+ 2µ)

(
∂ur
∂r

)2

+
1

2
r2 sinϕµ

(
∂uϕ
∂r

)2

+ cosϕλuϕ
∂uϕ
∂ϕ

+

+r cosϕλuϕ
∂ur
∂r

+ 2 cosϕ(λ+ µ)uruϕ + r sinϕλ
∂ur
∂r

∂uϕ
∂ϕ

+ 2r sinϕλur
∂ur
∂r

+ (24)

+2 sinϕ(λ+ µ)ur
∂uϕ
∂ϕ

+ r sinϕµ
∂uϕ
∂r

∂ur
∂ϕ
− r sinϕµuϕ

∂uϕ
∂r
− sinϕµuϕ

∂ur
∂ϕ

]
dϕdr+

+2π(R−H)2
∫ ϕ2

ϕ1

q1ur sinϕdz − 2π(R +H)2
∫ ϕ2

ϕ1

q2ur sinϕdϕ.

Ðèñ. 13 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü ûr íà
âíóòðiøíié ïîâåðõíi êóëi äëÿ ðiçíèõ
âàðiàíòiâ ìîäóëÿ ïðóæíîñòi (π/20 ≤
ϕ ≤ π/2)

Ðèñ. 14 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü ûr íà
çîâíiøíié ïîâåðõíi êóëi äëÿ ðiçíèõ
âàðiàíòiâ ìîäóëÿ ïðóæíîñòi (π/20 ≤
ϕ ≤ π/2)

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ
ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ñòàòèêè äëÿ êóëü ç òàêèìè ïàðàìåòðàìè: âíóòðiøíié ðàäióñ
R − H = 3, çîâíiøíié ðàäèóñ R + H = 5, ϕ1 = π/20, ϕ2 = π/2; êîåôiöi¹íò Ïó-
àññîíà ν = 0, 4; ìîäóëü ïðóæíîñi E(r) = ar2 + br + c, 1) ìîäóëü Þíãà çðîñòà¹
âçäîâæ ðàäióñà (16), 2) ìîäóëü Þíãà ñïàäà¹ � (17), 3) ñåðåäíié ìîäóëü Þíãà
E = 1, 0589E0.



22

Íà âíóòðiøíþ ïîâåðõíþ äi¹ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé òèñê q, q1 = −q, à q2 = 0.
Íà êîíòóðàõ ϕ = const ìà¹ìî æîðñòêå çàêðiïëåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i ìå-
òîäîì çâåäåííÿ äî îäíîâèìiðíî¨ âçÿòî 50 òî÷îê êîëîêàöi¨, ó âèïàäêó ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i ÌÑÅ ïî r âiäðiçîê áóâ ðîçáèòèé íà 20 ÷àñòèí, à ïî ϕ � íà 60. Íà ðèñ.

13 òà 14 íàâåäåíî ãðàôiêè ðîçïîäiëiâ ïåðåìiùåíü ûr =
urE0

q
âçäîâæ ìåðèäiàíó

íà âíóòðiøíié i çîâíiøíié ïîâåðõíÿõ öèëiíäðà âiäïîâiäíî, öèôðè âiäïîâiäàþòü
âàðiàíòàì çìiíè ìîäóëÿ ïðóæíîñòi. Ñóöiëüíi ëiíi¨ � ðîçâ'ÿçêè, îòðèìàíi ç âèêî-
ðèñòàííÿì ìåòîäó ñïëàéí-àïðîêñèìàöi¨, òî÷êè � ÌÑÅ.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî äâà ïiäõîäè äî äîñëiäæåííÿ ðåçîíàíñíèõ ÷à-
ñòîò îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ï'¹çîåëåêòðè÷íîãî öèëiíäðà ñêií÷åííî¨ äîâæèíè.

Â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò (Orθz) îñåñèìåòðè÷íi êîëèâàííÿ
ï'¹çîêåðàìi÷íèõ öèëiíäðiâ îïèñóþòü ðiâíÿííÿ ðóõó:

∂σrr
∂r

+
σrr + σθθ

r
+
∂σrz
∂z

+ ρω2ur = 0,
∂σrz
∂r

+
σrz
r

+
∂σzz
∂z

+ ρω2uz = 0; (25)

cïiââiäíîøåííÿ Êîøi:

εrr =
∂ur
∂r

; εθθ =
ur
r

; εzz =
∂uz
∂z

; 2εrz =
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

; (26)

åëåêòðîñòàòè÷íi ðiâíÿííÿ:

∂Dr

∂r
+
Dr

r
+
∂Dz

∂z
= 0;Er = −∂ϕ

∂r
;Ez = −∂ϕ

∂z
, (27)

äå Dr, Dz � êîìïîíåíòè âåêòîðà åëåêòðè÷íî¨ iíäóêöi¨, Er, Ez � êîìïîíåíòè âå-
êòîðà íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ϕ � åëåêòðîñòàòè÷íèé ïîòåíöiàë.

Ôiçè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ï'¹çîêåðàìi÷íîãî ìàòåðiàëó, ïîëÿðèçîâàíîãî â ðà-
äiàëüíîìó íàïðÿìêó:

σrr = c33εrr + c13(εθθ + εzz)− e33Er, σθθ = c13εrr + c11εθθ + c12εzz − e13Er,

σzz = c13εrr + c12εθθ + c11εzz − e13Er, σrz = 2c55εrz − e15Ez;

Dr = e33εrr + e13(εθθ + εzz) + ε33Er, Dz = 2e15εrz + ε11Ez.

(28)

Â (28) cij � êîìïîíåíòè òåíçîðà ìîäóëiâ ïðóæíîñòi; eij � êîìïîíåíòè òåíçîðà
ï'¹çîìîäóëiâ; εij � êîìïîíåíòè òåíçîðà äiåëåêòðè÷íî¨ ïðîíèêíîñòi ìàòåðiàëó.

Ó âàðiàöiéíié ïîñòàíîâöi çàäà÷ó îïèñó¹ ôóíêöiîíàë:

J = π

∫ L

0

∫ r1

r0

(σrrεrr+σθθεθθ+σzzεzz+2σrzεrz−ErDr−EzDz−ρω2(u2r+u2z))rdzdr,

(29)
äå L � äîâæèíà öèëèíäðà, r0 i r1 � âíóòðiøíié i çîâíiøíié ðàäióñè.

Òîðöi öèëèíäðà z = 0 è z = L æîðñòêî çàùåìëåíi: ur = uz = 0, i ïîêðèòi
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òîíêèìè çàêîðî÷åíèìè åëåêòðîäàìè, ϕ = 0. Ái÷íi ïîâåðõíi r = r0 è r = r1 âiëüíi:
σrr = σrz = 0, íà íèõ çàäàíî ðiçíèöþ ïîòåíöiàëiâ ϕ = V0z.

Äëÿ çðó÷íîñòi âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ðîçâ'ÿçóâàëüíó ñèñòåìó
ïîäàìî ó âèãëÿäi:

∂2ϕ

∂r2
= −c33 ε11 + e15e33

∆

∂2ϕ

∂z2
+
e13e33 − c33ε33 − e233

r∆

∂ϕ

∂r
+

+

(
c11 e33 − ρω2r2e33

)
ur

r2∆
+
c33e15 − c55e33

∆

∂2ur
∂z2

+
c33e13
r∆

∂ur
∂r

+

+
c12e33 − c13e33 + c33e13

r∆

∂uz
∂z

+
c33e13 + c33e15 − c13e33 − c55e33

∆

∂2uz
∂z∂r

;

∂2ur
∂r2

=
e33 ε11 − e15ε33

∆

∂2ϕ

∂z2
+
ε33 e13
r∆

∂ϕ

∂r
−

−
(
ε33ρω

2r2 − ε33 c11
)
ur

r2∆
− ε33 c55 + e15 e33

∆

∂2ur
∂z2
− c33 ε33 + e13 e33 + e233

r∆

∂ur
∂r

+ (30)

+
ε33 c12 − ε33c13 − e13 e33

r∆

∂uz
∂z
− ε33c13 + ε33c55 + e13 e33 + e15e33

∆

∂2uz
∂z∂r

;

∂2uz
∂r2

= − e15
c55 r

∂ϕ

∂z
− e15 + e13

c55

∂2ϕ

∂z∂r
−
(
c12
c55

+ 1

)
1

r

∂ur
∂z
−

−
(

1 +
c13
c55

)
∂2ur
∂z∂r

− ρω2uz
c55

− c11
c55

∂2uz
∂z2
− 1

r

∂uz
∂r

,

äå ∆ = c33ε33 + e233.

Ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi:

ϕ =
N∑
i=0

ϕi(r)φ1i(z);ur =
N∑
i=0

uri(r)φ2i(z);uz =
N∑
i=0

uzi(r)φ3i(z), (31)

ϕi(r), uri(r), uzi(r) � íåâiäîìi ôóíêöi¨, à φji(z) � ëèíiéíi êîìáiíàöi¨ B-ñïëàéíiâ
òðåòüîãî ñòåïåíÿ. Ïiäñòàâèâøè (31) â (30) i ãðàíè÷íi óìîâè áóäåìî âèìàãàòè ¨õ
âèêîíàííÿ â òî÷êàõ êîëîêàöi¨. Îòæå, äëÿ ÷àñòîò îòðèìà¹ìî îäíîâèìiðíó êðàéîâó
çàäà÷ó, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨. Äàëi ìåòîäîì
ïîêðîêîâîãî ïîøóêó, òîáòî çìiíîþ ç äåÿêèì êðîêîì çíà÷åííÿ ÷àñòîòè, çíàéäåìî
òi ÷àñòîòè, äëÿ ÿêèõ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ðåçîíàíñ â ïåðåìiùåííÿõ.

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàïèøåìî ôóíêöiîíàë âàði-
àöiéíî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i ç íåâiäîìèìè ïåðåìiùåííÿìè ur, uz òà åëåêòðîñòàòè-
÷íèì ïîòåíöiàëîì ϕ:

J = π

L∫
0

r1∫
r0

{
c33

(
∂ur
∂r

)2

+ c11

(
∂uz
∂z

)2

+ c55

(
∂ur
∂z

)2

+ c55

(
∂uz
∂r

)2

−
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Òàáë. 3 � Ðåçîíàíñíi ÷àñòîòè, îòðèìàíi ÌÑÅ i ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨

Ω
ÌÑÊ ÌÑÅ

N = 15 N = 19 N = 23 K = 500 K = 2000 K = 8000
Ω1 0.8 0.802 0.803 0.807 0.806 0.806
Ω2 0.875 0.879 0.881 0.891 0.889 0.888
Ω3 1.062 1.065 1.066 1.076 1.074 1.073
Ω4 1.431 1.428 1.428 1.441 1.436 1.434
Ω5 1.841 1.846 1.849 1.866 1.862 1.861
Ω6 1.999 1.99 1.988 2.002 1.992 1.989

−ε33
(
∂ϕ

∂r

)2

− ε11
(
∂ϕ

∂z

)2

+ c11
(ur
r

)2
+ 2c13

ur
r

∂ur
∂r

+ 2c12
ur
r

∂uz
∂z

+

+2e13
ur
r

∂ϕ

∂r
+ 2c13

∂ur
∂r

∂uz
∂z

+ 2e33
∂ur
∂r

∂ϕ

∂r
+ 2e13

∂uz
∂z

∂ϕ

∂r
+ (32)

+2e15
∂ur
∂z

∂ϕ

∂z
+ 2e15

∂uz
∂r

∂ϕ

∂z
+ 2c55

∂ur
∂z

∂uz
∂r
− ρω2

(
u2r + u2z

)}
rdrdz.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ÌÑÅ âèêîðèñòàíi ÷îòèðèâóçëîâi ïðÿìîêóòíi åëåìåíòè ç ií-
òåãðóâàííÿì ìåòîäîì êâàäðàòóð Ãàóññà ó 9 òî÷êàõ.

Ðîçðàõóíêè áóëî ïðîâåäåíî ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ öèëèíäðà ç ï'¹çîêåðàìiêè
PZT-4: r0 = 3ñì, r1 = 5ñì, L = 10ñì, ρ = 7, 5·103êã/ì3, c11 = 13, 9·1010Í/ì2, c12 =
7, 43 · 1010Í/ì2, c13 = 7, 78 · 1010Í/ì2, c33 = 11, 5 · 1010Í/ì2, c55 = 2, 56 · 1010Í/ì2,
e13 = −5, 2 Êë/ì2, e15 = 12, 7 Êë/ì2, e33 = 15, 1 Êë/ì2, ε11 = 730ε0; ε33 = 635ε0,
V0 = 1 Â. ε0 � äiåëåêòðè÷íà ïðîíèêíiñòü âàêóóìó.

Áóëî ââåäåíî òàêi áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè: r̃ = r/h, z̃ = z/h, ũr = ur/h, ũz =
uz/h, ϕ̃ = ϕ

√
ε0/(h

√
λ), Ω = ωh

√
ρ/λ, c̃ij = cij/λ, ẽij = eij/

√
ε0λ, ε̃ij = εij/ε0, äå

λ = 1010Í/ì2, h = (r1 − r0)/2.
Íèæ÷i ðåçîíàíñíi ÷àñòîòè öèëiíäðà, ÿêi îäåðæàíi ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨

i ÌÑÅ, íàâåäåíî â òàáë. 3 ïðè ðiçíié äèñêðåòèçàöi¨ îáëàñòi (K � êiëüêiñòü ñêií-
÷åííèõ åëåìåíòiâ).

Òàêèì ÷èíîì, â ï'ÿòîìó ðîçäiëi äàþòüñÿ ïîñòàíîâêè i íîâi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷
ñòàòèêè äëÿ äâîõ êëàñiâ íåîäíîðiäíèõ òië: öèëiíäðiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè i ïî-
ðîæíèñòèõ êóëü çi çìiííèìè çà ðàäiàëüíîþ êîîðäèíàòîþ ôiçèêî-ìåõàíi÷íèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðiàëó.

Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç ðåçóëüòàòiâ, îäåðæàíèõ íà îñíîâi ðiçíèõ ìå-
òîäiâ: ìåòîäó ðîçâèíåííÿ â ðÿäè Ôóð'¹, ÌÑÅ òà çàïðîïîíîâàíîþ ÷èñåëüíî-
àíàëiòè÷íîþ ìåòîäèêîþ íà îñíîâi ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ç âèêîðèñòàííÿì äâî-
âèìiðíèõ ñïëàéíiâ ó ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Ïîêàçàíà íåçíà÷íà âiäìiííiñòü ðåçóëüòàòiâ, îäåðæàíèõ çà ìåòîäàìè, ùî ïî-
ðiâíþþòüñÿ (ó ìåæàõ 0,5%). Äîñëiäæåíî âïëèâ íåîäíîðiäíîñòi ìàòåðiàëó íà ðîç-
ïîäië ïîëiâ ïåðåìiùåíü â öèõ òiëàõ.

Íàâåäåíî îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ ïîðîæíèñòîãî öèëií-
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äðà ñêií÷åííî¨ äîâæèíè ç ï'¹çîêåðàìi÷íîãî ìàòåðiàëó. Äàþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i
ïî âèçíà÷åííþ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò, ùî îäåðæàíi íà îñíîâi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó
ñïëàéí-êîëîêàöié i ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

Äëÿ íàâåäåíèõ øåñòè ïåðøèõ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò âiäìi÷åíî âèñîêèé ñòóïiíü
¨õ ñïiâïàäiííÿ (ó ìåæàõ 0,1%), ùî ñâiä÷èòü ïðî äîñòîâiðíiñòü îäåðæàíèõ ðåçóëü-
òàòiâ.

Â øîñòîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíî ïðîñòîðîâi çàäà÷i ïðî íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíèé ñòàí êðóãîâîãî i åëiïòè÷íîãî öèëiíäðiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòà-
íó íåäîíîðiäíîãî êðóãîâîãî öèëiíäðà. Â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò Orθz
ðiâíÿííÿ òðèâèìiðíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ìàþòü âèãëÿä:
ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi:

er =
∂ur
∂r

; eθ =
1

r

(
ur +

∂uθ
∂θ

)
; ez =

∂uz
∂z

; 2erz =
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

;

2erθ =
∂uθ
∂r

+
1

r

(
∂ur
∂θ
− uθ

)
; 2eθz =

∂uθ
∂z

+
1

r

∂uz
∂θ

; (33)

çàêîí Ãóêà:

σr = c11er + c12eθ + c13ez;σθ = c12er + c22eθ + c23ez;σz = c13er + c23eθ + c33ez;

σrθ = 2c44erz;σrz = 2c55erz;σθz = 2c66erz; (34)

(äëÿ içîòðîïíîãî òiëà c11 = c22 = c33 = λ+2µ; c12 = c13 = c23 = λ;c44 = µ; c55 = µ;
c66 = µ);
ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè:

∂σr
∂r

+
1

r

(
∂σrθ
∂θ

+ σr − σθ
)

+
∂σrz
∂z

= 0;
∂σrθ
∂r

+
1

r

(
∂σθ
∂θ

+ 2σrθ

)
+
∂σθz
∂z

= 0;

∂σrz
∂r

+
1

r

(
∂σθz
∂θ

+ 2σrz

)
+
∂σz
∂z

= 0; (35)

ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨:

Π =

L∫
0

θe∫
0

R+H∫
R−H

{
1

2
(σrer + σzez + σθeθ) + σrθerz + σrzerz + σθzeθz

}
rdzdθdr+

+(R−H)

∫ L

0

∫ θe

0
q1urdzdθ − (R +H)

∫ L

0

∫ θe

0
q2urdzdθ; (36)

ãðàíè÷íi óìîâè íà ái÷íèõ ïîâåðõíÿõ: σr |r=R−H = q1; σr |r=R+H = q2; σrz |r=R±H =
0; σθz |r=R±H = 0; æîðñòêå çàêðiïëåííÿ òîðöiâ: z = const: ur = 0; uθ = 0; uz = 0;

óìîâè ñèìåòði¨ äëÿ êîíòóðà z = const:
∂ur

∂z
= 0;

∂uθ

∂z
= 0, uz = 0.
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Ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨:

∂2ur
∂r2

= a11ur + a12
∂2ur
∂θ2

+ a13
∂2ur
∂z2

+ a14
∂ur
∂r

+ a15
∂uθ
∂θ

+

+a16
∂uθ
∂r∂θ

+ a17
∂uz
∂z

+ a18
∂2uz
∂r∂z

,

∂2ur
∂r2

= a21
∂ur
∂θ

+ a22
∂2ur
∂r∂θ

+ a23uθ + a24
∂2uθ
∂θ2

+ (37)

+a25
∂uθ
∂z2

+ a26
∂uθ
∂r

+ a27
∂2uz
∂θ∂z

∂2uz
∂r2

= a31
∂ur
∂z

+ a32
∂2ur
∂z∂r

+ a33
∂2uθ
∂θ∂z

+ a34
∂2uz
∂θ2

+ a35
∂2uz
∂z2

+ a36
∂uz
∂r

,

äå aij � çìiííi êîåôiöi¹íòè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ãåîìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè òà
ïðóæíèìè âëàñòèâîñòÿìè ìàòåðiàëó òiëà.

Ãðàíè÷íi óìîâè â ïåðåìiùåííÿõ íà ái÷íié ïîâåðõíi r = R−H:

c11
∂ur
∂r

+
c12
r

(
ur +

∂uθ
∂θ

)
+ c13

∂uz
∂z

= q1,

1

r

(
∂ur
∂θ
− uθ

)
+
∂uθ
∂r

= 0,
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

= 0. (38)

Ðîçâ'ÿçîê ïîäàìî ó âèãëÿäi:

ur =
M∑
i=0

N∑
j=0

urij(r)φ
(r)
i (θ)ψ

(r)
j (z), uθ =

M∑
i=0

N∑
j=0

uθij(r)φ
(θ)
i (θ)ψ

(θ)
j (z),

uz =
M∑
i=0

N∑
j=0

uzij(r)φ
(z)
i (θ)ψ

(z)
j (z), (39)

äå urij(r), uθij(r), wij(r) � øóêàíi ôóíêöi¨, à ôóíêöi¨ φ
(α)
i (θ), ψ

(α)
j (z)(α = r, θ, z)

âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ B - ñïëàéíiâ íà ðiâíîìiðíèõ ñiòêàõ 0 =
θ0 < θ1 < ... < θN = θe i 0 = z0 < z1 < ... < zM = L âiäïîâiäíî ç óðàõóâàííÿì
ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðè x = 0, x = a , y = 0, y = b.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

Φ(α): ϕ
(α)
i(N+1)+j,m(N+1)+n = φ

(α)
m (ξi)ψ

(α)
n (ζj),

Φ
(α)
θ : ϕ

(α)θ
i(N+1)+j,m(N+1)+n =

(
φ
(α)
m

)′

(ξi)ψ
(α)
j (ζj),

Φ
(α)
z : ϕ

(α)z
i(N+1)+j,m(N+1)+n = φ

(α)
m (ξi)

(
ψ
(α)
n

)′

(ζj),

Φ
(α)
θθ : ϕ

(α)θθ
i(N+1)+j,m(N+1)+n =

(
φ
(α)
m

)′′

(ξi)ψn(ζj) i ò. ä. (i,m = 0, ...,M ; j, n = 0, ..., N)

ūr = {ur0, ur1, ... , ur,(M+1)(N+1)}T , ūθ = {uθ0, uθ1, ... uθ,(M+1)(N+1)}T ,
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ūz = {uz0, uz1, ... , uz,(M+1)(N+1)}T .
Òîäi ðîçâ'ÿçóâàëüíà ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìàòèìå âè-

ãëÿä:

dūr
dr

= ū′r,
dūθ
dr

= ū′θ,
dūz
dr

= ū′z,

dū′r
dr

=
(

Φ(r)
)−1

(a11Φ
(r) + a12Φ

(r)
θθ + a13Φ

(r)
zz )ūr + a14ū

′
r + a15

(
Φ(r)

)−1
Φθūθ+

+a16
(

Φ(r)
)−1

Φθū
′
θ + a17

(
Φ(r)

)−1
Φzūz + a18

(
Φ(r)

)−1
Φzū

′
z,

dū′θ
dr

= a21
(

Φ(θ)
)−1

Φ
(r)
θ ūr + a22

(
Φ(θ)

)−1
Φ

(r)
θ ū

′
r +

(
Φ(θ)

)−1
(a23Φ

(θ)+ (40)

+a24Φ
(θ)
θθ + a25Φ

(θ)
zz )ūθ + a26ū

′
θ + ā27

(
Φ(θ)

)−1
Φ

(z)
θz ūz,

dū′z
dr

= a31
(

Φ(z)
)−1

Φ(r)
z ūr + a32

(
Φ(z)

)−1
Φ(r)
z ū

′
r + a33

(
Φ(z)

)−1
Φ

(θ)
θz ūθ

+
(

Φ(z)
)−1

(a34Φ
(z)
θθ + a35Φ

(z)
zz )ūz + a36ū′z,

à ãðàíè÷íi óìîâè íà ái÷íié ïîâåðõíi r = R−H äëÿ îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i:

c11Φ
(r)ū′r +

c12
r

(
Φ(r)ūr + Φ

(θ)
θ ūθ

)
+ c13Φ

(z)
z uz = q̄1,

1

r

(
Φ

(r)
θ ūr − Φ(θ)ūθ

)
+ Φ(θ)ū′θ = 0, Φ(r)

z ūr + Φ(z)ū′z = 0. (41)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàïèøåìî ïîòåíöiàëüíó
åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ (36) ó ïåðåìiùåííÿõ:

Π =

∫ L

0

∫ θe

0

∫ R+H

R−H

{c11r
2

(
∂ur
∂r

)2

+
c22
2r

(
∂uθ
∂θ

)2

+
c33r

2

(
∂uz
∂z

)2

+

+
c44
2r

(
∂ur
∂θ

)2

+
c44r

2

(
∂uθ
∂r

)2

+
c55r

2

(
∂ur
∂z

)2

+
c55r

2

(
∂uz
∂r

)2

+

+
c66r

2

(
∂uθ
∂z

)2

+
c66
2r

(
∂uz
∂θ

)2

+ c12
∂ur
∂r

∂uθ
∂θ

+ c12ur
∂ur
∂r

+
c22ur
r

∂uθ
∂θ

+

+c23
∂uθ
∂θ

∂uz
∂z

+ c23ur
∂uz
∂z
− c44uθ

r

∂ur
∂θ

+ c44
∂ur
∂θ

∂uθ
∂r
− c44uθ

∂uθ
∂r

+ (42)

+c13r
∂ur
∂r

∂uz
∂z

+
c22u

2
r

2r
+
c44u

2
θ

2r
+ c55r

∂ur
∂z

∂uz
∂r

+ c66
∂uθ
∂z

∂uz
∂θ

}
dzdθdr+

+(R−H)

∫ L

0

∫ θe

0
q1urdzdθ − (R +H)

∫ L

0

∫ θe

0
q2urdzdθ.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i âèêîðèñòàíî ñêií÷åííi åëåìåíòè ó âèãëÿäi ïàðàëåëåïi-
ïåäiâ ç 8-ìà i 20-ìà âóçëàìè.
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Ðèñ. 15 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
urE0/q0 âçäîâæ ðàäióñà äëÿ ðiçíèõ
âàðiàíòiâ ìîäóëÿ Þíãà, îäåðæàíi ði-
çíèìè ìåòîäàìè, θ = π/2, z = L/2.

Ðèñ. 16 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
uzE0/q0 âçäîâæ òâiðíî¨ äëÿ ðiçíèõ
âàðiàíòiâ ìîäóëÿ Þíãà, îäåðæàíi ði-
çíèìè ìåòîäàìè, θ = π/2, r = R−H.

Ç âèêîðèñòàííÿì âèêëàäåíèõ ïiäõîäiâ áóëî äîñëiäæåíî ÍÄÑ íåçàìêíóòèõ öè-
ëiíäðiâ òàêèõ ðîçìiðiâ: L = 20, R = 10, H = 2, 5, 0 ≤ θ ≤ π ç óñiìà æîðñòêî
çàêðiïëåíèìè êðàÿìè, êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ν = 0, 4, ìîäóëü Þíãà çìiíþ¹òüñÿ
âçäîâæ ðàäióñà çà çàêîíîì E(r) = ar2 + br + c:

1) ìîäóëü Þíãà ñïàäà¹: E(R − H) = 2E0, E(R) = E0, E(R + H) = 0, 5E0,
a = 0, 04, b = −1, 1, c = 8;

2) ìîäóëü Þíãà çðîñòà¹: E(R − H) = 0, 5E0, E(R) = E0, E(R + H) = 2E0,
a = 0, 04, b = −0, 5, c = 2.

Ç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî íà îáëàñòi 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ z ≤ L/2.

Íà ðèñ. 15 i 16 ïîêàçàíî ðîçïîäië ïåðåìiùåíü ur ïðè θ = π/2, z = L/2 i uz ïðè
θ = π/2, r = R −H, ëiíi¨ áåç ìàðêåðiâ � ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ç âèêîðèñòàííÿì
ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ (ñóöiëüíà � ìîäóëü Þíãà ñïàäà¹, ïóíêòèðíà � çðîñòà¹),
ëiíi¨ áåç ìàðêåðiâ � ðåçóëüòàòè ÌÑÅ (òî÷êè � ìîäóëü Þíãà ñïàäà¹, òðèêóòíèêè
� çðîñòà¹). Ïðè ðîçðàõóíêàõ ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨ M = N = 11 i 100 òî÷îê
iíòåãðóâàííÿ, ïðè ðîçðàõóíêàõ ÌÑÅ îáëàñòü ðîçáèòà íà 153 åëåìåíòiâ.

ßê âèäíî ç íàâåäåíèõ ãðàôiêiâ, îáèäâi ðîçðàõóíêîâi ìåòîäèêè äëÿ ðîçãëÿíó-
òèõ âàðiàíòiâ çìiíè ìîäóëÿ Þíãà ïîêàçàëè îäíàêîâó ÿêiñíó êàðòèíó ðîçïîäiëó
ïåðåìiùåíü çà ðàäióñîì i çà òâiðíîþ öèëiíäðà. Ïðè öüîìó ðåçóëüòàòè çà ÌÑÅ ó
ïîðiâíÿííi ç ðåçóëüòàòàìè çà ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨ äàþòü ìåíøi çíà÷åííÿ
ïåðåìiùåíü (â ìåæàõ 5% � 7%).

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ðîçâ'ÿçàíî òðèâèìiðíó
çàäà÷ó ïðî ÍÄÑ öèëiíäðiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè ç ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì, îáìåæå-
íèì êîíôîêàëüíèìè åëiïñàìè.
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Çâ'ÿçîê ìiæ äåêàðòîâîþ i åëiïòè÷íîþ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ôîð-
ìóëàìè:

x = c cosh ξ cos η, y = c sinh ξ sin η, z = z. (43)

Êîåôiöi¹íòè Ëàìå ñèñòåìè êîîðäèíàò Oξηz:

Hξ = Hη = H = c

√
sinh2 ξ + sin2 η,Hz = 1. (44)

Ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi :

eξ =
1

H

∂uξ
∂ξ

+
1

H2

∂H

∂η
uη, eη =

1

H

∂uη
∂η

+
1

H2

∂H

∂ξ
uξ, ez =

∂uz
∂z

,

eξη =
1

2

(
∂

∂η

(uξ
H

)
+

∂

∂ξ

(uη
H

))
, eξz =

1

2

(
1

H

∂uz
∂ξ

+
∂uξ
∂z

)
, (45)

eηz =
1

2

(
1

H

∂uz
∂η

+
∂uη
∂z

)
.

Çàêîí Ãóêà:

σξ = c11eξ + c12eη + c13ez, ση = c12eξ + c22eη + c23ez,

σz = c13eξ + c23eη + c33ez, σξη = 2c44eξη, σξz = 2c55eξz, σηz = 2c66eηz.
(46)

Äîâæèíà öèëiíäðà L, öèëiíäð îáìåæåíèé ïîâåðõíÿìè ξ = ξ1 è ξ = ξ2, 0 ≤
η ≤ 2π. Íà âíóòðiøíþ ïîâåðõíþ ξ = ξ1 äi¹ íîðìàëüíèé ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé
òèñê q.

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨:

Π =

L∫
0

2π∫
0

ξ2∫
ξ1

{
1

2
(σξeξ + σηeη + σzez) + σξηeξη + σξzeξz + σηzeηz

}
H2dzdηdξ−

−q
L∫

0

2π∫
0

uξHdzdη, (47)

â ïåðåìiùåííÿõ:

L∫
0

2π∫
0

ξ2∫
ξ1

{
c11
2

(
∂uξ
∂ξ

)2

+
c22
2

(
∂uη
∂η

)2

+
c44
2

(
∂uξ
∂η

)2

+
c44
2

(
∂uη
∂ξ

)2

+

+
c55
2

(
∂uz
∂ξ

)2

+
c66
2

(
∂uz
∂η

)2

+
c2∆c33

2

(
∂uz
∂z

)2

+
c2∆c55

2

(
∂uξ
∂z

)2

+

+
c2∆c66

2

(
∂uη
∂z

)2

+
sinh 2ξ sin 2η (c12 + c44)

4∆2
uξuη +

c12 sin 2η

2∆
uη
∂uη
∂η

+
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Òàáë. 4 � Çíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü uξE/q íà âíóòíiøíié ïîâåðõíi öèëiíäðà

uξE/q

b ha hb η = 0 η = π/2

(i) (ii) (iii) (i) (ii) (iii)

9, 999 1,0003 1,0005 96,953 96,565 96,378 97,246 96,872 96,690
9 0,9003 1,1115 -39,364 -48,232 -52,124 266,15 272,04 274,15
8 0,8003 1,2505 -146,12 -167,84 -178,24 470,63 482,09 486,06
7 0,7002 1,4291 -205,26 -243,40 -263,38 658,19 673,88 679,64

6, 25 0,6252 1,6006 -206,91 -255,55 -282,83 722,49 738,08 744,44

+
c12 sinh 2ξ

2∆
uξ
∂uξ
∂ξ

+
cc13 sin 2η

2
√

∆
uη
∂uz
∂z

+
cc23 sinh 2ξ

2
√

∆
uξ
∂uz
∂z

+

+
c22 sinh 2ξ

2∆
uξ
∂uη
∂η
− c44 sin 2η

2∆
uξ
∂uξ
∂η
− c44 sinh 2ξ

2∆
uη
∂uξ
∂η
− (48)

−c44 sin 2η

2∆
uξ
∂uη
∂ξ
− c44 sinh 2ξ

2∆
uη
∂uη
∂ξ

+
c22 sinh2 2ξ + c44 sin2 2η

8∆2
u2ξ+

+
c44 sinh2 2ξ + c11 sin2 2η

8∆2
u2η +

c11 sin 2η

2∆
uη
∂uξ
∂ξ

+ c12
∂uη
∂η

∂uξ
∂ξ

+

+cc13
√

∆
∂uz
∂z

∂uξ
∂ξ

+ cc23
√

∆
∂uz
∂z

∂uη
∂η

+ c44
∂uξ
∂η

∂uη
∂ξ

+

+cc55
√

∆
∂uz
∂ξ

∂uξ
∂z

+ cc66
√

∆
∂uη
∂z

∂uz
∂η

}
dzdηdξ − q

L∫
0

2π∫
0

uξHdzdη,

äå ∆ = cosh2 ξ − cos2 η.

Ðîçãëÿíóòî çàìêíóòi ïîðîæíèñòi öèëèíäðè, óìîâíà ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ
ÿêèõ � öèëiíäðè÷íà ïîâåðõíÿ ç íàïðÿìíîþ ó âèãëÿäi åëiïñà ç ïiâîñÿìè a i b.
Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè ðiâíÿííÿ öüîãî åëiïñà â ñèñòåìi êîîðäèíàò Oξη íåîá-

õiäíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ a sinh ξ = b cosh ξ, êîðiíü ÿêîãî ξ0 =
1

2
ln
a+ b

a− b
. Îòæå

ðiâííÿííÿ �ñåðåäèííîãî� åëiïñà ìà¹ âèãëÿä x = c0 cosh ξ0 cos η, y = c0 sinh ξ0 cos η,
0 ≤ η ≤ 2π, c0 = a/ cosh ξ0.

Íåõàé äîâæèíà öèëiíäðà L = 20, ab = 100, ξ0 − 0, 05 ≤ ξ ≤ ξ0 + 0, 05, òîðöi
öèëiíäðà æîðñòêî çàùåìëåíî, ìàòåðèàë � içîòðîïíèé ç êîåôiöi¹íòîì Ïóàññîíà
ν = 0, 3. Äîñëiäæåíî ðîçïîäië ïåðåìiùåíü íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi öèëiíäðà â
çàëåæíîñòi âiä ôîðìè åëiïñà â ïîïåðå÷íîìó ïåðåðiçi. Ïðîâåäåíî ðîçðàõóíêè äëÿ
ðiçíèõ çíà÷åíü ìåíøî¨ ïiâîñi åëiïñà b = 9, 999; 8; 7; 6, 25. Ïîïåðå÷íi ïåðåðiçè òiëà,
ùî äîñëiäæó¹òüñÿ ïðè b = 9, 999; 8; 6, 25, ïîêàçàíî íà ðèñ. 17.

Ç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà íà îáëàñòi [0;L/2] × [0;π/2] × [ξ0 −
0, 05; ξ0 + 0, 05]. Òàê ÿê â öüîìó âèïàäêó ðîçìiðè òiëà ïî êîîðäèíàòi ξ íåçíà÷íi,
äëÿ îöiíêè òî÷íîñòi âèáðàíî òàêi òðè âàðiàíòè ðîçáèòòÿ îáëàñòi íà åëåìåíòè ïî
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ξ, η, z: (i) � 6× 10× 15, (ii) � 8× 15× 20, (iii) � 10× 20× 25.

Ðèñ. 17 � Ôîðìè ïîïåðå÷íèõ ïåðåði-
çiâ öèëiíäðà.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
-400

-200

0

200

400

600

u  E/q
6,25

7

8

9

b=9,999

Ðèñ. 18 � Ðîçïîäiëè ïåðåìiùåíü â çà-
ëåæíîñòi âiä çíà÷åíü ïiâîñi b åëiïñà.

Â òàáë. 4 íàâåäåíî ãåîìåòðè÷íi ïàðàìåòðè öèëiíäðiâ, ùî äîñëiäæóþòüñÿ, à
òàêîæ çíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü uξE/q íà âíóòíiøíié ïîâåðõíi öèëiíäðà ïðè z = L/2
(ha, hb � òîâùèíè öèëiíäðà ïðè η = 0 i η = π/2).

Ïàðàìåòð b = 9, 999 âèáðàíî äëÿ òîãî, ùîá ïîðiâíÿòè îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê ç
ðîçâ'ÿçêîì äëÿ êðóãîâîãî öèëiíäðà. Â öüîìó âèïàäêó åëiïòè÷íèé öèëiíäð áóäå
äóæå áëèçüêèì äî êðóãîâîãî ç âíóòðiøíiì ðàäióñîì 9,51 i òîâùèíîþ 1. Öþ çàäà÷ó
ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ íà îáëàñòi [0;L/2] × [9, 51; 10, 51], ÿêó
áóëî ðîçáèòî íà 100 × 100 åëåìåíòiâ. Çíà÷åííÿ urE/q íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi
öèëiíäðà ïðè z = L/2 â öüîìó âèïàäêó äîðiâíþ¹ 96,193. Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
uξE/q íà âíóòíiøíié ïîâåðõíi öèëiíäðà ïðè z = L/2 â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ
ïiâîñi b åëiïñà ïîêàçàíî íà ðèñ. 18.

Òàêèì ÷èíîì, â öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî ÍÄÑ ïîðî-
æíèñòîãî êðóãîâîãî íåçàìêíóòîãî öèëiíäðà ñêií÷åííî¨ äîâæèíè çi çìiííèìè çà
ðàäiàëüíîþ êîîðäèíàòîþ ïðóæíèìè âëàñòèâîñòÿìè ìàòåðiàëó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ïiä äi¹þ íîðìàëüíîãî òèñêó íà ái÷íèõ ïîâåðõíÿõ i ìà¹ æîðñòêå çàêðiïëåííÿ íà
òîðöåâèõ ïëîùèíàõ i íà ïëîùèíàõ â ïåðåðiçàõ θ = const. Äàíî íîâèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i íà îñíîâi ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ç çàñòîñóâàííÿì äâîâèìiðíèõ ñïëàé-
íiâ çà êîëîâîþ êîîðäèíàòîþ i êîîðäèíàòîþ, ùî çìiíþ¹òüñÿ âçäîâæ îñi öèëiíäðà.
Ïðîâåäåíå ïîðiâíÿííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ òà ðåçóëüòàòiâ ÌÑÅ ç âèêîðèñòà-
ííÿì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ó âèãëÿäi ïàðàëåëåïiïåäiâ ç 8-ìà òà 20-ìà âóçëàìè
ïîêàçàëî çàäîâiëüíå ñïiâïàäiííÿ ïåðåìiùåíü äëÿ ðiçíèõ âàðiàíòiâ íåîäíîðiäíîñòi
ìàòåðiàëó.

Äëÿ îäíîðiäíîãî çàìêíóòîãî öèëiíäðà ñêií÷åííî¨ äîâæèíè, ïîïåðå÷íèé ïå-
ðåðiç ÿêîãî îáìåæåíèé êîíôîêàëüíèìè ïîâåðõíÿìè, äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî
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éîãî ÍÄÑ ç âèêîðèñòàííÿì åëiïòè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Îäåðæàíî ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i â âàðiàíòi ÌÑÅ, êîëè ñêií÷åíèé åëåìåíò çàïèñàíèé â öié æå êîîðäèíàòíié
ñèñòåìi. Ïîêàçàíî çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêó ïðè çáiëüøåííi äèñêðåòèçàöi¨ îáëàñòi òà
íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü öèëiíäðà âiä åêñöåíòðèñèòåòó åëiïñà ç ãðàíè-
÷íèì ïåðåõîäîì äî âèïàäêó êðóãîâîãî öèëiíäðà.

ÎÑÍÎÂÍI ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÒÀ ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ïðåäñòàâëåíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ñòàöiîíàðíîãî
äåôîðìóâàííÿ òîâñòîñòiííèõ íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê òà ïîðîæíè-
ñòèõ êóëü ìåòîäàìè ÷èñåëüíîãî àíàëiçó, ùî ¹ àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ ìåõàíiêè
äåôîðìiâíîãî òâåðäîãî òiëà.

Íà îñíîâi ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi òà óòî÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê òèïó
Òèìîøåíêà áóëî ðîçðîáëåíî äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèé i ðîçâèíóòî äèñêðåòíèé
ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ äâîâèìiðíèõ i òðèâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷,
ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè ¨õ ðåàëiçàöi¨ i ïðîãðàìíi êîìïëåêñè, ùî çàáåçïå÷óþòü âè-
ñîêèé ñòóïiíü òî÷íîñòi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Îäåðæàíî íîâi ðîçâ'ÿçêè øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàí-
íÿ i ïðîâåäåíî àíàëiç âïëèâó íåîäíîðiäíîñòi ñòðóêòóðè, ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé
ìàòåðiàëó òà ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ìåõàíi÷íèõ îá'¹êòiâ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ,
íà ðîçïîäië ïîëiâ íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü ïðè ðiçíèõ âèäàõ íàâàíòàæåííÿ òà
ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü, ùî ïðåäñòàâëåíi â äèñåðòàöi¨, íà-
âåäåíi íèæ÷å.

1. Âèêîíàíî ïîñòàíîâêó òà ïîáóäîâàíî ðîçðàõóíêîâi ñõåìè çàäà÷ ïðî
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí i êîëèâàííÿ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç ðiçíèì
ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì òà òië ñôåðè÷íî¨ ôîðìè ç âðàõóâàííÿì ¨õ êîíñòðó-
êòèâíî¨ òà ñòðóêòóðíî¨ íåîäíîðiäíîñòi íà îñíîâi ïðîñòîðîâî¨ òà îáîëîíêîâî¨
ìîäåëåé.

2. Ðîçðîáëåíî íîâi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíi ïiäõîäè íà îñíîâi ìåòîäó ñïëàéí-
êîëîêàöi¨ i äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ òà ðîçâèíåíî âàðiàíò äèñêðåòíîãî ïiä-
õîäó (ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ) äëÿ äîñëiäæåííÿ çàçíà÷åíîãî êëàñó çàäà÷
ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ.

3. Ïîáóäîâàíî íîâi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ñòàòèêè òà êîëèâàíü, îäåðæàíèõ çà ðiçíèìè
ìåòîäèêàìè, äëÿ òàêèõ îáîëîíîê i ïðîñòîðîâèõ òië:
� öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè íåêðóãîâîãî ïåðåðiçó òà ïëàñòèíè, çìiííî¨ òà çíàêî-
çìiííî¨ êðèâèçíè, ïðè ðiçíèõ ôiçèêî-ìåõàíi÷íèõ âëàñòèâîñòÿõ ìàòåðiàëó;
� öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè êðóãîâîãî i åëiïòè÷íîãî ïåðåðiçiâ çi ñêiñíèìè çðiçà-
ìè;
� íåîäíîðiäíi çà ïðóæíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîðîæíèñòi öèëiíäðè ñêií÷åí-
íî¨ äîâæèíè òà ïîðîæíèñòî¨ êóëi â ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi (îñåñèìåòðè÷íà
çàäà÷à);
� íåîäíîðiäíèé öèëiíäð ñêií÷åííî¨ äîâæèíè ç ï'¹çîêåðàìi÷íîãî ìàòåðiàëó
(îñåñèìåòðè÷íi êîëèâàííÿ) ;
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� öèëiíäðè ñêií÷åííî¨ äîâæèíè: êðóãîâèé òà îáìåæåíèé êîíôîêàëüíèìè åëi-
ïñàìè, â öèëiíäðè÷íié òà åëiïòè÷íié ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

4. Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç åôåêòèâíîñòi ðiçíèõ ÷èñåëüíèõ ïiäõîäiâ, ùî
áàçóþòüñÿ íà çàñòîñóâàííi òàêèõ ìåòîäiâ:
� ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ç âèáîðîì ðiçíèõ íàïðÿìêiâ àïðîêñèìàöi¨ â äâî-
âèìiðíèõ çàäà÷àõ ñòàòèêè öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê íåêðóãîâîãî ïåðåðiçó;
� ìåòîäiâ ñïëàéí- êîëîêàöié, ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ òà ìåòîäó Ôóð'¹ â äâîâè-
ìiðíèõ òà òðèâèìiðíèõ çàäà÷àõ ÍÄÑ i êîëèâàíü íåîäíîðiäíèõ ïðóæíèõ òà
åëåêòðîïðóæíèõ öèëiíäðiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè.

5. Ðîçðîáëåíi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíi òà äèñêðåòíi ïiäõîäè ðåàëiçîâàíî â
ïðîáëåìíî-îði¹íòîâàíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ êîìïëåêñàõ ç àâòîìàòèçàöi¹þ îêðå-
ìèõ åòàïiâ ðîçðàõóíêó òà âèêîðèñòàíî â íàóêîâî-äîñëiäíèõ òà äîãîâiðíèõ
ðîáîòàõ âiääiëó.

6. Âñòàíîâëåíî õàðàêòåðíi çàêîíîìiðíîñòi âïëèâó ôàêòîðó íåîäíîðiäíîñòi ñòðó-
êòóðè öèëiíäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ òië íà ðîçïîäië ïåðåìiùåíü òà íàïðóæåíü i
âèÿâëåíî ðÿä íîâèõ ìåõàíi÷íèõ åôåêòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç íåîäíîðiäíîþ ñòðóêòó-
ðîþ, ãåîìåòðè÷íèìè òà ìåõàíi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îá'¹êòiâ äîñëiäæåí-
íÿ. Âiäìi÷åíî:
� ñêëàäíèé õàðàêòåð ÍÄÑ â ãîôðîâàíèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíêàõ i ïëàñòè-
íàõ, íàÿâíiñòü çîí ñòèñêóþ÷èõ òà ðîçòÿãóþ÷èõ íàïðóæåíü, ùî ÷åðãóþòüñÿ
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Àíîòàöiÿ. ßðåì÷åíêî Ñ.Ì. ×èñåëüíèé àíàëiç ñòàöiîíàðíîãî äåôîð-
ìóâàííÿ öèëiíäðiâ òà êóëü íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè íà îñíîâi ðiçíèõ
ìîäåëåé. � Ðóêîïèñ.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íà-
óê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.02.04 �Ìåõàíiêà äåôîðìiâíîãî òâåðäîãî òiëà�. � Iíñòèòóò
ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2021.

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó i âäîñêîíàëåííþ ïiäõîäó äî äîñëiäæåííÿ
ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ øèðîêîãî êëàñó òîâñòîñòiííèõ öèëiíäðè÷íèõ i ñôå-
ðè÷íèõ îáîëîíîê ç ðiçíèì õàðàêòåðîì íåîäíîðiäíîñòi. Öåé ïiäõiä âêëþ÷à¹ ïî-
áóäîâó ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ÍÄÑ i êîëèâàíü çà óòî÷íåíîþ òåîði¹þ
îáîëîíîê i òðèâèìiðíîþ ïðîñòîðîâîþ òåîði¹þ ïðóæíîñòi; ðîçðîáêó âiäïîâiäíî¨
ðîçðàõóíêîâî¨ ñõåìè i çàñòîñóâàííÿ äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîãî ïiäõîäó íà îñíîâi
ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöi¨, äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ é ïîêðîêîâîãî ïîøóêó òà
äèñêðåòíîãî ïiäõîäó íà îñíîâi ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Ïîáóäîâàíî àëãî-
ðèòìè öèõ ïiäõîäiâ, ÿêi ðåàëiçîâàíî â ïðîáëåìíî îði¹íòîâàíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ
êîìïëåêñàõ íà ñó÷àñíèõ ïåðñîíàëüíèõ êîìï'þòåðàõ.

Çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä çàñòîñîâóâàâñÿ äëÿ âèêîíàííÿ òàêèõ çàâäàíü:
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí íåêðóãîâèõ òîâñòîñòií-
íèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç ðiçíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì i çi ñêiñíèìè çði-
çàìè íà òîðöÿõ â ðàìêàõ óòî÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê; äîñëiäæåííÿ íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ òië ñêií÷åííèõ ðîçìiðiâ, à òà-
êîæ ïîðîæíèñòèõ êóëü ïðè ðiçíèõ âèäàõ íàâàíòàæåííÿ i ãðàíè÷íèõ óìîâ; âè-
çíà÷åííÿ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò ï'¹çîêåðàìi÷íîãî öèëiíäðà íà îñíîâi ñïiââiäíîøåíü
åëåêòðîïðóæíîñòi. Îñîáëèâiñòþ âêàçàíèõ äîñëiäæåíü ¹ ïðîâåäåííÿ àíàëiçó âïëè-
âó íåîäíîðiäíîñòi (îáîëîíêè çi ñêiñíèìè çðiçàìè, çìiííà òîâùèíà, íåïåðåðâíî
íåîäíîðiäíà ñòðóêòóðà ìàòåðiàëó) íà õàðàêòåð ðîçïîäiëó ïîëiâ ïåðåìiùåíü i íà-
ïðóæåíü ìåõàíi÷íèõ îá'¹êòiâ, ùî âèâ÷àþòüñÿ.

Ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ ç ïðåäñòàâëåíèõ çàäà÷ íà îñíîâi
äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîãî i äèñêðåòíîãî ïiäõîäiâ äà¹ ìîæëèâiñòü ïðîâåñòè îöií-
êó äîñòîâiðíîñòi äàíèõ ðîçðàõóíêiâ.

Îòðèìàíi çàêîíîìiðíîñòi i âèÿâëåíi åôåêòè ïðè ñòàöiîíàðíîìó äåôîðìóâàííi
íåîäíîðiäíèõ òië öèëiíäðè÷íî¨ i ñôåðè÷íî¨ ôîðìè íà îñíîâi ðiçíèõ ìîäåëåé ìî-
æóòü ñëóæèòè îñíîâîþ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü â äàíié îáëàñòi ìåõàíiêè òâåðäîãî
òiëà, ùî äåôîðìó¹òüñÿ, i áóòè âèêîðèñòàíèìè äëÿ îöiíêè ìiöíîñòi òà íàäiéíîñòi
åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié i äåòàëåé ìàøèí öèëiíäðè÷íî¨ i ñôåðè÷íî¨ ôîðìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: öèëiíäðè÷íi òiëà òà îáîëîíêè, íåêðóãîâèé ïîïåðå÷íèé ïåðå-
ðiç, ñêiñíi çðiçè, ïîðîæíèñòà êóëÿ, íåïåðåðâíî íåîäíîðiäíèé ìàòåðiàë, òðèâèìið-
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äèñêðåòíèé ïiäõiä, ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨, ìåòîä äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, ìå-
òîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

Àííîòàöèÿ. ßðåì÷åíêî Ñ.Í. ×èñëåííûé àíàëèç ñòàöèîíàðíîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ öèëèíäðîâ è øàðîâ íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû íà îñíîâå
ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. � Ðóêîïèñü.

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.02.04 �Måõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà�. �
Èíñòèòóò ìåõàíèêè èì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 2021.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ è óñîâåðøåíñòâîâàíèþ ïîäõîäà ê èññëåäî-
âàíèþ ñòàöèîíàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ øèðîêîãî êëàññà òîëñòîñòåííûõ öèëèí-
äðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì íåîäíîðîäíîñòè.
Ýòîò ïîäõîä âêëþ÷àåò ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÍÄÑ è êîëåáàíèé â óòî-
÷íåííîé òåîðèè îáîëî÷åê è òðåõìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè; ðà-
çðàáîòêó ñîîòâåòñòâóþùåé ðàñ÷åòíîé ñõåìû è ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ äèñêðåòíî-
êîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà íà îñíîâå ìåòîäîâ ñïëàéí-êîëëîêàöèè, äèñêðåòíîé îð-
òîãîíàëèçàöèè, ïîøàãîâîãî ïîèñêà è äèñêðåòíîãî ïîäõîäà íà îñíîâå ìåòîäà êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ýòèõ ïîäõîäîâ, êîòîðûå ðåàëèçîâàíû
â ïðîáëåìíî îðèåíòèðîâàíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ íà ñîâðåìåííûõ ïåð-
ñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ òàêèõ çàäàíèé: ðåøåíèÿ
çàäà÷è î íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèèè íåêðóãîâûõ òîëñòîñòåííûõ
öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ ðàçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì è ñ êîñûìè ñðåçà-
ìè íà òîðöàõ â ðàìêàõ óòî÷íåíîé òåîðèè îáîëî÷åê; èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íåîäíîðîäíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë êîíå÷íûõ ðà-
çìåðîâ, à òàêæå ïîëûõ øàðîâ ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ íàãðóæåíèÿ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé; îïðåäåëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî öèëèíäðà íà îñíî-
âàíèè ñîîòíîøåíèé åëåêòðîóïðîãîñòè. Îñîáåííîñòüþ óêàçàííûõ èññëåäîâàíèé
ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå àíàëèçà âëèÿíèÿ âèäà íåîäíîðîäíîñòè (îáîëî÷êè ñ êîñûìè
ñðåçàìè, ïåðåìåííàÿ òîëùèíà, íåðåðûâíî íåîäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà ìàòåðèàëà)
íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùååèé è íàïðÿæåèé èçó÷àåìûõ ìåõàíè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç ïðåäñòàâëåííûõ çàäà÷ íà îñíî-
âå äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîãî è äèñêðåòíîãî ïîäõîäà äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè
îöåíêó äîñòîâåðíîñòè äàííûõ ðàñ÷åòîâ.

Ïîëó÷åííûå çàêîíîìåðíîñòè è âûÿâëåííûå ýôôåêòû ïðè ñòàöèîíàðíîì äå-
ôîðìèðîàíèè íåîäíðîäíûõ òåë öèëèíäðè÷åêîé è ñôåðè÷åñêîé ôîðìû íà îñíîâå
ðàçíûõ ìîäåëåé ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â äàííîé îáëà-
ñòè ìåõàíèêè òâåðäîãî äåôîðìèðóåìîãî òåëà è áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè
ïðî÷íîñòè è íàäåæíîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé è äåòàëåé ìàøèí öèëèíäðè÷å-
ñêîé è ñôåðè÷åñêîé ôîðìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öèëèíäðè÷åñêèå òåëà è îáîëî÷êè, íåêðóãîâîå ïîïåðå÷íîå
ñå÷åíèå, êîñûå ñðåçû, ïîëûé øàð, íåïðåðûâíî íåîäíîðîäíûé ìàòåðèàë, òðåõìåð-
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íàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè, óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ îáîëî÷åê, äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíûé
ïîäõîä, äèñêðåòíûé ïîäõîä, ìåòîä ñïëàéí-êîëëîêàöèè, ìåòîä äèñêðåòíîé îðòî-
ãîíàëèçàöèè, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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The thesis is devoted to the development and improvement of an approach
to the study of stationary deformation of a wide class of thick-walled cylindrical
and spherical shells with di�erent types of inhomogeneity. This approach includes
mechanical-mathematical models of stress-strain state and vibrations based on the
re�ned theory of shells and three-dimensional spatial theory of elasticity; development
of an appropriate computational scheme and application of a numerical discrete-
continuous approach based on spline collocation, discrete orthogonalization, step-by-
step search and a discrete approach based on the �nite element method. Algorithms
implemented in problem-oriented computing programs realized on modern personal
computers have been made.

The proposed approach was used to solve the following classes of problems. The
problems on the stress-strain state of noncircular thick-walled cylindrical shells with
di�erent cross sections and with oblique cuts are solved within the framework of the
re�ned theory of shells. The study of stress-strain state of inhomogeneous cylindrical
bodies of �nite dimensions is carried out under various types of loading and boundary
conditions. resonant frequencies of piezoceramic cylinder was de�ned on the base of
electoelasticity equations. The analysis of the in�uence of the type of inhomogeneity
(shells with oblique cuts, variable thickness, continuously inhomogeneous structure
of the material) on the distribution of displacement �elds and stresses of the studied
mechanical objects is a feature of these studies.

The results compatison in solving some of the problems presented on the basis of
the discrete-continual and discrete approaches makes it possible to assess the reliabi-
lity of these calculations.

The obtained standards and the revealed e�ects of stationary deformation of cyli-
ndrical and spherical inhomogeneous bodies on the basis of di�erent models can serve
as the basis for further research in this �eld of solid mechanics and can be used
to assess the strength and reliability of structural elements, and machine parts of
cylindrical and spherical shapes.

Key words: cylindrical solids and shells, noncircular cross section, oblique cuts,
hollow sphere, continuous inhomogeneous matherial, three dimensional elasticity, re�-
ned shell theory, discrete continual approach, discrete approach, spline-collocation
method, discrete orthogonalization method, �nite element method.


