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ÀÍÎÒÀÖIß

ßðåì÷åíêî Ñ.Ì. ×èñåëüíèé àíàëiç ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ öèëií-

äðiâ òà êóëü íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè íà îñíîâi ðiçíèõ ìîäåëåé. � Ðóêîïèñ.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.02.04 �Ìåõàíiêà äåôîðìiâíîãî òâåðäîãî òiëà�. � Ií-

ñòèòóò ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2021.

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó i âäîñêîíàëåííþ ïiäõîäó äî äîñëiäæå-

ííÿ ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ øèðîêîãî êëàñó òîâñòîñòiííèõ öèëiíäðè-

÷íèõ i ñôåðè÷íèõ îáîëîíîê ç ðiçíèì õàðàêòåðîì íåîäíîðiäíîñòi. Öåé ïiä-

õiä âêëþ÷à¹ ïîáóäîâó ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ÍÄÑ i êîëèâàíü çà

óòî÷íåíîþ òåîði¹þ îáîëîíîê i òðèâèìiðíîþ ïðîñòîðîâîþ òåîði¹þ ïðóæíî-

ñòi; ðîçðîáêó âiäïîâiäíî¨ ðîçðàõóíêîâî¨ ñõåìè i çàñòîñóâàííÿ äèñêðåòíî-

êîíòèíóàëüíîãî ïiäõîäó íà îñíîâi ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöi¨, äèñêðåòíî¨ îð-

òîãîíàëiçàöi¨ é ïîêðîêîâîãî ïîøóêó òà äèñêðåòíîãî ïiäõîäó íà îñíîâi ìå-

òîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè öèõ ïiäõîäiâ, ÿêi ðåàëi-

çîâàíî â ïðîáëåìíî îði¹íòîâàíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ êîìïëåêñàõ íà ñó÷àñíèõ

ïåðñîíàëüíèõ êîìï'þòåðàõ.

Çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä çàñòîñîâóâàâñÿ äëÿ âèêîíàííÿ òàêèõ çàâäàíü:

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí íåêðóãîâèõ òîâñòî-

ñòiííèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç ðiçíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì i çi ñêi-

ñíèìè çðiçàìè íà òîðöÿõ â ðàìêàõ óòî÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê; äîñëiäæåííÿ

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ òië ñêií÷åí-

íèõ ðîçìiðiâ, à òàêîæ ïîðîæíèñòèõ êóëü ïðè ðiçíèõ âèäàõ íàâàíòàæåííÿ

i ãðàíè÷íèõ óìîâ; âèçíà÷åííÿ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò ï'¹çîêåðàìi÷íîãî öèëií-

äðà íà îñíîâi ñïiââiäíîøåíü åëåêòðîïðóæíîñòi. Îñîáëèâiñòþ âêàçàíèõ äî-

ñëiäæåíü ¹ ïðîâåäåííÿ àíàëiçó âïëèâó íåîäíîðiäíîñòi (îáîëîíêè çi ñêiñíè-

ìè çðiçàìè, çìiííà òîâùèíà, íåïåðåðâíî íåîäíîðiäíà ñòðóêòóðà ìàòåðiàëó)

íà õàðàêòåð ðîçïîäiëó ïîëiâ ïåðåìiùåíü i íàïðóæåíü ìåõàíi÷íèõ îá'¹êòiâ,
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ùî âèâ÷àþòüñÿ.

Ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ ç ïðåäñòàâëåíèõ çàäà÷ íà

îñíîâi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîãî i äèñêðåòíîãî ïiäõîäiâ äà¹ ìîæëèâiñòü

ïðîâåñòè îöiíêó äîñòîâiðíîñòi äàíèõ ðîçðàõóíêiâ.

Îòðèìàíi çàêîíîìiðíîñòi i âèÿâëåíi åôåêòè ïðè ñòàöiîíàðíîìó äåôîð-

ìóâàííi íåîäíîðiäíèõ òië öèëiíäðè÷íî¨ i ñôåðè÷íî¨ ôîðìè íà îñíîâi ðiçíèõ

ìîäåëåé ìîæóòü ñëóæèòè îñíîâîþ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü â äàíié îáëàñòi

ìåõàíiêè òâåðäîãî òiëà, ùî äåôîðìó¹òüñÿ, i áóòè âèêîðèñòàíèìè äëÿ îöiíêè

ìiöíîñòi òà íàäiéíîñòi åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié i äåòàëåé ìàøèí öèëiíäðè÷íî¨

i ñôåðè÷íî¨ ôîðìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: öèëiíäðè÷íi òiëà òà îáîëîíêè, íåêðóãîâèé ïîïåðå÷íèé

ïåðåðiç, ñêiñíi çðiçè, ïîðîæíèñòà êóëÿ, íåïåðåðâíî íåîäíîðiäíèé ìàòåði-

àë, òðèâèìiðíà òåîðiÿ ïðóæíîñòi, óòî÷íåíà òåîðiÿ îáîëîíîê, äèñêðåòíî-

êîíòèíóàëüíèé ïiäõiä, äèñêðåòíèé ïiäõiä, ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨, ìåòîä

äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

ABSTRACT

Yaremchenko S.M. � Numerical analysis of unhomogeneus sturcture cylin-

ders and spheres stationary deformation on the basis various models. � Manus-

cript.

Thesis of candidate for a degree of doctor of sciences in physics and mathema-

tics, speciality 01.02.04 �Mechanics of deformable solid�. � S.P. Timoshenko

Institute of mechanics, NAS of Ukraine, Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to the development and improvement of an approach

to the study of stationary deformation of a wide class of thick-walled cylindri-

cal and spherical shells with di�erent types of inhomogeneity. This approach

includes mechanical-mathematical models of stress-strain state and vibrations

based on the re�ned theory of shells and three-dimensional spatial theory of

elasticity; development of an appropriate computational scheme and applicati-
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on of a numerical discrete-continuous approach based on spline collocation,

discrete orthogonalization, step-by-step search and a discrete approach based

on the �nite element method. Algorithms implemented in problem-oriented

computing programs realized on modern personal computers have been made.

The proposed approach was used to solve the following classes of problems.

The problems on the stress-strain state of noncircular thick-walled cylindri-

cal shells with di�erent cross sections and with oblique cuts are solved within

the framework of the re�ned theory of shells. The study of stress-strain state

of inhomogeneous cylindrical bodies of �nite dimensions is carried out under

various types of loading and boundary conditions. resonant frequencies of pi-

ezoceramic cylinder was de�ned on the base of electoelasticity equations. The

analysis of the in�uence of the type of inhomogeneity (shells with oblique cuts,

variable thickness, continuously inhomogeneous structure of the material) on

the distribution of displacement �elds and stresses of the studied mechanical

objects is a feature of these studies.

The results compatison in solving some of the problems presented on the

basis of the discrete-continual and discrete approaches makes it possible to

assess the reliability of these calculations.

The obtained standards and the revealed e�ects of stationary deformation of

cylindrical and spherical inhomogeneous bodies on the basis of di�erent models

can serve as the basis for further research in this �eld of solid mechanics and

can be used to assess the strength and reliability of structural elements, and

machine parts of cylindrical and spherical shapes.

Key words: cylindrical solids and shells, noncircular cross section, oblique

cuts, hollow sphere, continuous inhomogeneous matherial, three dimensional

elasticity, re�ned shell theory, discrete continual approach, discrete approach,

spline-collocation method, discrete orthogonalization method, �nite element

method.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Øèðîêå çàñòîñóâàííÿ òîâñòîñòiííèõ îáîëîíêî-

âèõ êîíñòðóêöié öèëiíäðè÷íî¨ i ñôåðè÷íî¨ ôîðìè â ðiçíèõ ãàëóçÿõ ñó÷à-

ñíî¨ òåõíiêè âèçíà÷à¹òüñÿ âèìîãàìè ìiöíîñòi òà íàäiéíîñòi, òåõíîëîãi÷íè-

ìè îñîáëèâîñòÿìè, åêîíîìi÷íîþ åôåêòèâíiñòþ òà iíøèìè îáñòàâèíàìè, ÿêi

ïðèâîäÿòü äî óñêëàäíåííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ òà ôiçè÷íî¨ ñòðóêòóð îáîëîíîê.

Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ öèëiíäðè÷íi îáîëîíêîâi êîíñòðóêöi¨ çàëåæíî âiä ¨õ

ôóíêöiîíàëüíîãî ïðèçíà÷åííÿ i óìîâ åêñïëóàòàöi¨ ìàþòü ñêëàäíèé êîíòóð

ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó, çìiííó òîâùèíó òà iíøi îñîáëèâîñòi. Ïðèêëàäàìè

òàêèõ êîíñòðóêöié ¹ çàõèñíi ïîêðèòòÿ àòîìíèõ ðåàêòîðiâ, ñõîâèùà ðiçíîãî

ïðèçíà÷åííÿ, êîðïóñè íàäâîäíèõ i ïiäâîäíèõ êîðàáëiâ, ëiòàëüíèõ i êîñìi-

÷íèõ àïàðàòiâ, îá'¹êòè iíæåíåðíî¨ i õiìi÷íî¨ ïðîìèñëîâîñòi.

Àíàëiç ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ íåîäíîðiäíèõ òîâñòîñòiííèõ öèëií-

äðè÷íèõ i ñôåðè÷íèõ îáîëîíîê ç ãåîìåòðè÷íèìè òà ôiçèêî-ìåõàíi÷íèìè

îñîáëèâîñòÿìè âèìàãà¹ çàñòîñóâàííÿ àäåêâàòíèõ ìîäåëåé îáîëîíîê, à â ðÿ-

äi âèïàäêiâ � ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi.

Â îñòàííi ðîêè äîñëiäæåííÿ ìåõàíi÷íî¨ ïîâåäiíêè òîâñòîñòiííèõ îáîëîí-

êîâèõ ñèñòåì, ÿêèì ïðèòàìàííà ñòðóêòóðíà íåîäíîðiäíiñòü ðiçíî¨ ïðèðîäè,

ïðèâåðòà¹ âñå áiëüøó óâàãó äîñëiäíèêiâ â ãàëóçi ìåõàíiêè äåôîðìiâíîãî

òâåðäîãî òiëà.

Àíàëiç íàóêîâî¨ ëiòåðàòóðè ç öüîãî ïèòàííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü çðîáèòè âè-

ñíîâîê, ùî íàéáiëüø ïîâíî çàäà÷i ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ ðîçãëÿíóòî

äëÿ îáîëîíîê ç êóñêîâî-íåîäíîðiäíîãî ìàòåðiàëó. Öÿ âëàñòèâiñòü õàðàêòåð-

íà áàãàòüîì êîìïîçèöiéíèì ìàòåðiàëàì. Àëå ó âèïàäêó áiëüø óñêëàäíå-

íèõ çàäà÷, êîëè ìàòåðiàë òiëà ¹ àíiçîòðîïíèì, íåïåðåðâíî-íåîäíîðiäíèì, à

ôîðìà òiëà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êàíîíi÷íî¨, ïðîöåñ äîñëiäæåííÿ çíàõîäèòüñÿ

â ïî÷àòêîâié ñòàäi¨. Öå ïîâ'ÿçàíî ç íåîáõiäíiñòþ çàñòîñóâàííÿ óòî÷íåíèõ

îáîëîíêîâèõ ìîäåëåé i ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi, à òàêîæ ç ðîçðîáêîþ
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ìåòîäèê ðîçâ'ÿçàííÿ âèõiäíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèí-

íèõ ïîõiäíèõ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî îïèñóþòü âiäïîâiäíi ìåõàíi÷íi

ïðîöåñè.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåì îá÷èñëþâàëüíîãî õàðàêòåðó ñóòò¹âèì ¹ âèêî-

ðèñòàííÿ ñó÷àñíèõ ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèõ ïiäõîäiâ. Ó çâ'ÿçêó ç íàÿâíiñòþ

ïîòóæíèõ çàñîáiâ îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè � ïåðñîíàëüíèõ êîìï'þòåðiâ ç âå-

ëèêîþ ïàì'ÿòòþ i øâèäêîäi¹þ � äëÿ ðîçðàõóíêó ðiçíèõ àñïåêòiâ ìåõàíi÷íî¨

ïîâåäiíêè ñó÷àñíèõ êîíñòðóêöié â äàíèé ÷àñ øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ ðiçíi

÷èñåëüíi ïiäõîäè. Ðîçðîáëåíî óíiâåðñàëüíi ÷èñåëüíi ìåòîäè, çà äîïîìîãîþ

ÿêèõ ïðîâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿ øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ ìåõàíiêè äåôîðìiâ-

íîãî òâåðäîãî òiëà. Âîíè íîñÿòü íàçâó äèñêðåòíèõ i ïîáóäîâàíi íà çâåäåííi

âèõiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äî ñèñòåì àëãå-

áðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó. Íàéáiëüø óíiâåðñàëüíèìè i øèðîêî çà-

ñòîñîâóâàíèìè ¹ ÷èñëåííi ìîäèôiêàöi¨ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Îäíàê

ïîðÿä ç óíiâåðñàëüíèìè ïiäõîäàìè äî âèðiøåííÿ çàâäàíü òåîðié ïðóæíî-

ñòi òà îáîëîíîê âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ òàê çâàíi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíi

ïiäõîäè, ùî äîçâîëÿþòü çâåñòè çàäà÷ó äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ çàñîáiâ íà îñíîâi àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó

ïî îêðåìèì çìiííèì. Äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíi ïiäõîäè ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê àëüòåðíàòèâó óíiâåðñàëüíèì ÷èñåëüíèì ìåòîäàì â òîìó ñåíñi, ùî äëÿ

ïåâíèõ êëàñiâ çàäà÷ âîíè áiëüø åôåêòèâíi i ìîæóòü äàâàòè òî÷íiøi ðåçóëü-

òàòè, òàê ùî ¨õ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê åòàëîííi äëÿ òåñòóâàííÿ íîâèõ

ìîäèôiêàöié äèñêðåòíèõ ïiäõîäiâ.

Òîìó ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äîñëiäæåííÿ ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìó-

âàííÿ òîâñòîñòiííèõ íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê i êóëü íà îñíîâi

äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèõ i äèñêðåòíèõ ïiäõîäiâ ¹ àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ

ìåõàíiêè äåôîðìiâíîãî òâåðäîãî òiëà.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äè-
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ñåðòàöiéíà ðîáîòà âiäïîâiäà¹ îñíîâíèì íàïðÿìêàì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü

âiääiëó îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêà

ÍÀÍ Óêðà¨íè. Äîñëiäæåííÿ ïðîâeäåíî i âêëþ÷åíî ó íàóêîâi çâiòè òàêèõ

íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò: ÍÄÐ 1.3.1.349 �Ðîçðîáêà ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çà-

äà÷ òà äîñëiäæåííÿ ñòàòè÷íîãî i äèíàìi÷íîãî äåôîðìóâàííÿ ïðóæíèõ òië

ñêëàäíî¨ ãåîìåòði¨ òà ñòðóêòóðè íà îñíîâi ìîäåëåé ðiçíîãî ðiâíÿ�, íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0105U001991, 2005 � 2009 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.358 �Ðîç-

ðîáêà íîâèõ íåòðàäèöiéíèõ ïiäõîäiâ íà îñíîâi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèõ

ìåòîäiâ i êîìáiíîâàíèõ ìîäåëåé äî äîñëiäæåííÿ äåôîðìóâàííÿ i ðóéíóâà-

ííÿ êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåì ìiöíîñòi i äîâãîâi-

÷íîñòi ñó÷àñíèõ êîíñòðóêöié� , íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0107U000345,

2007 � 2011 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.370 �Ðîçðîáêà íîâèõ ïiäõîäiâ äî äîñëiäæåí-

íÿ äåôîðìóâàííÿ ñêëàäíèõ îáîëîíêîâèõ ñèñòåì ç íåîäíîðiäíèõ àíiçîòðî-

ïíèõ ìàòåðiàëiâ ïðè ðiçíèõ âèäàõ íàâàíòàæåííÿ íà îñíîâi ìåòîäiâ ÷èñåëü-

íîãî àíàëiçó� , íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0109U004184, 2009 � 2013 ðð.;

ÍÄÐ � 1.3.1.382 �Äîñëiäæåííÿ ìåõàíi÷íî¨ ïîâåäiíêè íåîäíîðiäíèõ àíiçî-

òðîïíèõ åëåìåíòiâ ñó÷àñíèõ êîíñòðóêöié ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè çà äîïîìî-

ãîþ íîâèõ ïiäõîäiâ íà îñíîâi ðiçíèõ ìîäåëåé�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0112U000249, 2012 � 2016 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.401 �×èñåëüíèé àíàëiç âïëèâó

êîíñòðóêòèâíî¨ òà ñòðóêòóðíî¨ íåîäíîðiäíîñòi àíiçîòðîïíèõ îáîëîíêîâèõ

ñòðóêòóð íà ¨õ ñòàöiîíàðíå äåôîðìóâàííÿ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0115U005709, 2016 � 2020 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.410 �Äèíàìi÷íå äåôîðìóâàí-

íÿ åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié ñó÷àñíîãî ìàøèíîáóäóâàííÿ òà ñòiéêiñòü i äîñÿ-

æíiñòü ìíîæèí òðà¹êòîðié ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0117U000700, 2017 � 2021 ðð.

Ìåòà äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ â ðîçðîáöi ïiäõîäó äî ÷èñåëüíîãî äîñëi-

äæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó (ÍÄÑ) òà êîëèâàíü ïðóæíèõ öè-

ëiíäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ òië íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè; öåé ïiäõiä âêëþ-
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÷à¹: ïîáóäîâó ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi âêàçàíèõ çàäà÷ çà óòî÷íåíîþ

òåîði¹þ îáîëîíîê i ïðîñòîðîâîþ òåîði¹þ ïðóæíîñòi; ðîçðîáêó âiäïîâiäíî¨

ðîçðàõóíêîâî¨ ñõåìè ç çàñòîñóâàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöi¨,

äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ i ìåòîäó ïîêðîêîâîãî ïî-

øóêó; ñòâîðåííÿ ïðîãðàìíèõ êîìïëåêñiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ êðà-

éîâèõ çàäà÷; ïðîâåäåííÿ àíàëiçó ðîçïîäiëó ïîëiâ íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü,

äèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê íà îñíîâi ðîçâ'ÿçàííÿ øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ ïðî

ÍÄÑ i êîëèâàííÿ àíiçîòðîïíèõ íåîäíîðiäíèõ òië òà äîñëiäæåííÿ âïëèâó íà

ðîçïîäië öèõ ïîëiâ êîíñòðóêòèâíî¨ òà ñòðóêòóðíî¨ íåîäíîðiäíîñòi.

Äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè ïåðåäáà÷à¹ òàêi çàâäàííÿ:

� ðîçðîáêó ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ñòàòèêè i êîëèâàíü òåîði¨ ïðó-

æíîñòi òà òåîði¨ îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà íà îñíîâi ìåòîäiâ ñïëàéí êî-

ëîêàöi¨, äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ (äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèé ïiäõiä)

òà ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (äèñêðåòíèé ïiäõiä);

� ïîáóäîâó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí öèëií-

äðè÷íèõ îáîëîíîê ç ðiçíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì ç çàñòîñóâàííÿì óòî-

÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê;

� ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíèé ñòàí êðóãîâèõ òà åëiïòè÷íèõ öè-

ëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê çi ñêiñíèìè çðiçàìè çà óòî÷íåíîþ òåîði¹þ îáîëî-

íîê;

� çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ïðî îñåñèìåòðè÷íèé íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíèé ñòàí íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðiâ òà êóëü çà ïðîñòîðîâîþ

òåîði¹þ ïðóæíîñòi;

� äîñëiäæåííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ï'¹çîêåðàìi÷íîãî öèëiíäðà çà

òåîði¹þ åëåêòðîïðóæíîñòi;

� çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí êðó-

ãîâîãî òà åëiïòè÷íîãî öèëiíäðiâ â òðèâèìiðíié ïîñòàíîâöi;

� ïðîâåäåííÿ äîñëiäæåíü äîñòîâiðíîñòi, òî÷íîñòi i çáiæíîñòi ðåçóëüòàòiâ
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çà ïiäõîäàìè, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ;

� âèÿâëåííÿ õàðàêòåðíèõ çàêîíîìiðíîñòåé â ðîçïîäiëàõ ïîëiâ ïåðåìi-

ùåíü òà íàïðóæåíü â îáîëîíêàõ òà ïðîñòîðîâèõ òiëàõ, àíàëiç âïëèâó

íà íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí íåîäíîðiäíîñòi, ãåîìåòðè÷íèõ òà ìå-

õàíi÷íèõ ïàðàìåòðiâ â øèðîêîìó äiàïàçîíi ¨õ çìiíè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí i êîëèâàííÿ

íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ òië òà êóëü çi ñêëàäíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ñòðó-

êòóðîþ ïðè ðiçíîìó õàðàêòåði íàâàíòàæåííÿ òà ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü ¹ âïëèâ íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè òà ôîðìè

öèëiíäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ òië íà îá'¹êò äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ áóëî çàñòîñîâàíî äëÿ

ïîíèæåííÿ ðîçìiðíîñòi äâîâèìiðíèõ òà òðèâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ

ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi çìiííèìè êîåôi-

öi¹íòàìè äî îäíîâèìiðíèõ çàäà÷.

Îòðèìàíi ëiíiéíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçàíî ñòiéêèì ÷èñåëüíèì ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíà-

ëiçàöi¨.

Ó çàäà÷àõ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí îáîëîíîê çi ñêiñíèìè çði-

çàìè äëÿ çâåäåííÿ çàäàíî¨ ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ îáëàñòi äî ïðÿìîêóòíî¨

çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä çàìiíè çìiííèõ.

Çàäà÷i ó âàðiàöiéíié ïîñòàíîâöi ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåí-

òiâ. Âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðÿìîêóòíi ÷îòèðè- òà âîñüìèâóçëîâi åëåìåíòè ó

âèïàäêó äâîâèìiðíèõ çàäà÷ i âîñüìè- i äâàäöÿòèâóçëîâi åëåìåíòè ó âèãëÿäi

ïàðàëåëåïiïåäiâ ó âèïàäêó òðèâèìiðíèõ çàäà÷.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü åëåêòðîïðóæíîãî öèëií-

äðà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä ïîêðîêîâîãî ïîøóêó (ìåòîä ïîñëiäîâíîãî ïå-

ðåáîðó).

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:
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� âèêîíàíî ïîñòàíîâêó òà ïîáóäîâàíi ðîçðàõóíêîâi ñõåìè ðÿäó íîâèõ çà-

äà÷ ïðî ñòàöiîíàðíå äåôîðìóâàííÿ öèëiíäðè÷íèõ òië ç ðiçíèì ïîïåðå-

÷íèì ïåðåðiçîì òà òië ñôåðè÷íî¨ ôîðìè ç âðàõóâàííÿì ¨õ êîíñòðóêòèâ-

íî¨ òà ñòðóêòóðíî¨ íåîäíîðiäíîñòi â ðàìêàõ ïðîñòîðîâî¨ òà îáîëîíêîâèõ

ìîäåëåé;

� ðîçðîáëåíî íîâi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíi ïiäõîäè íà îñíîâi ìåòîäó

ñïëàéí-êîëîêàöi¨ òà ðîçâèíåíî âàðiàíò äèñêðåòíîãî ïiäõîäó (ìåòîä

ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ) äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ïðî ÍÄÑ i êîëèâàííÿ

íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ òië â ðàìêàõ ðiçíèõ ìîäå-

ëåé;

� äîñëiäæåíî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè-

÷íèõ òië ç ðiçíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì òà êóëü â ðàìêàõ ïðîñòîðîâî¨

òà îáîëîíêîâèõ ìîäåëåé çà äîïîìîãîþ ðîçðîáëåíèõ ìåòîäèê;

� ïîáóäîâaíî ðîçïîäiëè ïîëiâ íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü â çàëåæíîñòi âiä

õàðàêòåðó íåîäíîðiäíîñòi, íàâàíòàæåííÿ, òèïó ãðàíè÷íèõ óìîâ òà ãåî-

ìåòði¨ ïðóæíîãî òiëà;

� íà îñíîâi îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîâåäåíî àíàëiç îñîáëèâîñòåé ÍÄÑ i

êîëèâàííÿ øèðîêîãî êëàñó íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ

òië, âèÿâëåíî îñíîâíi ìåõàíi÷íi çàêîíîìiðíîñòi ùîäî âïëèâó õàðàêòåðó

íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè, ãåîìåòðè÷íèõ, ìåõàíi÷íèõ ïàðàìåòðiâ, âèäiâ

íàâàíòàæåííÿ òà ãðàíè÷íèõ óìîâ îá'¹êòiâ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, íà ðîç-

ïîäië ïîëiâ íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü.

Îá ðóíòîâàíiñòü òà äîñòîâiðíiñòü ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ ó äè-

ñåðòàöi¨, çàáåçïå÷ó¹òüñÿ êîðåêòíiñòþ òà ñòðîãiñòþ ìàòåìàòè÷íèõ ïîñòà-

íîâîê çàäà÷ ó ðàìêàõ ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi òà òåîði¨ îáîëîíîê çi

ñêií÷åííîþ çñóâíîþ æîðñòêiñòþ; çàñòîñóâàííÿì îá ðóíòîâàíèõ ÷èñåëüíèõ

äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèõ i äèñêðåòíèõ ìåòîäiâ, ôiçè÷íî ïðàâäîïîäiáíîþ

iíòåðïðåòàöi¹þ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ; ïîðiâíÿëüíèì àíàëiçîì òî÷íîñòi
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ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ íà îñíîâi çàçíà÷åíèõ ìåòîäiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè

òà ïiäõîäè äî ¨õ îòðèìàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ðîçâ'ÿçàííi øè-

ðîêîãî êëàñó ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ íåîäíîðiäíèõ

êîíñòðóêòèâíèõ åëåìåíòiâ ñó÷àñíî¨ òåõíiêè; ðîçðîáëåíi ïðîãðàìíi êîìïëå-

êñè äàþòü ìîæëèâiñòü îòðèìàòè äîñòîâiðíó iíôîðìàöiþ ïðî ðîçïîäië ïî-

ëiâ íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü â åëåìåíòàõ êîíñòðóêöié ïðè ðiçíèõ ðåæèìàõ

åêñïëóàòàöi¨ i ïðîâåäåííÿ îöiíîê ¨õ ìiöíîñòi i íàäiéíîñòi; áàãàòîâàðiàíòíi

ðîçðàõóíêè çà ðîçðîáëåíèìè ïðîãðàìàìè íà åòàïi ïðîåêòóâàííÿ êîíñòðó-

êöié ìîæóòü áóòè àëüòåðíàòèâîþ äî ïðîâåäåííÿ êîøòîâíèõ íàòóðíèõ åêñ-

ïåðèìåíòiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi çäîáóâà-

÷åì ñàìîñòiéíî. Ó âñiõ ïðàöÿõ, ùî îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, çäîáóâà÷

ïðèéìàâ ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi çàäà÷, ðîçðîáöi ïiäõîäiâ äî ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ òà

ðåàëiçàöi¨. Çäîáóâà÷åâi ïîâíiñòþ íàëåæèòü ðîçðîáêà ïiäõîäó äî ðîçâ'ÿçàííÿ

çàäà÷ äëÿ íåòîíêèõ îáîëîíîê çi ñêiñíèìè çðiçàìè ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäiâ

ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨; àäàïòàöiÿ ìåòîäó ñïëàéí-

êîëîêàöi¨ ç âèêîðèñòàííÿì äâîâèìiðíèõ ñïëàéíiâ äî çàäà÷ ïðî ÍÄÑ íå-

îäíîðiäíèõ öèëiíäðiâ â ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi; ðîçðîáêà ïiäõîäó ç âèêî-

ðèñòàííÿì ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ äî çàäà÷ ïðî îñå-

ñèìåòðè÷íèé ÍÄÑ íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðiâ òà êóëü; çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó

ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ ÍÄÑ åëiïòè÷íîãî öèëiíäðà â òðèâè-

ìiðíié ïîñòàíîâöi ç âèêîðèñòàííÿì åëiïòè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ñïiâàâ-

òîðè àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè ß.Ì. Ãðèãîðåíêî, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Î.ß.

Ãðèãîðåíêî, ïðîôåñîð W.H. M�uller, ïðîôåñîð Ì.Ì. Êðþêîâ, ïðîôåñîð I.À.

Ëîçà áðàëè ó÷àñòü ó ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ òà àíàëiçi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ;

äîêòîð R. Wille, ê.ô.-ì.í. À.Ñ. Áåðãóëüîâ, ê.ô.-ì.í. Ñ.À. Ïàíêðàòü¹â, ê.ô.-

ì.í. Í.Ï. ßðåì÷åíêî áðàëè ó÷àñòü â äåÿêèõ ðîçðàõóíêàõ çàäà÷ òà àíàëiçi
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ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ìàòåðiàëiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà ìiæíàðîäíèõ òà âñåóêðà¨íñüêèõ

êîíôåðåíöiÿõ, çîêðåìà: 35th and 36th Solid Mechanics Conference (Êðàêiâ,

Ïîëüùà, 2006, Ãäàíñüê, Ïîëüùà 2008), �Ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè ìåõàíiêè

íåîäíîðiäíèõ ñòðóêòóð� (Ëüâiâ, 2006), International Workshop �Research in

Mechanics of Composites� (Áàä-Ãåððåíàëüá, Íiìå÷÷èíà 2006), 6th Internati-

onal Conference on Composite Science and Technology (Äóðáàí, ÏÀÐ, 2007),

9th and 10th International Conference �Modern Building Materials, Structures

and Techniques� (Âiëüíþñ, Ëèòâà, 2007, 2010), �Àêòóàëüíi ïðîáëåìè àíà-

ëiçó òà ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì� (×åðêàñè, 2007), XI Ìiæíàðîäíà

íàóêîâî-ìåòîäè÷íà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ïðèðîäíè÷èõ íàóê òà

ïiäãîòîâêà ôàõiâöiâ� (Ìèêîëà¨â, 2007), 9th Conference �Shell Structures

and Applications� (Ãäàíñüê, Ïîëüùà, 2009), �Ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè òåõíi-

÷íî¨ ìåõàíiêè� (Äíiïðî � Êàì'ÿíñüêå, 2014, 2017), Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-

ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ �Ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ôiçèêî-õiìi÷íîãî êîíäåí-

ñîâàíîãî ñòàíó ðå÷îâèí� (Ìèêîëà¨â, 2015), �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà

ìàòåìàòèêè� (Ëüâiâ, 2018).

Â çàâåðøåíîìó âèãëÿäi ðîáîòà äîïîâiäàëàñü òà îáãîâîðþâàëàñü íà íà-

óêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì.

Ñ.Ï. Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-

ì.í., ïðîôåñîð Î.ß. Ãðèãîðåíêî, 2020 ð.), íà íàóêîâîìó ñåìiíàði çà íàïðÿ-

ìîì �Ìåõàíiêà îáîëîíêîâèõ ñèñòåì� Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåí-

êà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � ä.ò.í., ïðîôåñîð Ï.Ç. Ëóãîâèé, 2020 ð.), íà

íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ òà ïðèêëàäíî¨ ìåõàíiêè Íàöiî-

íàëüíîãî òðàíñïîðòíîãî óíiâåðñèòåòó (êåðiâíèê � ä.ô.-ì.í, ïðîôåñîð I.À.

Ëîçà, 2021 ð.), íà íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ òà ïðèêëàäíî¨

ìåõàíiêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà (êå-
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ðiâíèê � ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-ì.í., ïðîôåñîð ß.Î. Æóê, 2021 ð.),

íà çàãàëüíîiíñòèòóòñüêîìó ñåìiíàði ç ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï.

Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ò.í., ïðî-

ôåñîð Î.Ì. Ãóçü, 2020 ð.).

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âèñâiòëåíî â 36 íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ç

íèõ 21 [1�21] còàòòÿ ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ Óêðà¨íè i ó íàóêîâèõ ïå-

ðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ iíøèõ äåðæàâ, 15 ïóáëiêàöié [22�36] â ìàòåðiàëàõ ìiæ-

íàðîäíèõ i íàöiîíàëüíèõ êîíôåðåíöié. ×îòèðíàäöÿòü ñòàòåé [1, 3, 7, 9�11,

13�18, 20, 21] îïóáëiêîâàíi ó âèäàííÿõ, âêëþ÷åíèõ äî êàòåãîði¨ �A� Ïåðåëi-

êó íàóêîâèõ âèäàíü Óêðà¨íè òà ó çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ, ïðîiíäåêñîâàíèõ

ó ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàçàõ Scopus òà/àáî Web of Science Core

Collection. Âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal and Country Rank

[20] âõîäèòü äî êâàðòèëþ Q2, [1, 3, 7, 9�11, 13�16, 18, 21] � äî Q3. Ïðàöi [2,

5, 24, 25, 28] îïóáëiêîâàíi àâòîðîì îäíîîñiáíî.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ

ç àíîòàöi¨, âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ç

297 íàéìåíóâàíü. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 261 ñòîðiíêó, ðàçîì

iç 70 ðèñóíêàìè i 20 òàáëèöÿìè.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòîâi

� àêàäåìiêó ÍÀÍ Óêðà¨íè, äîêòîðó òåõíi÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó ßðîñëà-

âó Ìèõàéëîâè÷ó Ãðèãîðåíêó çà ïîñòiéíó óâàãó òà âñåái÷íó ïiäòðèìêó

ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè òà âèðàæà¹ ïîäÿêó ÷ëåíó-êîðåñïîíäåíòó ÍÀÍ

Óêðà¨íè, äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Î.ß. Ãðèãîðåí-

êó çà öiííi ïîðàäè òà ïðîïîçèöi¨, ùî ñïðèÿëè óñïiøíîìó ïðîâåäåííþ äî-

ñëiäæåíü.



Ðîçäië 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Ñòàíîâëåííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi ïî÷àëîñÿ ìàéæå ïiâòèñÿ÷îëiòòÿ òîìó. I âæå

íàïðèêiíöi ÕIÕ ñòîëiòòÿ âèõîäÿòü êíèãè, äå îïèñó¹òüñÿ iñòîðiÿ òåîði¨ ïðó-

æíîñòi âiä Ãàëiëåÿ äî Ñåí-Âåíàíà [282] i âiä Ñåí-Âåíàíà äî ëîðäà Êåëü-

âiíà [283]. Öiêàâî, ùî öÿ êíèãà ïåðåâèäàíà êiëüêà ðàçiâ i íå òàê äàâíî.

Òàêîæ äîñèòü ðîçëîãèé åêñêóðñ â iñòîðiþ òåîði¨ ïðóæíîñòi äî XX ñòîëiòòÿ

ìîæíà çíàéòè â êíèçi Ëÿâà [94]. Âií ðàçîì ç Êiðõãîôîì ¹ ôóíäàòîðàìè

òåîði¨ îáîëîíîê, ÿêà çàðàç ââàæà¹òüñÿ êëàñè÷íîþ.

Îáîëîíêè øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ ÿê åëåìåíòè êîíñòðóêöié ñó÷àñíî¨ òå-

õíiêè. Áàãàòî åëåìåíòiâ ìàøèí i ñïîðóä � öå îáîëîíêè ðiçíîìàíiòíî¨ ôîðìè

çi çìiííèìè ãåîìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ ïiä âïëèâîì íà-

âàíòàæåíü ðiçíèõ òèïiâ. Îáîëîíêè ìîæíà çóñòðiòè â àâiàáóäóâàííi, ìàøè-

íîáóäóâàííi, ñóäíîáóäóâàííi, áóäiâåëüíié ìåõàíiöi òîùî, ÷èì i ïîÿñíþ¹òüñÿ

âåëèêèé iíòåðåñ äî äîñëiäæåííÿ ¨õ ìåõàíi÷íîõ ïîâåäiíêè. Äëÿ îöiíêè ìi-

öíîñòi i íåñó÷î¨ çäàòíîñòi îáîëîíêîâèõ êîíñòðóêöié ïîòðiáíî, ïåðø çà âñå,

çíàòè ¨õ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí, ùî ïðèçâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi

ðîçðîáêè åôåêòèâíèõ, äîñòàòíüî òî÷íèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ

çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê.

Çíà÷íèé ïðîãðåñ â ðîçâèòêó êëàñè÷íî¨ òåîði¨ îáîëîíîê, ùî çàðàç ìà¹

çàêií÷åíó ôîðìó, ïîâ'ÿçàíèé ç ðîçðîáêàìè Êiðõãîôà, äå äëÿ ïëàñòèí ïðè-

éìàëîñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî íåäåôîðìóâàííÿ íîðìàëüíîãî åëåìåíòà. Âàðiàíò

òåîði¨ îáîëîíîê Êiðõãîôà-Ëÿâà [94] ñòàâ îñíîâîþ äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó
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äîñëiäæåíü ïî çàãàëüíié òåîði¨ îáîëîíîê. Âàæëèâå ìiñöå â ðîçðîáöi çàãàëü-

íî¨ òåîði¨ îáîëîíîê çàéìàþòü ïðàöi Ñ.Ï. Òèìîøåíêà [140], Â.Ôëþãå [182],

M.Î. Êiëü÷åâñüêîãî [75], Â.Ç. Âëàñîâà [20], Â. Â. Íîâîæèëîâà [113], À.Ë.

Ãîëüäåíâåéçåðà [27], À.I. Ëóðü¹ [93], Õ.Ì. Ìóøòàði [104], Ñ.O. Àìáàðöóìÿ-

íà [2, 3], Ê. Ô. ×åðíèõ [152] òà ií.

Äîñÿãíåííÿ â ðîçðîáöi çàãàëüíèõ ïèòàíü òåîði¨ îáîëîíîê ñòàëè òåîðåòè-

÷íîþ îñíîâîþ äëÿ ïîáóäîâè ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷, ùî ìàþòü âàæëèâå

çíà÷åííÿ äëÿ ïðèêëàäíîãî çàñòîñóâàííÿ. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçðîáêà

ìåòîäiâ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó îáîëîíîê i ïîáóäîâà

ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèõ êëàñiâ çàäà÷, ÿêi âèíèêàþòü çàäÿêè ðîçâèòêó ñó÷àñíî¨

òåõíiêè i ñòâîðåííþ íîâèõ ìàòåðiàëiâ, ïîâ'ÿçàíà çi çíà÷íèìè ñêëàäíîñòÿ-

ìè [99]. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè çíà÷íèìè òðóäíîùàìè ïðè ïîñòàíîâöi êðàéî-

âèõ çàäà÷, âèñîêèì ïîðÿäêîì ðiâíÿíü i âåëèêèì ÷èñëîì ïàðàìåòðiâ, ùî

õàðàêòåðèçóþòü îáîëîíêó, ðiçíîìàíiòíiñòþ íàâàíòàæåíü òà ií.

Ïðèéíÿòòÿ êëàñè÷íî¨ ìîäåëi òåîði¨ ïëàñòèí òà îáîëîíîê, â îñíîâi ÿêî¨

ëåæàòü ãiïîòåçè Êiðõãîôà-Ëÿâà ç ïðîñòèì ìàòåìàòè÷íèì ôîðìóëþâàííÿ,

äàëî çìîãó îäåðæàòè àäåêâàòíi ðîçâ'ÿçêè áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷. Ïðî-

òå, â çíà÷íié êiëüêîñòi âèïàäêiâ, îñîáëèâî äëÿ îáîëîíîê ç êîìïîçèòíèõ

ìàòåðiàëiâ, ïðèïóùåííÿ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ìîæóòü ïðèâåñòè äî ðåçóëüòàòiâ,

ùî íåäîñòàòíüî òî÷íî âiäîáðàæàþòü ñóòü ìåõàíi÷íèõ ÿâèù, ùî âèâ÷àþ-

òüñÿ. Çîêðåìà, äëÿ îáîëîíîê, ùî ìàþòü çíà÷íó àíiçîòðîïiþ ìåõàíi÷íèõ i

ôiçè÷íèõ âëàñòèâîñòåé, îáîëîíîê, íà ÿêi äiþòü ëîêàëüíi íàâàíòàæåííÿ, íå-

òîíêèõ, ñóòò¹âî íåîäíîðiäíèõ îáîëîíîê òîùî, ïðèïóùåííÿ êëàñè÷íî¨ òåîði¨

âèìàãàþòü óòî÷íåííÿ, îñêiëüêè ôàêòîðè, ÿêèìè íåõòóþòü, ìîæóòü çíà÷íî

âïëèâàòè íà ¨õ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí. Îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê äëÿ

âêàçàíèõ îáîëîíîê â òðèâèìiðíié ïîñòàíîâöi íàäçâè÷àéíî ñêëàäíî, îñîáëè-

âî ïðè çìiííèõ ¨õ ãåîìåòðè÷íèõ i ìåõàíi÷íèõ ïàðàìåòðàõ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

òàêèõ çàäà÷ çàïðîïîíîâàíî ðiçíi âàðiàíòè óòî÷íåíèõ ìîäåëåé îáîëîíîê, ùî
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îòðèìàíi íà îñíîâi ìåíø æîðñòêèõ ïðèïóùåíü, íiæ ïðèïóùåííÿ ïðî çáå-

ðåæåííÿ íîðìàëüíîãî åëåìåíòà.

Ðiçíi ñïîñîáè âðàõóâàííÿ òèõ ÷è iíøèõ ôàêòîðiâ ïðèâåëè äî ïîÿâè âå-

ëèêî¨ êiëüêîñòi ïiäõîäiâ äî ïîáóäîâè óòî÷íåíèõ ìîäåëåé. �õ çàãàëüíîþ ðè-

ñîþ ¹ âðàõóâàííÿ äåôîðìàöié ïîïåðå÷íîãî çñóâó ó âñiõ ÷è îêðåìèõ øàðàõ

áàãàòîøàðîâèõ ñòðóêòóð. Áiëüøiñòü ðàííiõ äîñëiäæåíü ç ðîçâèòêó óòî÷íå-

íèõ òåîðié ïðèñâÿ÷åíî îäíîøàðîâèì ïëàñòèíàì. Íà íåîáõiäíiñòü âðàõóâà-

ííÿ äåôîðìàöié ïîïåðå÷íîãî çñóâó âêàçóâàâ Ñ. Ï. Òèìîøåíêî íà ïðèêëàäi

çàäà÷i ïðî ïîïåðå÷íi êîëèâàííÿ áàëêè [139]. Ìîäåëü ïðÿìîëiíiéíîãî åëå-

ìåíòà ¹ îäíi¹þ ç íàéïîøèðåíiøèõ ïðè äîñëiäæåííi ïëàñòèí i îáîëîíîê â

óòî÷íåíié ïîñòàíîâöi. Çãiäíî ç íåþ ïî÷àòêîâèé íîðìàëüíèé ïðÿìîëiíiéíèé

åëåìåíò ïiñëÿ äåôîðìàöi¨ çàëèøà¹òüñÿ ïðÿìîëiíiéíèì, àëå âæå íå ïåðïåí-

äèêóëÿðíèì äî âèêðèâëåíî¨ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi.

Ðîçâèòîê òåîði¨ àíiçîòðîïíèõ îäíîðiäíèõ îáîëîíîê ïðîõîäèâ ÿê óçàãàëü-

íåííÿ ðåçóëüòàòiâ äëÿ àíiçîòðîïíèõ òà içîòðîïíèõ ïëàñòèí, ùî âèêëàäåíi

ó ïðàöÿõ Ðåéñíåðà [269], Íàãäi [253], Áîëëå [169], Ãîëüäåíâåéçåðà [27], Àì-

áàðöóìÿíà [4] òà ií. Îñíîâîïîëîæíi ðåçóëüòàòè â öié îáëàñòi îäåðæàíi Ñ.Î.

Àìáàðöóìÿíîì [3].

I.Þ. Õîìà óçàãàëüíèâ ìåòîä Âåêóà äëÿ àíiçîòðîïíèõ îáîëîíîê i ïëàñòèí

[148]. Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ íåòîíêèõ îáîëîíîê òà ïëàñòèíè i ñïîñîáè ¨õ

iíòåãðóâàííÿ äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ [146,147].

Îðòîòðîïíi i øàðóâàòi ïîëîãi îáîëîíêè íà îñíîâi çñóâîâî¨ òåîði¨

äðóãîãî ïîðÿäêó äîñëiäæóâàëèñü â ñòàòòÿõ [121, 122]. Çñóâíi åôåêòè â

òðàíñâåðñàëüíî-içîòðîïíèõ ïëàñòèíàõ ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [120].

Òåîðiÿ îäíîøàðîâèõ îáîëîíîê, ùî ìà¹ â îñíîâi ãiïîòåçó ïðÿìîëiíiéíîãî

åëåìåíòà, ðîçâèâàëàñü â ðîáîòàõ [88,116]. Çàãàëüíèì äîñÿãíåííÿì ¹ òå, ùî

âäàëîñÿ ñôîðìóëþâàòè óòî÷íåíó òåîðiþ òðàíñâåðñàëüíî-içîòðîïíèõ îáîëî-

íîê ñòàëî¨ òîâùèíè, ùî ¹ çàâåðøåíîþ, ÿê i êëàñè÷íà òåîðiÿ. Ïðèêëàäíà
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òåîðiÿ îáîëîíîê ç óðàõóâàííÿì ïîïåðå÷íèõ çñóâiâ, ùî ìîæå áóòè çàñòîñî-

âàíà ïðè òåõíi÷íèõ ðîçðàõóíêàõ êîíñòðóêöié, âèêëàäåíà â ðîáîòàõ [16,68].

Äîñëiäæåííÿ îáîëîíîê ç âèêîðèñòàííÿì óòî÷íåíèõ òåîðié ïðîâîäÿòüñÿ â

êíèãàõ [101,138].

Ó êíèçi [99] ðîçãëÿíóòî äåÿêi çàäà÷i íà îñíîâi òåîði¨ òèïó Òèìîøåíêî.

Ìîíîãðàôiÿ [47] öiëêîì ïðèñâÿ÷åíà óòî÷íåíèì òåîðiÿì îáîëîíîê.

Â ðîáîòi [62] ïðåäñòàâëåíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ñôåðè÷íî¨ îáîëîíêè ç êðóãîâèì îòâîðîì, íàâàíòàæå-

íî¨ âíóòðiøíiì òèñêîì, ïîðiâíÿíî ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ â ëiíiéíié

i íåëiíiéíié ïîñòàíîâêàõ ÿê ç óðàõóâàííÿì òàê i áåç óðàõóâàííÿ çñóâíèõ

äåôîðìàöié îáîëîíîê.

Òåîðiÿ îáîëîíîê, ùî áàçó¹òüñÿ íà ãiïîòåçi ïðÿìî¨ ëiíi¨, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

â [96] äëÿ ïîøóêó îïòèìàëüíîãî ðîçïîäiëó ìàòåðiàëó â íåòîíêié îáîëîíöi

îáåðòàííÿ çìiííî¨ òîâùèíè.

Â ðîáîòi [31] àâòîðè ïðîïîíóþòü âñòàíîâèòè êîåôiöi¹íò çñóâó â òåîði¨

îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêî ðiâíèì îäèíèöi, ùî, íà ¨õ äóìêó, äîçâîëÿ¹ ïî-

áóäóâàòè òåîðiþ, ùî íå ìiñòèòü ïðîòèði÷.

Ñòàòòÿ [46] ïðèñâÿ÷åíà ïiäõîäàì äî ïîáóäîâè ìîäåëåé, ùî îïèñóþòü äå-

ôîðìóâàííÿ îäíîøàðîâèõ òà áàãàòîøàðîâèõ îáîëîíîê ç øàðàìè çìiííî¨

òîâùèíè ç àíiçîòðîïíèõ ìàòåðiàëiâ. Êðiì òîãî, íàâîäèòüñÿ ïðèêëàä ðîçðà-

õóíêó öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ç óðàõóâàííÿì ïîïåðå÷íîãî îáòèñêó.

Çóïèíèìîñÿ íà êîðîòêié õàðàêòåðèñòèöi ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ â

òåîði¨ îáîëîíîê â ÷àñè, êîëè íå âèêîðèñòîâóâàëèñü ÅÎÌ.

Â îáëàñòi ëiíiéíèõ çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê ñåðåä îñíîâíèõ ìîæíà âèäi-

ëèòè ìîíîãðàôi¨ Â.Â. Íîâîæèëîâà [113], Â.Ç. Âëàñîâà [20], À.I. Ëóðü¹ [93],

Î.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðà [28]. Îäèí ç îñíîâíèõ ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

òåîði¨ îáîëîíîê, âèêëàäåíèõ ó âêàçàíèõ ìîíîãðàôiÿõ, áàçó¹òüñÿ íà ìåòîäi

êîìïëåêñíîãî ïåðåòâîðåííÿ ðiâíÿíü òåîði¨ îáîëîíîê, ùî äîçâîëÿ¹ ïîíèçèòè
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ïîðÿäîê öèõ ðiâíÿíü i îòðèìàòè ðîçâ'ÿçóâàëüíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ó

ôîðìi, ùî äîïóñêà¹ çíàõîäæåííÿ éîãî ðîçâ'ÿçêó â åëåìåíòàðíèõ ôóíêöiÿõ.

Ïðè ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çàäà÷ òåîði¨ îáîëî-

íîê çà ðàõóíîê ¨õ ñïåöèôiêè øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ ðiçíi âàðiàíòè ìåòî-

äó àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ. Òàêîæ áóëè îäåðæàíi äåÿêi íàáëèæåíi

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi çà ðàõóíîê íåõòó-

âàííÿ ìàëèìè ÷ëåíàìè â îñíîâíèõ ðiâíÿííÿõ. Ïðîòå, çà äîïîìîãîþ àíà-

ëiòè÷íèõ ìåòîäiâ âäàëîñÿ ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê ëèøå äëÿ ïðîñòèõ çàäà÷:

ïëàñòèí i îáîëîíîê íåñêëàäíî¨ ôîðìè ïðè âèçíà÷åíèõ âèäàõ íàâàíòàæåííÿ.

Ñòâîðåííÿ ÅÎÌ i øèðîêå âïðîâàäæåííÿ ¨õ äëÿ îá÷èñëåíü äîçâîëèëî çà-

ñòîñóâàòè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê ìåòîäè ÷èñåëüíîãî àíà-

ëiçó i iñòîòíî ðîçøèðèòè êëàñ çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê, ÿêi ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ iç çàñòîñóâàííÿì ÅÎÌ ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè

âåñü ëàíöþæîê, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ëàíîê: ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, ìåòîä,

àëãîðèòì, ïðîãðàìà, ðîçðàõóíîê, àíàëiç ðåçóëüòàòiâ, i âðàõîâóâàòè çâ'ÿçêè

ìiæ âñiìà ëàíêàìè. Âñi öi âèìîãè ïîâèííi âèêîíóâàòèñü ó ïîâíîìó îáñÿçi i

ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê [38,130].

Ðîçðàõóíîê íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó îáîëîíîê çi çìiííèìè ãåî-

ìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè ïðèâîäèòü äî ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíèõ êðàéîâèõ

çàäà÷ çàãàëüíîãî âèãëÿäó ïðè ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ, ùî ïîâ'ÿçàíî çi

çíà÷íèìè ìàòåìàòè÷íèìè i îá÷èñëþâàëüíèìè òðóäíîùàìè [9,20,37,39,59].

Êðóã çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê, ùî ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíèìè àíàëiòè÷íè-

ìè ìåòîäàìè çíà÷íî îáìåæåíèé ÷åðåç ñêëàäíiñòü ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ¨õ

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ïðè îòðèìàííi îñòàòî-

÷íîãî ÷èñëîâîãî ðåçóëüòàòó, íàâiòü êîëè âiäîìèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê, âèíè-

êàëè çíà÷íi òðóäíîùi, ïîâ'ÿçàíi ç ñóìóâàííÿì ðÿäiâ, ùî ïîâiëüíî çáiãàþ-

òüñÿ [99]. Òðóäíîùi, ùî âèíèêàþòü ïðè çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ òåîði¨

îáîëîíîê i äîâåäåííi ¨õ äî êîíêðåòíèõ ðåçóëüòàòiâ â ïðàêòè÷íî âàæëè-
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âèõ âèïàäêàõ, âèêëèêàëè íåîáõiäíiñòü ðîçðîáêè ðiçíîìàíiòíèõ ñïðîùåíèõ

ïðèéîìiâ. Áiëüøiñòü äîñëiäæåíü â äàíîìó íàïðÿìêó îõîïëþþòü îáîëîíêè

îáåðòàííÿ ñòàëî¨ i çìiííî¨ òîâùèíè ñòiíêè. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü ïî íà-

áëèæåíèõ ìåòîäàõ ðîçðàõóíêó íàïðóæåíîãî ñòàíó îáîëîíîê öüîãî êëàñó

âiäîáðàæåíi ó ìîíîãðàôiÿõ [19,25,82,93,151,162,182].

Êðóãîâi öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè çìiííî¨ òîâùèíè ðîçãëÿäàëèñü â ñòàò-

òÿõ [12, 91, 176, 278, 288]. Íàáëèæåíå iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü îñåñèìåòðè÷íî¨

äåôîðìàöi¨ îáîëîíîê îáåðòàííÿ çi çìiííîþ òîâùèíîþ ïðîâîäèëîñü â ðîáî-

òàõ [178,284].

Â ðîáîòi [78] íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïîëîãèõ îáîëîíîê îáåðòàí-

íÿ ðiçíî¨ ôîðìè i çìiííî¨ òîâùèíè ðåêîìåíäó¹òüñÿ ïðîâîäèòè, àïðîêñèìó-

âàâøè ¨õ íàáîðîì êîíi÷íèõ îáîëîíîê ëiíiéíî-çìiííî¨ òîâùèíè.

Ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷ äëÿ êîíi÷íèõ îáîëîíîê çìiííî¨ òîâùèíè ïðèñâÿ÷å-

íi ìîíîãðàôi¨ [79�81]. Â öèõ ðîáîòàõ îäåðæàíi àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi

âäàëîñÿ äîâåñòè äî ÷èñëîâîãî ðåçóëüòàòó çà äîïîìîãîþ ÅÎÌ.

Ðîçðàõóíîê íàïðóæåíîãî ñòàíó îáîëîíîê çìiííî¨ òîâùèíè ïðèâåäåíèé â

ðîáîòàõ [5,150]. Äëÿ îáîëîíîê i ïëàñòèí çi ñëàáêîþ çìiííiñòþ òîâùèíè ïðî-

ïîíó¹òüñÿ ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðà

i çâåäåííi âèõiäíî¨ çàäà÷i äî ïîñëiäîâíîñòi çàäà÷ äëÿ îáîëîíîê i ïëàñòèí

ñòàëî¨ òîâùèíè [150].

Ïîðÿä iç çàìêíóòèìè îáîëîíêàìè îáåðòàííÿ çìiííî¨ æîðñòêîñòi â ðiçíèõ

ãàëóçÿõ òåõíiêè âèêîðèñòîâóþòüñÿ åëåìåíòè êîíñòðóêöié ó âèãëÿäi íåçà-

ìêíóòèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ. Äëÿ íåçàìêíóòèõ îáîëîíîê çìiííî¨ òîâùèíè

àíàëiòè÷íi íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ïîáóäîâàíi ëèøå äëÿ îêðåìèõ ÷àñòèííèõ

âèïàäêiâ.

Â ñòàòòi [136] âèõiäíà çàäà÷à ïðî çãèí ïðÿìîêóòíèõ â ïëàíi ïîëîãèõ

îáîëîíîê çìiííî¨ æîðñòêîñòi â äâîõ íàïðÿìêàõ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìå-

òðà çâîäèòüñÿ äî ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi
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ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Â ðîáîòi [243] àâòîð âèõîäèòü ç ðiâíÿíü òåõíi÷íî¨

òåîði¨ îáîëîíîê. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïiñëÿ ðÿäó ñïðîùåíü â ðiâíÿííÿõ ñòà-

òèêè ïîëîãî¨ âiëüíî îïåðòî¨ îáîëîíêè ëiíiéíî-çìiííî¨ òîâùèíè áóäó¹òüñÿ

â ïîòðiéíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäàõ. Ïîëîãi îáîëîíêè çìiííî¨ òîâùèíè

ðîçãëÿäàëèñÿ â ñòàòòi [234].

Â ðîáîòi [279] çàïðîïîíîâàíî i ðåàëiçîâàíî àíàëiòè÷íèé ïiäõiä äî òî÷íî-

ãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíèé ñòàí ïàðàáîëi÷íèõ îáîëîíîê îáåðòà-

ííÿ ëiíiéíî-çìiííî¨ òîâùèíè.

Ñòàòòÿ [77] ïðèñâÿ÷åíà ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷i ïðî ëîêàëüíå íàâàíòàæåííÿ

ñôåðè÷íî¨ îáîëîíêè.

Â ðîáîòi [158] ðîçãëÿíóòà çàìêíóòà öèëiíäðè÷íà îáîëîíêà ïiä äi¹þ ëî-

êàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ, ðîçïîäiëåíîãî ïî ïîâåðõíi îáîëîíêè, à â [159] òàêà

æ îáîëîíêà çi ñòóïií÷àñòî çìiííî¨ òîâùèíè.

Â ñòàòòi [161] ðîçãëÿäà¹òüñÿ áåçìîìåíòíà öèëiíäðè÷íà îáîëîíêà çìiííî¨

òîâùèíè ç äîâiëüíèì êîíòóðîì ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó.

Ïèòàííÿ ùîäî çãèíó öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ

äîñëiäæóâàëèñü ó ñòàòòÿõ [145,177,247,258].

Ó âèïàäêó òåîði¨ îáîëîíîê â óòî÷íåíié ïîñòàíîâöi àíàëiòè÷íi ìåòîäè

äàþòü çìîãó ðîçâ'ÿçàòè ëèøå íàéïðîñòiøi çàäà÷i, àáî çíàéòè íàáëèæåíi

ðîçâ'ÿçêè äëÿ êðóãëèõ i ïðÿìîêóòíèõ ïëàñòèí. ÍÄÑ öèëiíäðè÷íèõ îáî-

ëîíîê íà îñíîâi ãiïîòåçè ïðÿìîëiíiéíîãî åëåìåíòà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ðîáî-

òàõ [47,62].

Çîêðåìà, â ðîáîòi [62] äëÿ êðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ñòàëî¨ òîâ-

ùèíè ïðè íåñèìåòðè÷íîìó íàâàíòàæåíi âèâåäåíî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü äåñÿòîãî ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ïðîïîíó¹òüñÿ øóêàòè ó âèãëÿäi

ïîäâiéíèõ àáî îäèíàðíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ ó çàëåæíîñòi âiä òèïó

ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Ðîçâ'ÿçàííþ îêðåìèõ ïðîñòèõ çàäà÷ äëÿ îäíîøàðîâèõ ïëàñòèí i îáî-
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ëîíîê ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [53, 127, 242] òà ií. Â ðîáîòàõ [2�4] â àíàëiòè÷íié

ôîðìi äàíî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ äëÿ îñåñèìåòðè÷íî íàâàíòàæåíèõ îðòîòðîïíèõ

îäíîøàðîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê i êðóãëèõ ïëàñòèí.

Ìîíîãðàôi¨ [63,64,117] ïðèñâÿ÷åíi âèçíà÷åííþ íàïðóæåíü â îáîëîíêàõ,

ùî ñëàáî îïèðàþòüñÿ ïîïåðå÷íîìó çñóâó.

Äåÿêi ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ äëÿ îäíîøàðîâèõ îáîëîíîê ñòàëî¨

òîâùèíè íà îñíîâi ðiâíÿíü òåîði¨ Âåêóà íàâåäåíi â ðîáîòàõ [72,89,229].

Â ñòàòòi [132] â îñíîâó ðîçðàõóíêó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïî-

ëîãî¨ ñôåðè÷íî¨ îáîëîíêè ïîêëàäåíà òåîðiÿ Ðåéñíåðà, ùî âðàõîâó¹ âïëèâ

çñóâó íà çãèí. Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i âåäåòüñÿ çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíèõ çìií-

íèõ.

Â [160] íàâåäåíî îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ òåîði¨ òîíêèõ ïðóæíèõ îáî-

ëîíîê, íåîáõiäíi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ñòàòèêè îðòîòðîïíèõ

îáîëîíîê çi ñêií÷åííîþ çñóâíîþ æîðñòêiñòþ. Ìåòîäîì äâîâèìiðíîãî ïåðå-

òâîðåííÿ Ôóð'¹ ïîáóäîâàíi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè íàâåäåíèõ ñïiââiäíî-

øåíü.

ßê âèïëèâà¹ ç âèêëàäåíîãî âèùå îãëÿäó, àíàëiòè÷íi ïiäõîäè äî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê äîçâîëÿþòü îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê îáìå-

æåíîãî êîëà çàäà÷. ×èñåëüíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìàþòü áiëüøi ìîæëèâîñòi ïðè çíàõîäæåííi

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê, îñêiëüêè çàâäÿêè ñâî¨é óíiâåðñàëüíîñòi

äîçâîëÿþòü ðîçãëÿäàòè ðiçíi êëàñè îáîëîíîê ç óðàõóâàííÿì çìiííîñòi ¨õ

ãåîìåòðè÷íèõ, ìåõàíi÷íèõ i òåïëîôiçè÷íèõ ïàðàìåòðiâ.

Øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü îòðèìàòè

ðîçâ'ÿçîê áàãàòüîõ ñêëàäíèõ çàäà÷ òåîði¨ îáîëîíîê ç äîñòàòíüîþ òî÷íiñòþ,

ñòàëî ìîæëèâèì ëèøå ç çàñòîñóâàííÿì ÅÎÌ. Âïðîâàäæåííÿ ÅÎÌ i ÷è-

ñåëüíèõ ìåòîäiâ â ïðàêòèêó ðîçðàõóíêó îáîëîíîê ðiçíèõ êëàñiâ äîçâîëÿ¹

çíà÷íî ðîçøèðèòè îáëàñòü çàäà÷, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ.
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Â ðîáîòàõ [10,11] ìåòîäîì ñêií÷åííèõ ðiçíèöü (ÌÑÐ) ðîçâ'ÿçóâàëèñü çà-

äà÷i äëÿ îáîëîíîê îáåðòàííÿ ç òîâùèíîþ çìiííîþ ïî òâiðíié. Ïîëîãi îáî-

ëîíêè äâîÿêî¨ êðèâèíè çà äîïîìîãîþ ÌÑÐ äîñëiäæóâàëèñü â [106].

Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ içîòðîïíèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ çìiííî¨ æîðñòêîñòi

ïðè ñèìåòðè÷íèõ íàâàíòàæåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ÌÑÐ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ â

[30].

Îãëÿä ðîáiò ïðèñâÿ÷åíèõ ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷ ïðî äåôîðìóâàííÿ îáîëî-

íîê ç âèêîðèñòàííÿì âàðiàöiéíèõ ñêií÷åííî-ðiçíèöåâèõ ìåòîäiâ çðîáëåíî

â [244].

Íàéáiëüø ïîøèðåíèì äëÿ äîñëiäæåííÿ ÍÄÑ òà êîëèâàíü ïðóæíèõ òië ¹

ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ÌÑÅ). Îñíîâè ÌÑÅ âèêëàäåíî â ìîíîãðàôiÿõ

[66,70,84,135].

Â ðîáîòàõ [125, 126, 156] íà îñíîâi ÌÑÅ ðîçðîáëåíi îá÷èñëþâàëüíi êîì-

ïëåêñè äëÿ ðîçðàõóíêó îáîëîíîê îáåðòàííÿ.

Öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè ÌÑÅ äîñëiäæóþòüñÿ â ñòàòòÿõ [73,142].

Â ñòàòòi [187] ÌÑÅ çàñòîñîâàíî äëÿ ðîçðàõóíêó íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó êîìïîçèòíèõ øàðóâàòèõ àíiçîòðîïíèõ ïëàñòèí i îáî-

ëîíîê, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âàðiàíò óòî÷íåíî¨ òåîði¨ çãèíó, ùî âðàõîâó¹ ïîïå-

ðå÷íi çñóâíi äåôîðìàöi¨.

Â ðîáîòi [238] ç óðàõóâàííÿì ïîïåðå÷íèõ çñóâíèõ i íîðìàëüíèõ äå-

ôîðìàöié ðîçâèíóòi åôåêòèâíi çìiøàíi ìîäåëi äëÿ ðîçðàõóíêó øàðóâàòèõ

àíiçîòðîïíèõ îáîëîíîê Òèìîøåíêî-Ìiíäëiíà, âiäìi÷à¹òüñÿ åôåêòèâíiñòü

êðèâîëiíiéíèõ îáîëîíêîâèõ åëåìåíòiâ i ïiäâèùåíà òî÷íiñòü â ïîðiâíÿííi

ç ñêií÷åííî-åëåìåíòíèìè ðåçóëüòàòàìè.

Çìiøàíi âàðiàöiéíi ôîðìóëþâàííÿ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàñòî-

ñîâóþòüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi òà çàäà÷

ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ïðóæíèõ òië â [153,154].

Â [131] çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ïîáóäîâè ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ äëÿ ðîç-
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ðàõóíêó íàïðóæåíîãî ñòàíó òîíêèõ, ïîëîãèõ îáîëîíîê ñêëàäíî¨ ãåîìåòði¨

äëÿ òåîði¨ òèïó Òèìîøåíêà.

Â ðîáîòi [6] âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè ïî ðîçâèòêó ìåòîäó ãðàíè÷íèõ åëå-

ìåíòiâ â ëiíiéíèõ i íåëiíiéíèõ çàäà÷àõ òåîði¨ ïëàñòèí òà îáîëîíîê.

Öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè çìiííî¨ òîâùèíè ìåòîäîì ñiòîê âèâ÷àëèñü ó ñòà-

òòÿõ [29,95].

Â ðîáîòàõ [8, 71] çàäà÷i ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí îáîëîíîê

îáåðòàííÿ ïiä äi¹þ îñåñèìåòðè÷íèõ i àíòèñèìåòðè÷íèõ íàâàíòàæåíü îïè-

ñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäèôiêîâàíèõ êðàéîâèõ i íîðìàëüíèõ iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà i Âîëüòåðà, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ iòåðàöié-

íèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ.

Â ñòàòòi [62] âèêëàäåíî ìåòîäèêó i àëãîðèòì ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ

íåëiíiéíèõ i ëiíiéíèõ çàäà÷ äëÿ îáîëîíîê, â ÿêèõ ïðèéíÿòi ãiïîòåçè Òè-

ìîøåíêà àáî Êiðõãîôà-Ëÿâà, íà îñíîâi ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü,

âàðiàöiéíî-ðiçíèöåâîãî ìåòîäó i çàëó÷åííÿ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíè-

êiâ Ëàãðàíæà.

Îáîëîíêè îáåðòàííÿ çìiííî¨ òîâùèíè ó âèïàäêó, êîëè êîîðäèíàòíà ïî-

âåðõíÿ íå ñïiâïàäà¹ ç ñåðåäèííîþ, ìåòîäîì îðòîãîíàëüíî¨ ïðîãîíêè ðîç-

ãëÿíóòi ó ñòàòòi [24]. Â ðîáîòi [118] äëÿ ðîçðàõóíêó îáîëîíîê çìiííî¨ æîðñ-

òêîñòi çàñòîñîâóâàâñÿ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèé ìåòîä.

Ðiçíèì àñïåêòàì ïðîáëåìè ïîáóäîâè i ðåàëiçàöi¨ íà ÅÎÌ àëãîðèòìiâ ÷è-

ñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ òåîði¨ ïëàñòèí i îáîëîíîê ïðèñâÿ÷åíi

ðîáîòè [59,100,114,124,134,155].

Â [43,44,47, 99,102,103,155,207,208,210,222] áóëè ðîçâèíóòi ìåòîäè, ùî

äîçâîëÿþòü çâåñòè äâîâèìiðíi çàäà÷i òåîði¨ îáîëîíîê â êëàñè÷íié i óòî-

÷íåíié ïîñòàíîâêàõ äî îäíîâèìiðíèõ, à îäíîâèìiðíi ðîçâ'ÿçóâàòè ñòiéêèì

÷èñåëüíèì ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ Ãîäóíîâà [26]. Â îãëÿäi [45]

îïèñàíî êëàñè çàäà÷ äëÿ îáîëîíîê ó êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi, ùî ðîçâ'ÿçàíi çà
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äîïîìîãîþ òàêîãî ïiäõîäó, à òàêîæ âiäìi÷åíî íåäîñëiäæåíi îáëàñòi, äå âií

ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé. Äåÿêi äîñëiäæåííÿ îáîëîíîê çà äîïîìîãîþ ðiçíèõ

âàðiàíòiâ òàêîãî ïiäõîäó âèêëàäåíi â ñòàòòÿõ [14,15,51,57].

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè, ìàòåìàòè÷íî¨ ôi-

çèêè i ìåõàíiêè ÷àñòî çàñòîñîâóâóþòüñÿ ñïëàéí-ôóíêöi¨. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ

ïåðåâàãàìè àïàðàòó ñïëàéí-íàáëèæåíü â ïîðiâíÿííi ç iíøèìè [55].

Øèðîêîþ îáëàñòþ âèêîðèñòàííÿ ñïëàéí-àïðîêñèìàöié ¹ çàäà÷i òåîði¨

äåôîðìóâàííÿ ïðóæíèõ òië. Òóò ñïëàéí-ôóíêöi¨ ìîæóòü áóòè åôåêòèâíî

çàñòîñîâàíi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîâèìiðíèõ i äâîâèìiðíèõ çàäà÷ òåîði¨ îáî-

ëîíîê i ïëàñòèí, äâîâèìiðíèõ i òðèâèìiðíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíîâèìiðíèõ çàäà÷, ùî îïèñóþòü çãèí, ñòiéêiñòü

i êîëèâàííÿ ïëàñòèí i îáîëîíîê, â äåÿêèõ ðîáîòàõ [41, 42, 274] ðîçâ'ÿçîê

àïðîêñèìó¹òüñÿ ñïëàéíàìè òðåòüîãî i ï'ÿòîãî ñòåïåíÿ i çàäà÷à çâîäèòüñÿ

äî ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

Â ðÿäi äâîâèìiðíèõ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí i êîëèâà-

ííÿ ïëàñòèí i îáîëîíîê ïðè âèçíà÷åíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ çàäà÷à çâîäè-

òüñÿ äî îäíîâèìiðíî¨ çà äîïîìîãîþ òîãî ÷è iíøîãî âàðiàöiéíîãî àáî ïðîå-

êöiéíîãî ìåòîäó, à ðîçâ'ÿçîê îñòàííüî¨ çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïëàéí-

ôóíêöié [292].

Êðiì âêàçàíèõ ïiäõîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷

òåîði¨ ïëàñòèí i îáîëîíîê òàêîæ çàñòîñîâóþòüñÿ ïiäõîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà

àïðîêñèìàöi¨ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi âiäðiçêó ðÿäó ïî äâîâèìiðíèõ

ñïëàéíàõ [285] àáî äîáóòêàõ îäíîâèìiðíèõ ñïëàéíiâ [240] i ðîçâ'ÿçàííi ñè-

ñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

Â ðîáîòi [251] äàíî îãëÿä âèêîðèñòàííÿ ñïëàéí-ôóíêöié â ðiçíèõ íàïiâ-

àíàëiòè÷íèõ, äèñêðåòíèõ, âàðiàöiéíèõ i çìiøàíèõ ìåòîäàõ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷ ñòàòèêè, êîëèâàíü i ñòiéêîñòi ïëàñòèí i îáîëîíîê.

Â [133] îáãîâîðþþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü ïî ïðîáëåìi ñïëàéí-
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ôóíêöié äëÿ îá÷èñëåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ïîâåðõíi â çàäà÷àõ òåî-

ði¨ îáîëîíîê íåêàíîíi÷íî¨ ôîðìè. Çàïðîïîíîâàíi åôåêòèâíi ïðèéîìè ïîíè-

æåííÿ îñöèëÿöié iíòåðïîëþþ÷îãî i çãëàäæóþ÷îãî ñïëàéíó.

Ðîáîòà [97] ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáöi ìåòîäó àïðîêñèìàöi¨ ñåðåäèííèõ ïî-

âåðõîíü îáîëîíîê äîâiëüíî¨ ôîðìè iç çàñòîñóâàííÿì âåêòîð-ñïëàéíiâ, äëÿ

ïîáóäîâè ÿêèõ çàñòîñîâàíà iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü.

Ñïëàéíè çàñòîñîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè ñïëàéíîâèõ âàðiàíòiâ ÌÑÅ â [87].

Â ðîáîòàõ [273,290] âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè çìiøàíèõ ìåòîäiâ

ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

Ïðè âèêîðèñòàííi ìåòîäó ñêií÷åííèõ ñìóã òàêîæ çàñòîñîâóþòüñÿ ñïëàé-

íè. Òàê, â ñòàòòi [173] äëÿ ðîçðàõóíêó êîðîá÷àòèõ áàëîê ìîñòiâ çàñòîñî-

âó¹òüñÿ ìåòîä ñìóã, â ÿêîìó ôóíêöi¨ ïåðåìiùåíü ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

äîáóòêó Â-ñïëàéíiâ òðåòüîãî i ï'ÿòîãî ñòåïåíÿ â ïîâçäîâæíüîìó íàïðÿìêó.

Â ðîáîòi [183] çàäà÷à ïðî äèíàìi÷íèé çãèí içîòðîïíèõ ïëàñòèí äîâiëü-

íî¨ ôîðìè ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì ñìóã i âçäîâæ ñìóãè ðîçâ'ÿçîê àïðîêñè-

ìó¹òüñÿ Â-ñïëàéíàìè òðåòüîãî ñòåïåíÿ, à â iíøîìó íàïðÿìêó áàëî÷íèìè

ôóíêöiÿìè.

Â ñòàòòi [252] ïðîâåäåíî êîðîòêèé îãëÿä ðîçðàõóíêîâèõ ìîäåëåé çà ìå-

òîäîì ñêií÷åííèõ ñìóã â ìåõàíiöi áóäiâåëüíèõ êîíñòðóêöié. Îñîáëèâà óâà-

ãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ çàñòîñóâàííþ ñïëàéí-ôóíêöié â ìåòîäi ñêií÷åííèõ ñìóã

äëÿ ðîçðàõóíêó ïëàñòèí i îáîëîíîê. Îáãîâîðþ¹òüñÿ äèíàìi÷íà ðîçðàõóí-

êîâà ìîäåëü äëÿ àíàëiçó êîëèâàíü êîñèõ ïëàñòèí ç âèêîðèñòàííÿì ñïëàéí-

ôóíêöié.

Â [250] ñïëàéí-ôóíêöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ âëàñíèõ ÷à-

ñòîò âiäêðèòèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê. Îáîëîíêà iäåàëiçó¹òüñÿ äèñêðåòíè-

ìè ñêií÷åííèìè ñìóãàìè âçäîâæ òâiðíî¨. Ðîçâ'ÿçîê âçäîâæ òâiðíî¨ àïðî-

êñèìó¹òüñÿ áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâè íà

êðèâîëiíiéíèõ êîíòóðàõ, à â êîëîâîìó íàïðÿìêó � Â-ñïëàéíàìè.
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Â ðîáîòi [239] çàñòîñîâàíi íååêâiäèñòàíòíi áiêóái÷íi Â-ñïëàéíîâi ôóí-

êöi¨ äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ êîìïîíåíòiâ ïåðåìiùåíü â êîìáiíîâàíèõ ñêëàäåíèõ

îáîëîíêàõ îáåðòàííÿ.

Â [115] âèâ÷àþòüñÿ äèñêðåòíi ïåðiîäè÷íi ñïëàéíè íà ðiâíîìiðíié ñiòöi

i ¨õ Â-ñïëàéíîâå ïðåäñòàâëåííÿ. Ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨. Çàïðî-

ïîíîâàíèé ïiäõiä, â îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹,

äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü i ïðèâîäèòü äî ÿâíèõ âè-

ðàçiâ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ñïëàéíiâ. Ìåòîä çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷i ïðî íåñêií÷åííó öèëiíäðè÷íó îáîëîíêó.

Â ðîáîòi [180] ðîçãëÿíóòà çàäà÷à àíàëiçó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòà-

íó i ðîçðàõóíêó íà ìiöíiñòü ïðè ïîïåðå÷íîìó çãèíi ïîëîãèõ îáîëîíîê iç

âiëüíî îïåðòèìè êðàÿìè ïî Â-ñïëàéíîâîìó ìåòîäó çâàæåíèõ çàëèøêiâ.

Ïîðÿä ç âiäìi÷åíèìè ïiäõîäàìè äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ òåîði¨ ïëàñòèí i

îáîëîíîê øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ ïiäõîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà âèêîðèñòàííi

ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨. ×àñòî ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ

çâåäåííÿ äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i äî îäíîâèìiðíî¨, ÿêà ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ àíàëiòè÷íî

àáî ÷èñåëüíî [40,54,56].

Â ðîáîòi [55] ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

äâîâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi i çàäà÷ ãåîìåòðè÷íî íåëi-

íiéíî¨ òåîði¨ ïëàñòèí i îáîëîíîê. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi äâîâèìiðíèõ çàäà÷ â

êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ïåðåìiùåíü âèêîðèñòîâóþòüñÿ Â-

ñïëàéíè òðåòüîãî ñòåïåíÿ, à ïðîãèíiâ � Â-ñïëàéíè ï'ÿòîãî ñòåïåíÿ. Îòðè-

ìàíà îäíîâèìiðíà êðàéîâà çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòî-

ãîíàëiçàöi¨. Äëÿ äîñëiäæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó øàðóâàòèõ

íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê â óòî÷íåíié ïîñòàíîâöi âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ òåîði¨ îáîëîíîê, ùî áàçóþòüñÿ íà ãiïîòåçi ïðÿìî¨ ëiíi¨

äëÿ âñüîãî ïàêåòó øàðiâ. Öå äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòàòè äëÿ àïðîêñèìàöi¨ òiëüêè

Â-ñïëàéíè òðåòüîãî ñòåïåíÿ.



37

Îãëÿä ðîáiò ç âèêîðèñòàííÿì òàêîãî ïiäõîäó ïðîâåäåíî â [191].

Â ðîáîòi [149] äà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî íàïðóæåíèé ñòàí òåðìî÷ó-

òëèâèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨, äå çà

áàçèñíi âèáèðàþòüñÿ Â-ñïëàéíè òðåòüîãî ñòåïåíÿ.

Â ðîáîòi [254] äîñëiäæó¹òüñÿ ñòiéêiñòü òîíêèõ ïðÿìîêóòíèõ ïëàñòèí

çìiííî¨ òîâùèíè, íà ÿêi äiþòü ñòèñêóþ÷i ñèëè íà äâîõ ïðîòèëåæíèõ êîíòó-

ðàõ, êîëè iíøi êðà¨ âiëüíî îïåðòi. Çà ðàõóíîê âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ äâî-

âèìiðíà çàäà÷à ïî îäíié ç êîîðäèíàò çâîäèòüñÿ äî íåëiíiéíî¨ îäíîâèìiðíî¨,

äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêî¨ çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨. Ïðîãèí àïðî-

êñèìó¹òüñÿ ñïëàéíàìè ï'ÿòîãî ñòåïåíÿ.

Â ðîáîòi [108] ïðîïîíó¹òüñÿ ìåòîäèêà âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íåêðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ç â'ÿçêî-ïðóæíîãî

ìàòåðiàëó, â îñíîâi ÿêî¨ ëåæèòü ïîíèæåííÿ ðîçìiðíîñòi âèõiäíèõ ðiâíÿíü

çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i ïîäàëüøå ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíîâè-

ìiðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Ðîçðàõóíêó íàïðóæåíîãî ñòàíó êðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ÿê

ñòàëî¨ òàê i çìiííî¨ òîâùèíè ïðèñâÿ÷åíî çíà÷íó êiëüêiñòü ðîáiò.

Øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü òåîði¨ îáîëîíîê [28] ñòàëî îñíîâîþ äëÿ ïîáóäîâè íà-

áëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ i ïðîâåäåííÿ ÿêiñíîãî àíàëiçó íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ïðè ðiçíèõ íàâàíòàæåííÿõ.

Â ðîáîòàõ [38, 93] äîêëàäíî ðîçãëÿíóòi çàäà÷i ïðî äåôîðìàöiþ öèëií-

äðè÷íèõ îáîëîíîê ñòàëî¨ i çìiííî¨ òîâùèíè, ïiä âïëèâîì îñåñèìåòðè÷íèõ i

àíòèñèìåòðè÷íèõ íàâàíòàæåííÿ.

Öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè çìiííî¨ òîâùèíè ðîçãëÿäàëèñü ó ñòàòòÿõ [12, 91,

176,278,288].

Â ðîáîòi [297] îáãîâîðþþòüñÿ àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ îñåñèìåòðè÷íèõ

ïåðåìiùåíü ïðè äîâiëüíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ i ðîçïîäiëåíèõ íàâàíòàæåí-
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íÿõ, ùî äiþòü íà öèëiíäðè÷íi ðåçåðâóàðè ç âåðòèêàëüíîþ âiññþ i çìiííîþ

òîâùèíîþ ñòiíêè.

Â ðîáîòi [18] ïðîïîíó¹òüñÿ âèêîðèñòàòè àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ çà-

ñòîñóâàííÿ â çàäà÷àõ äåôîðìóâàííÿ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê.

Â ñòàòòi [296] îòðèìàíî àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ çàäà÷i âèçíà÷åííÿ

ïîêàçíèêiâ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó â öèëiíäðè÷íié îáîëîíöi ïiä

äi¹þ ñèìåòðè÷íîãî, ÷àñòêîâî ðîçïîäiëåíîãî i ñàìîâðiâíîâàæåíîãî íàâàíòà-

æåííÿ íà çîâíiøíié ïîâåðõíi.

Â ìîíîãðàôi¨ [156] ðîçãëÿäàþòüñÿ öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè îáåðòàííÿ

çìiííî¨ æîðñòêîñòi ïðè ñèìåòðè÷íèõ íàâàíòàæåííÿõ. Ðîçâ'ÿçóâàëüíà ñè-

ñòåìà äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííî-ðiçíèöåâèõ

ñïiââiäíîøåíü çàìiíÿ¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ, ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêî¨ çíà-

õîäèòüñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè.

Ìåòîä ðiçíèöåâî¨ ïðîãîíêè âèêîðèñòîâóâàâñÿ â ðîáîòi [128] äëÿ äîñëi-

äæåííÿ öèêëi÷íî ñèìåòðè÷íî¨ äåôîðìàöi¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè îáåðòàí-

íÿ.

Ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ìàòðèöü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ðîáîòi [112] äëÿ ÷è-

ñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ñóìiñíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèí-

íèõ ïîõiäíèõ, ùî îïèñóþòü ðiâíîâàãó êðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè â

çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìàöi¨.

Â ðîáîòi [155] ïàðàìåòðè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó êðóãîâî¨ öè-

ëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè çìiííî¨ òîâùèíè ïðè ïåâíèõ óìîâàõ íà òîðöÿõ ïðåä-

ñòàâëÿþòüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäiâ Ôóð'¹, ùî äà¹ çìîãó çâåñòè äâîâèìiðíó êðà-

éîâó çàäà÷ó äî îäíîâèìiðíî¨.

Ïîäâiéíi ðÿäè Ôóð'¹ âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ñòàòòi [268] äëÿ çíàõîäæåííÿ

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òîíêîñòiííî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ïiä

äi¹þ ðàäiàëüíîãî çóñèëëÿ, ïðèêëàäåíîãî ïîñåðåäèíi.

Â ñòàòòi [230] ðiâíÿííÿ òåõíi÷íî¨ òåîði¨ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê, ùî çà-
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ïèñàíå â êîìïëåêñíié ôîðìi, ïðèâîäèòüñÿ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ìåòîäîì Ôóð'¹, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ àíàëiòè÷íî äëÿ îáîëîíêè, íà-

âàíòàæåíî¨ çîñåðåäæåíîþ ðàäiàëüíîþ ñèëîþ.

Ðîçêëàä â ñòåïåíåâi ðÿäè ïðîïîíó¹òüñÿ â ðîáîòi [227] äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷ ïðî ÍÄÑ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê.

Â ñòàòòi [109] äëÿ äîñëiäæåííÿ ïðóæíî¨ ðiâíîâàãè içîòðîïíî¨ öèëiíäðè-

÷íî¨ îáîëîíêè çìiííî¨ òîâùèíè ñêií÷åííî¨ äîâæèíè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìå-

òîä ðîçêëàäó øóêàíèõ ïåðåìiùåíü i íàïðóæåíü â ðÿäè çà ïîëiíîìàìè Ëå-

æàíäðà ïî òîâùèííié êîîðäèíàòè.

Ìàòðè÷íèé àëãîðèòì ðîçðàõóíêó öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê çàïðîïîíîâà-

íèé â ðîáîòàõ [13,105].

Ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ i éîãî âàðiàíòè âèêîðèñòîâóâàâñÿ äëÿ

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ òåîði¨ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê â ðîáîòàõ [185,289] .

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíèé ñòàí çàìêíóòèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ïðè ðiçíèõ âèäàõ

íàâàíòàæåííÿ, â ìîíîãðàôi¨ [157] ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.

Â ñòàòòi [171] äëÿ ðiâíÿíü òåõíi÷íî¨ òåîði¨ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ ëiíiéíå àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ ïî ïàðàìåòðó åêñöåí-

òðèñèòåòó, ÿêèé âíóòðiøíÿ öèëiíäðè÷íà ïîâåðõíÿ ìà¹ ïî âiäíîøåííþ äî

çîâíiøíüî¨.

Íàïðóæåíèé ñòàí öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ïiä äi¹þ íåðiâíîìiðíîãî çîâíi-

øíüîãî òèñêó çíàõîäèòüñÿ ìåòîäîì àñèìïòîòè÷íîãî ñèíòåçó â ðîáîòi [111].

Â ðîáîòi [107] ðîçðîáëåíà äâîâèìiðíà äèñêðåòíà ìîäåëü öèëiíäðè÷íî¨

içîòðîïíî¨ îáîëîíêè. Âèêîðèñòàíèé ìåòîä ìiíiìiçàöi¨ íåâ'ÿçîê çàãàëüíèõ

ðiâíÿíü ìåõàíiêè, ùî äîçâîëÿ¹ çàäîâîëüíèòè îñíîâíi ðiâíÿííÿ ôiçèêè i âà-

ðiàöiéíi ïðèíöèïè ìåõàíiêè.

Â [141] íà îñíîâi îäíî÷àñíîãî çàñòîñóâàííÿ âàðiàöiéíîãî i ñòðóêòóðíîãî

ìåòîäiâ ðîçðîáëåíà ìåòîäèêà ðîçðàõóíêiâ õàðàêòåðèñòèê îñåñèìåòðè÷íîãî
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íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê.

Ìåòîä ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà-

÷i ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí êðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê â

ñòàòòi [270].

Â [83] äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî çãèí öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ïiä äi¹þ

íåðiâíîìiðíîãî çîâíiøíüîãî òèñêó âèêîðèñòàíèé ìåòîä Áóáíîâà ó âèùèõ

íàáëèæåííÿõ.

Â [99] íà ïðèêëàäi êðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ïðîâåäåíî ïîðiâíÿí-

íÿ ðîçâ'ÿçêiâ, îòðèìàíèõ â êëàñè÷íié, óòî÷íåíié òà òðèâèìiðíié ïîñòàíîâ-

êàõ.

Â ñòàòòi [291] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðîçïîäië íàïðóæåíü â öèëiíäðè÷íié îáî-

ëîíöi ç âiëüíèìè òîðöÿìè ïiä äi¹þ íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ, ùî íå çìi-

íþ¹òüñÿ ïî äîâæèíi îáîëîíêè. Çàäà÷ó ðîçãëÿíóòî ç ìåòîþ ïiäòâåðäæåííÿ

ïðèïóùåííÿ Òèìîøåíêî-Êðiãåðà ïðî òå, ùî ó âêàçàíîìó âèïàäêó ïåðåâà-

æàþòü çãèííi äåôîðìàöi¨.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âíóòðiøíiõ çóñèëü â êîðîòêié öèëiíäðè÷íié îáîëîíöi

â [156] ïðîïîíó¹òüñÿ ìåòîäèêà ç âèêîðèñòàííÿì ôóíêöié ñòåïåíåâîãî ïîëi-

íîìà iç çàñòîñóâàííÿì ñèñòåìè âiäíîñíèõ êîîðäèíàò.

Â ðîáîòi [159] ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàìêíåíà öèëiíäðè÷íà îáîëîíêà ç

ñòóïií÷àñòî-çìiííîþ òîâùèíîþ ñòiíêè ïiä äi¹þ ðîçïîäiëåíîãî íàâàíòàæå-

ííÿ.

Äëÿ íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè îòðèìàíî,

â îñíîâíîìó, äëÿ ïðîñòèõ ôîðì ïåðåðiçó i ñòàëî¨ òîâùèíè.

Â ìîíîãðàôi¨ Íîâîæèëîâà [113] äàíî àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ çàìêíó-

òî¨ îâàëüíî¨ îáîëîíêè, ñêëàäåíî¨ ç ÷îòèðüîõ ïëàâíî ñòèêîâàíèõ öèëiíäðè-

÷íèõ ïàíåëåé.

Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ñòàòèêè íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëî-

íîê, ùî áàçóþòüñÿ íà ïðåäñòàâëåííi ðîçâ'ÿçêó â îäèíàðíèõ i ïîäâiéíèõ
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òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäàõ, ðîçâèíåíî â ðîáîòàõ [21,67,249,271].

Îáîëîíêè ç íåêðóãîâèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì ïðè øàðíiðíîìó îïèðàí-

íi òîðöiâ ðîçãëÿäàëèñü ó [155] â êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi. Öåé æå êëàñ çàäà÷,

àëå ó óòî÷íåíié ïîñòàíîâöi ðîçãëÿäàâñÿ â ìîíîãðàôi¨ [47]. Ó öüîìó âèïàä-

êó äëÿ îáîëîíêè ñòàëî¨ òîâùèíè âèêîðèñòîâóâàëîñü ïðåäñòàâëåííÿ âñiõ

ôàêòîðiâ ¨¨ ÍÄÑ ó âèãëÿäi ðÿäiâ Ôóð'¹. Òàêèé ïiäõiä çàñòîñîâàíî òàêîæ ó

ðîáîòi [14].

Ðîçâ'ÿçóâàííþ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí íåêðóãîâèõ

öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ïðèñâÿ÷åíà ìîíîãðàôiÿ [48].

Ðiâíÿííÿ òåõíi÷íî¨ òåîði¨ ïîëîãèõ îáîëîíîê äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

ñòàòèêè íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê çàñòîñîâóâàëîñü â ñòàòòÿõ

[241,265].

Ðiâíÿííÿ Ìóøòàði-Äîííåëëà-Âëàñîâà âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äîñëiäæå-

ííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó åëiïòè÷íèõ i ãîôðîâàíèõ îáîëîíîê

çìiííî¨ òîâùèíè â [51, 52]. Â öèõ ðîáîòàõ çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä ñïëàéí-

êîëîêàöi¨ â îäíîìó ç íàïðÿìêiâ, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹òüñÿ îäíîâèìiðíà êðà-

éîâà çàäà÷à, ùî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ñòiéêèì ÷èñåëüíèì ìåòîäîì.

Âiäêðèòi i çàìêíåíi îðòîòðîïíi öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè ñòàëî¨ òîâùèíè

ç åëiïòè÷íèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì íà îñíîâi ãiïîòåçè ïðÿìî¨ ëiíi¨ äîñëi-

äæóâàëèñü â [58]. Â öié ñòàòòi ðîçâ'ÿçêè àïðîêñèìóâàëèñü âçäîâæ òâiðíî¨

Â-ñïëàéíàìè òðåòüîãî ñòåïåíÿ.

Äåôîðìàöiÿ íåêðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè áëèçüêî¨ äî êðóãîâî¨ âè-

â÷àëàñü ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà â [7]. Ãîôðîâàíi îáîëîíêè çà äîïîìîãîþ

ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðó âèâ÷àëèñü â [110].

Ðîáîòè [17, 74, 286] òàêîæ ïðèñâÿ÷åíi äîñëiäæåííþ íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ãîôðîâàíèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê.

Â ðîáîòi [181] äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ñòàòèêè íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ

îáîëîíîê âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ.
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ñòàòèêè íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ïðî-

âîäèëîñü òàêîæ â ðîáîòàõ [22,129,186].

Äëÿ içîòðîïíî¨ íåêðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ñòàëî¨ òîâùèíè ñè-

ñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïðÿìèõ

îòðèìàíà â ñòàòòi [119].

Â ðîáîòi [137] ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çãèíó íåêðóãîâî¨

çàìêíóòî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè â ðÿäàõ çâåäåíî ìåòîäîì îðòîãîíàëiçàöi¨

äî ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

Ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàñòîñîâóâàâñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî

ÍÄÑ íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê â ðîáîòàõ [65,294].

Îãëÿä ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñëiäæåííþ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòà-

íó íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê, âèêëàäåíî â [277].

Ó íàâåäåíèõ âèùå ðîáîòàõ ÍÄÑ îáîëîíîê îïèñó¹òüñÿ, â îñíîâíîìó, â

îðòîãîíàëüíèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, êîëè îáìåæóâàëíüíi ëiíi¨ ñïiâïàäàþòü

ç êîîðäèíàòíèìè. Ïðîòå íà ïðàêòèöi ÷àñòî âèíèêàþòü çàäà÷i, êîëè êîíòóð

ïëàñòèíè ÷è öèëiíäðà çðiçàíèé, àáî çàêðiïëåíèé ïî êîñîìó êîíòóðó [98,163].

Ó âèïàäêó òàêèõ êîíòóðiâ, î÷åâèäíî, íàéïðîñòiøèì âèõîäîì ¹ çàñòîñó-

âàííÿ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Ïðîòå, â ðîáîòàõ [23,85�87] çàïðîïîíî-

âàíî ïiäõiä, ùî äà¹ çìîãó çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ ïåðåéòè âiä äåÿêî¨

ñêëàäíî¨ îáëàñòi äî ïðÿìîêóòíî¨.

Â [211,236] çà äîïîìîãî äàíîãî ïiäõîäó ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ïðî çãèí òðà-

ïåöe¨äàëüíèõ ïëàñòèí.

Ñòàòòÿ [197] ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ÍÄÑ îïóêëî¨ ÷îòèðèêóòíî¨ ïëà-

ñòèíè çàãàëüíîãî âèãëÿäó ç âèêîðèñòàííÿì òåîði¨ ïëàñòèí òèïó Òèìîøåíêà.

Ïðè öüîìó ÷îòèðèêóòíà îáëàñòü çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíî¨ çàìiíè çìiííèõ

çâîäèòüñÿ äî êâàäðàòíî¨.

Â ðîáîòi [174] äîñëiäæóþòüñÿ êîëèâàííÿ òðàïåöå¨äàëüíèõ ïëàñòèíè â

êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi i ìåìáðàí iç çàñòîñóâàííÿì òàêî¨ æ çàìiíè çìiííèõ.
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Òàêèé ïiäõiä ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé i äëÿ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê.

Çîêðåìà, â ñòàòòi [209] äîñëiäæó¹òüñÿ ÍÄÑ êðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëî-

íîê çi ñêiñíèìè çðiçàìè â êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi, à â [90] îïèñàíî ìåòîäèêó,

ùî äà¹ ìîæëèâiñòü çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ îáëàñòü ðîçâ'ÿçàííÿ çà-

äà÷i äëÿ íåêðóãîâîãî öèëiíäðà çi ñêiñíèìè çðiçàìè çâåñòè äî ïðÿìîêóòíî¨.

Øèðîêå âèêîðèñòàííÿ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê, ÿê ôóíêöiîíàëüíèõ åëå-

ìåíòiâ ñó÷àñíî¨ àêóñòîåëåêòðîíiêè, îáóìîâèëè çíà÷íèé iíòåðåñ äî ðîçðà-

õóíêó ¨õ äèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê. Äëÿ íèçüêî÷àñòîòíî¨ îáëàñòi, äå âiä-

ïîâiäíà äîâæèíà õâèëi çíà÷íî áiëüøà çà õàðàêòåðíèé ðîçìið êîíñòðóêòèâ-

íîãî åëåìåíòà � éîãî òîâùèíó àáî ðàäióñ, äîñèòü òî÷íî äîñëiäèòè äèíàìi÷íi

õàðàêòåðèñòèêè îá'¹êòà ìîæíà ç âèêîðèñòàííÿì ïðèêëàäíèõ òåîðié îáîëî-

íîê [76, 165, 179, 226, 264, 272, 287]. Îäíàê â ðàçi äîñèòü òîâñòèõ åëåìåíòiâ,

àáî êîëè ïåðåäáà÷à¹òüñÿ éîãî ðîáîòà â âèñîêî÷àñòîòíié îáëàñòi íåìà¹ äî-

ñèòü îá ðóíòîâàíèõ ïiäñòàâ âèêîðèñòîâóâàòè ïðèêëàäíi òåîði¨, òîìó çàäà÷ó

íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè â òðèâèìiðíié ïîñòàíîâöi.

Ó ëiòåðàòóði âiäîìi òiëüêè îêðåìi ðîáîòè, ïðèñâÿ÷åíi äîñëiäæåííþ êî-

ëèâàíü öèëiíäðiâ, â ïîñòàíîâöi òðèâèìiðíî¨ òåîði¨ åëåêòðîïðóæíîñòi.

Iñòîòíà àíiçîòðîïiÿ ï'¹çîêåðàìi÷íîãî ìàòåðiàëó â ïî¹äíàííi ç íåîáõiäíi-

ñòþ âðàõîâóâàòè çâ'ÿçàíå åëåêòðè÷íå ïîëå ïðèâîäèòü äî äîñèòü ñêëàäíî¨ â

ìàòåìàòè÷íîìó ñåíñi çàäà÷i. Âiäçíà÷èìî, ùî àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê äàíî¨

çàäà÷i ìîæëèâèé ëèøå çà íàÿâíîñòi ïåâíî¨ ñèìåòði¨ â ôiçèêî-ìåõàíi÷íèõ

âëàñòèâîñòÿõ ìàòåðiàëó, ñïîñîáó íàâàíòàæåííÿ, òèïó ãðàíè÷íèõ óìîâ i ò.ä.

Öå âèïàäîê îñüîâî¨ ïîëÿðèçàöi¨ ï'¹çîêåðàìiêè, êîëè ôóíêöiÿ íàâàíòàæå-

ííÿ íà ái÷íèõ ïîâåðõíÿõ ìîæå áóòè ðîçêëàäåíà â ðÿäè ïî öèëiíäðè÷íèõ

ôóíêöiÿõ, à íà òîðöÿõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè øàðíiðíîãî îïèðàííÿ. Àáî âèïà-

äîê êðóòèëüíèõ êîëèâàíü öèëiíäðà ç êîëîâîþ ïîëÿðèçàöi¹þ ï'¹çîêåðàìiêè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ ìîæå áóòè âèêîíàíî ç âèêîðèñòàííÿì àïàðàòó ñïå-

öiàëüíèõ ôóíêöié [245,246,259�263].
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Äëÿ áiëüø çàãàëüíî¨ çàäà÷i âiäîìi ìåòîäè îäíîðiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i âëà-

ñíèõ âåêòîðíèõ ôóíêöié [60, 61, 143]. Îäíàê ðåàëiçàöiÿ öèõ ìåòîäiâ ïðèïó-

ñêà¹ íàÿâíiñòü ïîâíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî âñi êîðåíi (äiéñíi i êîìïëåêñíi) äèñ-

ïåðñiéíîãî ðiâíÿííÿ çàäà÷i ïðî ïîøèðåííÿ åëåêòðîïðóæíèõ õâèëü â íå-

ñêií÷åííîìó öèëiíäði. Çíàõîäæåííÿ öèõ êîðåíiâ ñàìî ïî ñîái ¹ íåïðîñòîþ

çàäà÷åþ. Êðiì òîãî, äëÿ îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêó ¨õ ïîòðiáíî ïåâíèì ÷èíîì

êîìáiíóâàòè îäèí ç îäíèì. Ïðîöåñ öåé íå ïðîñòèé i, ùî áiëüø âàæëèâî,

ìîæå áóòè âàæêî ðåàëiçîâàíèì ó âèãëÿäi ãîòîâîãî àëãîðèòìó äëÿ íàïèñà-

ííÿ êîìï'þòåðíî¨ ïðîãðàìè.

Òîìó îñíîâíèìè ìåòîäàìè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîäiáíèõ çàäà÷ ¹ ÷èñåëü-

íi. Öå äîáðå âiäîìi ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ñêií÷åííî ðiçíèöåâèé,

âàðiàöiéíî¨-ðiçíèöåâèé, ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ òîùî [166,192,194,195,228,

231, 232, 266, 267, 275, 276, 281]. Äî ïåðåâàã îñòàííüîãî ìåòîäó ñëiä âiäíåñòè

ìîæëèâiñòü äîñëiäæóâàòè äèíàìi÷íi ïðîöåñè â êîíñòðóêöiéíèõ åëåìåíòàõ,

âèãîòîâëåíèõ ç ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíèõ ìàòåðiàëiâ (ÔÃÌ).

Ç ïîÿâîþ íîâèõ ÔÃÌ i ¨õ øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ â êîíñòðóêöiÿõ çðî-

ñëà çàöiêàâëåíiñòü äîñëiäíèêiâ äî ¨õ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òà

äèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê.

Îñíîâíi îñîáëèâîñòi ôiçèêî-ìåõàíi÷íî¨ áóäîâè ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹í-

òíèõ ìàòåðiàëiâ íà îñíîâi ðiçíîìàíiòíèõ êîìïîçèöié íàâåäåíî â [168, 235,

248,271,280].

Â [184] çàïðîïîíîâàíî ðîçâ'ÿçîê òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi

äëÿ àíàëiçó ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíèõ öèëiíäðiâ iç ïðîôiëåì çìiííî¨ òîâ-

ùèíè. Îñåñèìåòðè÷íà ñòðóêòóðà ðîçäiëåíà íà êiëüêà ÷àñòèí ó ðàäiàëüíî-

ìó íàïðÿìêó. Ìåõàíi÷íi âëàñòèâîñòi òà ïðîôiëü òîâùèíè ïåðåäáà÷àþòüñÿ

ñòàëèìè â êîæíié ÷àñòèíi. Ðîçâ'ÿçîê äàíî äëÿ ÷îòèðüîõ ðiçíèõ ïðîôiëiâ

òîâùèíè, à ñàìå ñòàëî¨, ëiíiéíî çìiííî¨, óâiãíóòî¨ òà îïóêëî¨.

Â ñòàòòi [233] äàíî ðîçâ'ÿçîê òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi äëÿ
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ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíî¨ øàðíiðíî îïåðòî¨ ïëàñòèíè ïiä äi¹þ ïîïåðå÷íî-

ãî íàâàíòàæåííÿ. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ìîäóëü Þíãà ïëàñòèíè çìiíþ¹òüñÿ â

ãåîìåòðè÷íié ïðîãðåñi¨ ïî òîâùèíi, à êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ââàæà¹òüñÿ ñòà-

ëèì. Öåé ïiäõiä âèêîðèñòîâó¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü ðiâíîâàãè Â.Ï.

Ïëåâàêî äëÿ íåîäíîðiäíèõ içîòðîïíèõ ñåðåäîâèù.

Ðîáîòà [295] ïðèñâÿ÷åíà àíàëîãi÷íié çàäà÷i äëÿ òðàíñâåðñàëüíî içîòðî-

ïíî¨ ôóíêöiîíàëüíî ãðàäóéîâàíî¨ ïëàñòèíè, ç ìîäóëÿìè Þíãà òà çñóâó, ùî

åêñïîíåíöiàëüíî çìiíþþòüñÿ ïî òîâùèíi, à êîåôiöi¹íòè Ïóàññîíà ¹ ñòàëè-

ìè. Â öié ñòàòi âèêîðèñòàíî ðîçðîáëåíi ôóíêöi¨ ïåðåìiùåííÿ äëÿ íåîäíî-

ðiäíèõ òðàíñâåðñàëüíî içîòðîïíèõ ñåðåäîâèù.

Â [167] ðîçðîáëåíî i ðåàëiçîâàíî ãðàäi¹íòíèé ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåí-

òiâ, ùî áàçó¹òüñÿ íà åíåðãåòè÷íîìó ïiäõîäi Ðåëåÿ-Ðiòöà, äëÿ âèâ÷åííÿ ïðó-

æíî¨ ïîâåäiíêè øàðóâàòî¨ ïëàñòèíè, íàâàíòàæåíî¨ içîòðîïíèì öèëiíäðîì

òà ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíèì ïðîøàðêîì. Íåîñåñèìîìåòðè÷íå íàâàíòà-

æåííÿ, ùî äi¹ âñåðåäèíi öèëiíäðà, âèêëèêà¹ êîíöåíòðàöiþ íàïðóæåíü ó

ãíó÷êié ÷àñòèíi ç'¹äíàííÿ. Äîñëiäæåíî âïëèâ ðiçíî¨ òîâùèíè òà ñòåïåíå-

âèõ ïîêàçíèêiâ ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíîãî ïðîøàðêó íà ðîçïîäië ïåðå-

ìiùåíü òà íàïðóæåíü äëÿ ïåðåâiðêè çäàòíîñòi ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíî-

ãî ìàòåðiàëó êåðóâàòè õâèëÿìè íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü. ×àñîâèé âiäãóê

ñòðóêòóðè îòðèìàíî íà îñíîâi ìåòîäó Íüþìàðêà.

Â [189] çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ âiëüíèõ êîëèâàíü ïîðî-

æíèñòîãî öèëiíäðà ç ðiçíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà îñíîâi òðèâèìiðíî¨

òåîði¨ ïðóæíîñòi. Ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ çâåäåííÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òåîði¨ ïðóæíîñòi äî ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó âçäîâæ ðàäiàëüíî¨ êîîðäèíàòè. Öi ðiâíÿ-

ííÿ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ñòiéêèì ÷èñåëüíèì ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨

ç ïîêðîêîâèì ïîøóêîì.

Íåîñåñèìåòðè÷íó çàäà÷ó ïðî âiëüíi êîëèâàííÿ ïîðîæíèñòî¨ êóëi ç ôóí-
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êöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíîãî ï'¹çîåëåêòðè÷íîãî ìàòåðiàëó ðîçâ'ÿçàíî íà îñíî-

âi òðèâèìiðíèõ ðiâíÿíü åëåêòðîïðóæíîñòi â [194]. Âëàñòèâîñòi ìàòåðiàëó

â öüîìó âèïàäêó íåïåðåðâíî çìiíþþòüñÿ âçäîâæ ðàäiàëüíî¨ êîîðäèíàòè

âiäïîâiäíî äî åêñïîíåíöiàëüíîãî çàêîíó. Çîâíiøíÿ ïîâåðõíÿ êóëi âiëüíà

âiä íàïðóæåíü i içîëüîâàíà àáî êîðîòêîçàìêíåíà åëåêòðîäàìè. Ïiñëÿ âiä-

îêðåìëåííÿ çìiííèõ òà ïðåäñòàâëåííÿ êîìïîíåíò ïåðåìiùåíü i òåíçîðà íà-

ïðóæåíü ÷åðåç ñôåðè÷íi ôóíêöi¨, òðèâèìiðíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî êðàéîâî¨

çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ, ùî ïðåäñòàâëåíà çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíè-

ìè ðiâíÿííÿìè. Îäíîâèìiðíà êðàéîâà çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òàê ñàìî ÿê i â

ïîïåðåäíié ðîáîòi.

Â ñòàòòi [172] ïðîâåäåíî òðèâèìiðíèé àíàëiç âiëüíèõ êîëèâàíü áàãàòî-

øàðîâî¨ ñôåðè÷íî içîòðîïíî¨ ïîðîæíèñòî¨ êóëi çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïðî-

ñòîðó ñòàíiâ. Çàâäÿêè ââåäåííþ òðüîõ ôóíêöié ïåðåìiùåíü òà äâîõ ôóíêöié

íàïðóæåíü âèâåäåíî äâà íåçàëåæíèõ ðiâíÿííÿ ñòàíó çi çìiííèìè êîåôiöi-

¹íòàìè. Çàñòîñîâàíî òåîðåìó ïðî ðîçâèíåííÿ â ðÿä Òåéëîðà äëÿ îòðèìàííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ äâîõ ðiâíÿíü ñòàíó òà âñòàíîâëåííÿ âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ ìiæ çìiííèìè

ñòàíó íà âåðõíié i íèæíié ïîâåðõíÿõ. Äëÿ ñïðîùåííÿ âêàçàíî¨ ïðîöåäóðè

âèêîðèñòàíî ìåòîä çàìiíè çìiííèõ.

Ðîáîòà [256] ïðèñâÿ÷åíà òåîðåòè÷íîìó àíàëiçó ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi-

¹íòíî¨ ìàãíiòî- åëåêòðî- òåðìîïðóæíî¨ ïîðîæíèñòî¨ êóëi ïðè ðiâíîìið-

íîìó íàãðiâàííi ïîâåðõíi. Ïðîàíàëiçîâàíà ïåðåõiäíà òåðìîïðóæíà çàäà-

÷à äëÿ ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíî¨ ïîðîæíèñòî¨ êóëi, âèãîòîâëåíî¨ ç içî-

òðîïíèõ ìàãíiòî- åëåêòðî- òåðìîïðóæíèõ ìàòåðiàëiâ ç âèêîðèñòàííÿì

ìîäåëi øàðóâàòîãî êîìïîçèòó ÿê îäíîãî ç òåîðåòè÷íèõ íàáëèæåíü ó

ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íîìó ñòàíi. Äëÿ iëþñòðàöi¨ ïðîâåäåíî ÷èñåëüíi ðîçðà-

õóíêè äëÿ ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíî¨ ïîðîæíèñòî¨ êóëi, âèãîòîâëåíî¨ ç

ï'¹çîåëåêòðè÷íèõ òà ìàãíiòîñòðèêöiéíèõ ìàòåðiàëiâ, òà äîñëiäæåíî ¨¨ ïî-

âåäiíêó â ïåðåõiäíîìó ñòàíi.
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Â ëiòåðàòóði íàé÷àñòiøå çóñòði÷àþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè òðèâèìiðíèõ çàäà÷ òå-

îði¨ ïðóæíîñòi äëÿ íàéóæèâàíiøèõ ñèñòåì êîîðäèíàò: äåêàðòîâî¨, öèëií-

äðè÷íî¨ i ñôåðè÷íî¨ [49], i, î÷åâèäíî, ñåðåä äîñëiäæåíü ïðèñâÿ÷åíèõ ïðî-

ñòîðîâèì öèëiíäðè÷íèì òiëàì ïåðøiñòü ìàþòü êðóãîâi öèëiíäðè. Îäíàê, i

íåêðóãîâi öèëiíäðè òàêîæ ïðèâåðòàëè óâàãó äîñëiäíèêiâ.

Òàê, çîêðåìà, àíàëiòè÷íi ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçàííÿ òðèâèìiðíèõ çàäà÷ ïðî

ÍÄÑ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç ïàðàáîëi÷íèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì íàâå-

äåíî â [123,143,144].

Ðîçðàõóíêó ÍÄÑ ãîôðîâàíèõ öèëiíäðiâ â òðèâèìiðíié ïîñòàíâöi ìåòî-

äîì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [110,255].

Â [293] ïîòåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðóõó ïðóæíîãî òiëà âèêîðèñòîâóþòüñÿ

äëÿ âèâ÷åííÿ ïîøèðåííÿ ãàðìîíi÷íèõ çãèíàëüíèõ õâèëü ó íåñêií÷åííîìó

ñòåðæíi åëiïòè÷íîãî ïåðåðiçó ç ïîâåðõíåþ áåç íàïðóæåíü. Ïðè öüîìó, âè-

êîðèñòîâóþ÷è âiäîêðåìëåíi ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü, îòðèìàíî ðiâíÿííÿ ÷à-

ñòîòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî âèçíà÷íèêà, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ. Åëåìåíòè

âèçíà÷íèêà ìiñòÿòü ôóíêöi¨ Ìàòü¹ òà ¨õ ïîõiäíi.

Ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â åëiïòè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ó ïî¹äíàííi

ç òåîðåìàìè ïðî ïîñòóïàëüíå äîäàâàííÿ ôóíêöié Ìàòü¹ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

â [223] äëÿ äîñëiäæåííÿ âiëüíèõ çãèíàëüíèõ êîëèâàíü ïîâíiñòþ çàùåìëåíî¨

òîíêî¨ ïðóæíî¨ åëiïòè÷íî¨ ïàíåëi, ùî ìiñòèòü åëiïòè÷íèé âèðiç äîâiëüíîãî

ðîçìiðó, ðîçòàøóâàííÿ òà îði¹íòàöi¨.

Â [224] òðèâèìiðíi ðiâíÿííÿ ðóõó Íàâ'¹ â ïåðåìiùåííÿõ âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ äëÿ îïèñó âiëüíèõ êîëèâàíü øàðíiðíî îïåðòîãî ïðóæíîãî içîòðîïíîãî

åëiïòè÷íîãî öèëiíäðà ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Çàñòîñîâó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî ðîç-

êëàä Ãåëüìãîëüöà i êëàñè÷íà òåõíiêà âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â åëiïòè÷íèõ

êîîðäèíàòàõ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîäàëüøèõ íåçâ'ÿçàíèõ ðîçâ'ÿçóâàëüíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÿê äîáóòêiâ çâè÷àéíèõ i ìîäèôiêîâàíèõ ôóíêöié

Ìàòü¹.
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Òàêèé æå ïiäõiä âèêîðèñòàíî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî âiëüíi êîëè-

âàííÿ ïðóæíîãî içîòðîïíîãî åëiïòè÷íîãî öèëiíäðà ç äîâiëüíî ðîçìiùåíîþ

åëiïòè÷íîþ ïîðîæíèíîþ â [225].

Ñòàòòÿ [170] ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ âiëüíèõ êîëèâàíü åëiïòè÷íî¨ ìåì-

áðàíè çà äîïîìîãîþ ÌÑÅ. Ïðè÷îìó 9 âóçëîâi åëåìåíòè áóäóþòüñÿ â åëi-

ïòè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Â ñòàòòÿõ [218,219] ðîçãëÿíóòî ïiäõiä äî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó

òîâñòîñòiííèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíêè íåêðóãîâîãî ïåðåðiçó. Çàïðîïîíîâà-

íèé ïiäõiä áàçó¹òüñÿ íà çâåäåííi òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi äî

ïîñëiäîâíîñòi îäíîâèìiðíèõ çàäà÷ øëÿõîì âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ âçäîâæ

òâiðíî¨ òà ðiçíèöåâîãî íàáëèæåííÿ ïî òîâùèíi îáîëîíêè. Îäíîâèìiðíi êðà-

éîâi çàäà÷i âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ðîçâ'ÿçàíî ñòiéêèì ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îð-

òîãîíàëiçàöi¨.

Â ðîáîòi [200] öåé ïiäõiä â ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì ïîêðîêîâîãî ïîøóêó

ïîøèðåíî íà çàäà÷ó ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ íåêðóãîâèõ öèëiíäðiâ ó òðèâè-

ìiðíié ïîñòàíîâöi, à â [190] � íà çàäà÷ó ïðî ïîøèðåííÿ õâèëü.

Â [216] çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ òðèâèìiðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà-

÷i äëÿ ïðóæíèõ ïîðîæíèñòèõ íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðiâ ãîôðîâàíîãî ïîïåðå-

÷íîãî ïåðåðiçó. Ãðàíè÷íi óìîâè íà òîðöÿõ äîçâîëÿþòü âiäîêðåìèòè çìiííi

ïî äîâæèíi. Ïðîïîíó¹òüñÿ âêëþ÷èòè äîäàòêîâi ôóíêöi¨ äî îòðèìàíî¨ ñèñòå-

ìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çà äîïîìîãîþ îá÷èñëåííÿ ¨õ êîåôiöi¹íòiâ çà

äîïîìîãîþ ðÿäiâ Ôóð'¹ âiä äèñêðåòíî çàäàíèõ ôóíêöié îòðèìàíî îäíîâè-

ìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó çà ðàäiàëüíîþ êîîðäèíàòîþ, ÿêó ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì

äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Öåé æå ïiäõiä âèêîðèñòàíî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî ÍÄÑ öèëiíäðiâ ç

iíøèìè ïîïåðå÷íèìè ïåðåðiçàìè â [212�215,217].

Äàíèé îãëÿä íàóêîâî¨ ëiòåðàòóðè ïîêàçó¹ äîöiëüíiñòü òà àêòóàëüíiñòü

ïðîâåäåííÿ äîñëiäæåíü â îáðàíîìó íàïðÿìêó.



Ðîçäië 2

ÎÑÍÎÂÍI ÑÏIÂÂIÄÍÎØÅÍÍß ÏÐÎÑÒÎÐÎÂÎ� ÒÅÎÐI�

ÏÐÓÆÍÎÑÒI I ÓÒÎ×ÍÅÍÎ� ÒÅÎÐI� ÎÁÎËÎÍÎÊ, ÌÅÒÎÄÈ

ÐÎÇÂ'ßÇÀÍÍß ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ× ÒÀ ÏÐÈÊËÀÄÈ �Õ

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

Â äàíîìó ðîçäiëi ïðåäñòàâëåíi îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨

ïðóæíîñòi íåîäíîðiäíîãî àíiçîòðîïíîãî òiëà òà óòî÷íåíî¨ çñóâíî¨ òåîði¨ îáî-

ëîíîê ïåðøîãî ïîðÿäêó òèïó Òèìîøåíêà (ïiäðîçäië 2.1, 2.2). Öi ñïiââiä-

íîøåííÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè ìåõàíiêî-

ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó (ÍÄÑ) öèëiíäðè-

÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ òîâñòîñòiííèõ îáîëîíîê, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ â äèñåð-

òàöi¨.

Íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi âiäîìîñòi ïðî ñïëàéí-ôóíêöi¨, ìåòîäè ñïëàéí-

êîëîêöi¨ òà äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ ñòîñîâíî ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâèõ çà-

äà÷ äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè (ïiäðîçäië 2.3).

Çàñòîñóâàííÿ îïèñàíèõ ìåòîäiâ iëþñòðó¹òüñÿ íà ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ñòà-

òèêè äëÿ îêðåìèõ êëàñiâ îáîëîíîê i ïëàñòèí (ïiäðîçäië 2.4). Ðîçãëÿíóòî

çîêðåìà: øàðóâàòi îðòîòðîïíi ïîëîãi ïàíåëi (ïiäðîçäië 2.4.1), îïóêëi ÷îòè-

ðèêóòíi ïëàñòèíè ñêëàäíî¨ ôîðìè (ïiäðîçäië 2.4.2) òà òîâñòîñòiííi ïðÿìî-

êóòíi ïëàñòèíè-ïëèòè â òðèâèìiðíié ïîñòàíîâöi òåîði¨ ïðóæíîñòi (ïiäðîçäië

2.4.3). Äëÿ ïëàñòèí ñêëàäíî¨ ôîðìè ïîïåðåäíüî ïðîâîäèòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ

êîîðäèíàò äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè äëÿ ïðèâåäåííÿ çàäàíî¨ ôîðìè îáëàñòi äî
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îäèíè÷íîãî êâàäðàòà.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i ñòàòèêè äëÿ òîâñòî¨ ïðÿìîêó-

òíî¨ ïëèòè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àïðîêñèìàöiÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó ñïëàéí-

ôóíêöiÿìè â äâîõ êîîðäèíàòíèõ íàïðÿìêàõ. Äëÿ îöiíêè äîñòîâiðíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ, îäåðæàíèõ çà ìåòîäàìè ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i äèñêðåòíî¨ îðòîãî-

íàëiçàöi¨, äîäàòêîâî çàëó÷àþòüñÿ ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ïiäðîçäië

2.4.2) òà ìåòîä ðîçâèíåííÿ â ðÿäè Ôóð'¹ ïðè ñïåöiàëüíèõ óìîâàõ íà îáìå-

æóþ÷èõ ïëîùèíàõ òîâñòîñòiííî¨ ïëàñòèíè (ïiäðîçäië 2.4.3).

2.1 Ñïiââiäíîøåííÿ ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi â

îðòîãîíàëüíèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò

Íàðÿäó ç äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò â òåîði¨ ïðóæíîñòi âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ êðèâîëiíiéíi ñèñòåìè êîîðäèíàò. Çàñòîñóâàííÿ êðèâîëiíiéíèõ êî-

îðäèíàò îáóìîâëåíî ÿê ôîðìîþ ïîâåðõîíü, ùî îáìåæóþòü òiëà, òàê i çðó-

÷íiñòþ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè [49].

Â êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ïîëîæåííÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M ïðî-

ñòîðîâîãî òiëà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ òðüîìà ÷èñëàìè α, β, γ. Âåëè÷èíè

α, β, γ, ùî íàçèâàþòüñÿ êðèâîëiíiéíèìè êîîðäèíàòàìè, çâ'ÿçàíi ç äåêàðòî-

âèìè êîîðäèíàòàìè x1, x2, x3 ôóíêöiîíàëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

α = α(x1, x2, x3), β = β(x1, x2, x3), γ = γ(x1, x2, x3). (2.1)

Òàê ÿê ïîëîæåííÿ òî÷êèM â ïðîñòîði ¹ öiëêîì âèçíà÷åíèì, êîëè çàäàíî

âåëè÷èí α, β, γ, òî òàêîæ ìàþòü ìiñöå îáåðíåíi çàëåæíîñòi:

x1 = x1(α, β, γ), x2 = x2(α, β, γ), x3 = x3(α, β, γ), (2.2)

äå x1, x2, x3 � îäíîçíà÷íi ôóíêöi¨ ïàðàìåòðiâ α, β, γ.

Ñïiââiäíîøåííÿ ëiíiéíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ìàþòü íàéïðîñòiøèé âèãëÿä
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â êðèâîëiíiéíèõ îðòîãîíàëüíèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, òîáòî â òàêèõ, êîëè â

êîæíié òî÷öi M êîîðäèíàòíi ëiíi¨ α, β, γ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi. Â òàêèõ

ñèñòåìàõ âèðàç äëÿ êâàäðàòà äîâæèíè ëiíiéíîãî åëåìåíòà ìà¹ âèãëÿä:

ds2 = H2
1dα

2 +H2
2dβ

2 +H2
3dγ

2. (2.3)

Âåëè÷èíè H1, H2, H3 � â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ ôóíêöiÿìè êîîðäèíàò

α, β, γ, íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè Ëàìå i âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

H2
1 =

(
∂x1

∂α

)2

+

(
∂x2

∂α

)2

+

(
∂x3

∂α

)2

;

H2
2 =

(
∂x1

∂β

)2

+

(
∂x2

∂β

)2

+

(
∂x3

∂β

)2

; (2.4)

H2
3 =

(
∂x1

∂γ

)2

+

(
∂x2

∂γ

)2

+

(
∂x3

∂γ

)2

.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ñèñòåìè êîîðäèíàò, ùî ÷àñòî çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè

ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi.

Öèëiíäðè÷íi òiëà äîöiëüíî äîñëiäæóâàòè â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîð-

äèíàò α = z, β = θ, γ = r. Êîîðäèíàòíi ïîâåðõíi � êðóãîâi öèëiíäðè

r = const, ïëîùèíè θ = const, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç âiñü z, i ïëîùèíè

z = const, ïåðïåíäèêóëÿðíi äî îñi z. Ó öüîìó âèïàäêó ñïiââiäíîøåííÿ (2.2)

áóäóòü ìàòè âèãëÿä:

x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, x3 = z. (2.5)

Êîåôiöi¹íòè Ëàìå ìàþòü çíà÷åííÿ:

H1 = 1, H2 = r, H3 = 1. (2.6)
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Ñôåðè÷íi òiëà çðó÷íî ðîçãëÿäàòè â ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò α = θ,

β = ϕ, γ = r. Êîîðäèíàòíèìè ïîâåðõíÿìè ¹ ñôåðè r = const, êîíóñè ϕ =

const ç âåðøèíîþ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïëîùèíè θ = const, ùî ïðîõîäÿòü

÷åðåç âiñü z.

Cïiââiäíîøåííÿ (2.2) çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi:

x1 = r sinϕ cos θ, x2 = r sinϕ sin θ, x3 = r cosϕ, (2.7)

à êîåôiöi¹íòè Ëàìå âiäïîâiäíî ðiâíi

H1 = 1, H2 = r, H3 = r sinϕ. (2.8)

Â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò êîåôiöi¹íòè Ëàìå ìàþòü çíà÷åííÿ:

H1 = 1, H2 = 1, H3 = 1. (2.9)

Ïðè äåôîðìàöi¨ òiëà ïðè äi¨ ïðèêëàäåíèõ íàâàíòàæåíü ïåðåìiùåííÿ éî-

ãî òî÷îê õàðàêòåðèçóþòüñÿ âåëè÷èíàìè uα(α, β, γ), uβ(α, β, γ), uγ(α, β, γ),

ÿêi ¹ ïðîåêöiÿìè âåêòîðà ïîâíîãî ïåðåìiùåííÿ Ū íà íàïðÿìêè, ùî äîòè÷íi

äî êîîðäèíàòíèõ ëiíié α, β i γ âiäïîâiäíî.

Äåôîðìàöiÿ êîæíî¨ òî÷êèM ïðîñòîðîâîãî òiëà îïèñó¹òüñÿ âåëè÷èíàìè

eα, eβ, eγ, eαβ, eβγ, eαγ. Ïåðøi ç òðüîõ âêàçàíèõ âåëè÷èí � öå âiäíîñíi ëiíiéíi

äåôîðìàöi¨ ó íàïðÿìêàõ êîîðäèíàòíèõ ëiíié, ðåøòà � âiäíîñíi çñóâè, ùî

âiäáóâàþòüñÿ â ïëîùèíàõ, äîòè÷íèõ äî êîîðäèíàòíèõ ïîâåðõîíü â òî÷öi, ùî

ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Çâ'ÿçîê ìiæ ïåðåìiùåííÿìè òà äåôîðìàöiÿìè â äîâiëüíié

òî÷öi òiëà çàäàþòüñÿ ãåîìåòðè÷íèìè ñïiââiäíîøåííÿìè Êîøi i ìàþòü òàêèé

âèãëÿä:

eα =
1

Hα

∂uα
∂α

+
1

HαHβ

∂Hα

∂β
uβ +

1

HαHγ

∂Hα

∂γ
uγ
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eβ =
1

Hβ

∂uβ
∂β

+
1

HαHβ

∂Hβ

∂α
uα +

1

HβHγ

∂Hβ

∂γ
uγ,

eγ =
1

Hγ

∂uγ
∂γ

,+
1

HαHγ

∂Hγ

∂α
uα +

1

HβHγ

∂Hγ

∂γ
uβ,

eαβ =
1

2

(
Hα

Hβ

∂

∂β

(
uα
Hα

)
+
Hβ

Hα

∂

∂α

(
uβ
Hβ

))
, (2.10)

eαγ =
1

2

(
Hα

Hγ

∂

∂γ

(
uα
Hα

)
+
Hγ

Hα

∂

∂α

(
uγ
Hγ

))
,

eβγ =
1

2

(
Hβ

Hγ

∂

∂γ

(
uβ
Hβ

)
+
Hγ

Hβ

∂

∂β

(
uγ
Hγ

))
.

Íàïðóæåíèé ñòàí â ïðèéíÿòié ñèñòåìi êîîðäèíàò õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âå-

ëè÷èíàìè σα, σβ, σγ, σαβ, σβα, σαγ, σγα, σγβ, σβγ. Ïåðøi òðè âåëè÷èíè σα,

σβ, σγ � íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ, ùî äiþòü íà ïëîùàäêàõ, ïåðïåíäèêóëÿð-

íèõ êîîðäèíàòíèì ëiíiÿìè α, β, γ âiäïîâiäíî, ðåøòà � äîòè÷íi íàïðóæåííÿ,

ùî äiþòü ïî âêàçàíèõ ïëîùàäêàõ. Ç çàêîíó ïàðíîñòi äîòè÷íèõ íàïðóæåíü

ñëiäó¹, ùî σαβ = σβα, σαγ = σγα,σβγ = σγβ.

Ïðè íàÿâíîñòi ìàñîâèõ ñèë F̄{Fα, Fβ, Fγ} ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè çàïèøó-

òüñÿ ó âèãëÿäi:

∂

∂α
(HβHγσα) +

∂

∂β
(HαHγσαβ) +

∂

∂γ
(HαHβσαγ)− σβHγ

∂Hβ

∂α
−

−σγHβ
∂Hγ

∂α
+ σαβHγ

∂Hα

∂β
+ σαγHβ

∂Hα

∂γ
+ FαHαHβHγ = 0;

∂

∂β
(HαHγσβ) +

∂

∂γ
(HαHβσβγ) +

∂

∂α
(HβHγσαβ)− σγHα

∂Hγ

∂β
−

−σαHγ
∂Hα

∂β
+ σβγHα

∂Hβ

∂γ
+ σαβHγ

∂Hβ

∂α
+ FβHαHβHγ = 0;

∂

∂γ
(HαHβσγ) +

∂

∂α
(HβHγσαγ) +

∂

∂β
(HαHγσβγ)− σαHβ

∂Hα

∂γ
−

−σβHα
∂Hβ

∂γ
+ σαγHβ

∂Hγ

∂α
+ σβγHα

∂Hγ

∂β
+ FγHαHβHγ = 0.

(2.11)

Â (2.11) Fα, Fβ, Fγ � ïðîåêöi¨ âåêòîðà ìàñîâèõ ñèë íà íàïðÿìêè, ùî

äîòè÷íi äî êîîðäèíàòíèõ ëiíié α, β, γ.
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Áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëà, ìàòåðiàë ÿêèõ ¹ ïðóæíèì i äëÿ àíiçîòðîïíîãî

íåîäíîðiäíîãî òiëà âiäïîâiäà¹ óçàãàëüíåíîìó çàêîíó Ãóêà, ùî çâ'ÿçó¹ ìiæ

ñîáîþ êîìïîíåíòè äåôîðìàöi¨ eα, eβ, eγ, eαβ, eβγ, eαγ òà íàïðóæåííÿ σα, σβ,

σγ, σαβ, σβα, σαγ, σγα, σγβ, σβγ [92].

Äëÿ îðòîòðîïíîãî òiëà óçàãàëüíåíèé çàêîí Ãóêà ìà¹ âèãëÿä:

σα = c11eα + c12eβ + c13eγ, σβ = c12eα + c22eβ + c23eγ,

σγ = c13eα + c23eβ + c33eγ, σαβ = 2c44eαβ,

σαγ = 2c55eαγ, σβγ = 2c66eβγ,

(2.12)

äå cij � åëåìåíòè ìàòðèöi æîðñòêîñòi.

Äëÿ içîòðîïíîãî òiëà:

c11 = c22 = c33 = λ+ 2µ, c12 = c13 = c23 = λ,

c44 = c55 = c66 = µ, µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

2µν

1− 2ν
,

(2.13)

E � ìîäóëü Þíãà, ν � êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà, λ i µ � ïàðàìåòðè Ëàìå, ùî

âèçíà÷àþòü ìàòåðiàëüíi êîíñòàíòè ïðóæíîñòi.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèçíà÷åííÿ âñiõ ôàêòîðiâ ÍÄÑ òiëà � ïåðåìiùåíü,

äåôîðìàöié òà íàïðóæåíü � íà éîãî îáìåæóþ÷èõ êîîðäèíàòíèõ ïîâåðõíÿõ

α = α0, α = α1, β = β0, β = β1, γ = γ0, γ = γ1 çàäàþòüñÿ ïåâíi ãðàíè÷íi

óìîâè. Âîíè ìîæåòü áóòè ñôîðìóëüîâàíi â ïåðåìiùåííÿõ, íàïðóæåííÿõ àáî

çìiøàíîìó âèãëÿäi.

Òàê, íàïðèêëàä,

ïðè α = αi : uα = uαi, uβ = uβi, uγ = uγi,

σα = qαi, σαβ = qαβi, σαγ = qαγi;

ïðè β = βi : uα = uαi, uβ = uβi, uγ = uγi,

σβ = qβi, σαβ = qαβi, σβγ = qαγi; (2.14)
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ïðè γ = γi : uα = uαi, uβ = uβi, uγ = uγi,

σγ = qγi, σβγ = qβγi, σαγ = qαγi (i = 0, 1).

Äëÿ ïîâíîòè ïîñòàíîâêè çàäà÷ íàâåäåìî âèðàç ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ äå-

ôîðìàöi¨, êîëè íà ïîâåðõíi α = α0 çàäàíî íàïðóæåííÿ

σα |α=α0
= q(β, γ), (2.15)

Π =

α1∫
α0

β1∫
β0

γ1∫
γ0

{
1

2
(σαeα + σβeβ + σγeγ) + σαβeαβ + σαγeαγ + σβγeβγ

}
×

×HαHβHγdαdβdγ −
β1∫
β0

γ1∫
γ0

q(β, γ)uαHβHγdβdγ.

(2.16)

Ãåîìåòðè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ (2.10), ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè (2.11), ôiçè÷íi

ñïiââiäíîøåííÿ (2.12) òà ãðàíè÷íi óìîâè (2.14) ¹ îñíîâîþ äëÿ ïîáóäîâè

ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi â äèôåðåíöiàëüíié ïîñòàíîâöi ïî âèçíà÷åí-

íþ ÍÄÑ ïðîñòîðîâèõ îðòîòðîïíèõ òië â êðèâîëiíiéíèõ îðòîãîíàëüíèõ ñè-

ñòåìàõ êîîðäèíàò. Âèðàç äëÿ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ (2.16) ¹ îñíîâîþ äëÿ

âèçíà÷åííÿ ÍÄÑ â âàðiàöiéíié ïîñòàíîâöi.

2.2 Cïiââiäíîøåííÿ óòî÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê, ùî áàçó¹òüñÿ íà

ãiïîòåçi ïðÿìî¨ ëiíi¨

2.2.1 Ñïiââiäíîøåííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi äëÿ îáîëîíîê

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè îáîëîíêè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç îðòîòðîïíîãî ìàòåðiàëó,

äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óçàãàëüíåíèé çàêîí Ãóêà. Äåôîðìàöiÿ îáîëîíêè ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ ïiä äi¹þ ðîçïîäiëåíèõ ïîâåðõíåâèõ i êîíòóðíèõ íàâàíòàæåíü.
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Íàâåäåìî îñíîâíi ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi, ùî îïèñóþòü íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíèé ñòàí îáîëîíêè [47].

Âiäíåñåìî îáîëîíêó äî ñïåöiàëüíî âèáðàíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò α1, α2,

α3. Ïðè ÷îìó çà ïî÷àòêîâó âèáèðà¹ìî äåÿêó êîîðäèíàòíó ïîâåðõíþ, âiä-

íåñåíó äî îðòîãîíàëüíî¨ ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò α1, α2. Êîîðäèíàòà

α3 âiäðàõîâó¹òüñÿ ïî íîðìàëi äî öi¹¨ êîîðäèíàòíî¨ ïîâåðõíi. Òîâùèíà îáî-

ëîíêè h âiäðàõîâó¹òüñÿ âiä êîîðäèíàòíî¨ ïîâåðõíi â íàïðÿìêó êîîðäèíàòè

α3 i ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ çìiííîþ, òîáòî h= h(α1, α2).

Ó âèáðàíié ñèñòåìi êîîðäèíàò äëÿ êâàäðàòó äîâæèíè ëiíiéíîãî åëåìåíòà

ñïðàâåäëèâèé âèðàç:

ds2 = H2
1dα

2
1 +H2

2dα
2
2 +H2

3dα
2
3, (2.17)

Íåõàé k1 = k1(α1, α2), k2 = k2(α1, α2) � ãîëîâíi êðèâèíè êîîðäèíà-

òíî¨ ïîâåðõíi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ÿê âåëè÷èíè, îáåðíåíi äî ãîëîâíèõ ðàäió-

ñiâ R1(α1, α2), R2(α1, α2). Êîåôiöi¹íòè Ëàìå ó öüîìó âèïàäêó âèçíà÷àþòüñÿ

ôîðìóëàìè:

H1 = A1(1 + k1α3), H2 = A2(1 + k2α3), H3 = 1 (2.18)

i çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ äèôåðåíöiàëüíèìè çàëåæíîñòÿìè:

∂

∂α1

(
1

H1

∂H2

∂α1

)
+

∂

∂α2

(
1

H2

∂H1

α2

)
= −∂H1

∂α3

∂H2

∂α3
,

∂2H1

∂α2∂α3
− 1

H2

∂H2

∂α3

∂H1

∂α2
= 0, (2.19)

∂2H2

∂α1∂α3
− 1

H1

∂H1

∂α3

∂H2

∂α1
= 0.

Âåëè÷èíè A1 i A2 � êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âèáðàíî¨

êîîðäèíàòíî¨ ïîâåðõíi îáîëîíêè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ïðÿìîêóòíi äå-
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êàðòîâi êîîðäèíàòè x1, x2, x3 çà ôîðìóëàìè:

A1 =

√(
∂x1

∂α1

)2

+

(
∂x2

∂α1

)2

+

(
∂x3

∂α

)2

;

A2 =

√(
∂x1

∂α2

)2

+

(
∂x2

∂α2

)2

+

(
∂x3

∂α2

)2

; (2.20)

ßêùî ó ñïiââiäíîøåííÿ (2.19) ïiäñòàâèòè (2.18) i ïîêëàñòè α3 = 0 , òî

îäåðæèìî ðiâíÿííÿ Êîäàööi-Ãàóññà, ùî çâ'ÿçóþòü â äèôåðåíöiàëüíié ôîðìi

ãîëîâíi êðèâèíè ïîâåðõíi i êîåôiöi¹íòè ¨¨ ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè:

∂

∂α1

(
1

A1

∂A2

∂α1

)
+

∂

∂α2

(
1

A2

∂A1

∂α2

)
= −k1k2A1A2,

∂

∂α1
(A2k2) = k1

∂A2

∂α1
, (2.21)

∂

∂α2
(A1k1) = k2

∂A1

∂α2
.

Ïðè äåôîðìàöi¨ ïåðåìiùåííÿ òî÷îê îáîëîíêè âèçíà÷àþòüñÿ òðüîìà ïðî-

åêöiÿìè: ũ1(α1, α2, α3), ũ2(α1, α2, α3), ũ3(α1, α2, α3) âåêòîðà ïåðåìiùåííÿ

Ū(α1, α2, α3) íà íàïðÿìêè α1, α2, α3 âiäïîâiäíî.

Äåôîðìîâàíèé ñòàí â îêîëi çàäàíî¨ òî÷êè îáîëîíêè îïèñó¹òüñÿ âiäíî-

ñíèìè äåôîðìàöiÿìè ðîçòÿãó (ñòèñêó) e1, e2, e3 i âiäíîñíèìè äåôîðìàöiÿìè

çñóâó e12, e13, e23. Ñêëàäîâi äåôîðìàöi¨, ùî óòâîðþþòü ñèìåòðè÷íèé òåíçîð

äðóãîãî ðàíãó, çàäîâîëüíÿþòü çàëåæíîñòi, ÿêi ñïðàâåäëèâi ïðè áóäü-ÿêèõ

çíà÷åííÿõ ïåðåìiùåíü ũ1, ũ2, ũ3.

Ç ïåðåìiùåííÿìè ũ1, ũ2, ũ3 êîìïîíåíòè äåôîðìàöi¨ çâ'ÿçàíi òàêèìè âè-

ðàçàìè:

e1 =
1

H1

∂ũ1

∂α1
+

1

H1H2

∂H1

∂α2
ũ2 +

1

H1

∂H1

∂α3
ũ3,

e2 =
1

H2

∂ũ2

∂α2
+

1

H1H2

∂H2

∂α1
ũ1 +

1

H2

∂H2

∂α3
ũ3,
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e3 =
∂ũ3

∂α3
, e12 =

H1

H2

∂

∂α2

(
ũ1

H1

)
+
H2

H1

∂

∂α1

(
ũ2

H2

)
, (2.22)

e23 = H2
∂

∂α3

(
ũ2

H2

)
+

1

H2

∂ũ3

∂α2
, e13 = H1

∂

∂α3

(
ũ1

H1

)
+

1

H1

∂ũ3

∂α1
.

Íàïðóæåíèé ñòàí â ñèñòåìi êîîðäèíàò, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, âèçíà÷à¹òüñÿ

òðüîìà íîðìàëüíèìè íàïðóæåííÿìè: σ1, σ2, σ3 i øiñòüìà äîòè÷íèìè íàïðó-

æåííÿìè σ12, σ21, σ31, σ13, σ23, σ32, äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâèé çàêîí ïàðíîñòi

äîòè÷íèõ íàïðóæåíü σ12 = σ21, σ13 = σ31, σ23 = σ32.

Êîìïîíåíòè íàïðóæåíü â îáîëîíöi, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðiâíîâàçi ïiä äi¹þ

ïîâåðõíåâèõ i îá'¹ìíèõ ñèë, çàäîâîëüíÿþòü òðè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

ðiâíîâàãè, ùî ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

∂

∂α1
(H2σ1)− σ2

∂H2

∂α1
+

1

H1

∂

∂α2
(H2

1σ12)+

+
1

H1

∂

∂α3
(H2

1H2σ13) +H1H2p1 = 0,

∂

∂α2
(H1σ2)− σ1

∂H1

∂α2
+

1

H2

∂

∂α1
(H2

2σ12)+

+
1

H2

∂

∂α3
(H1H

2
2σ23) +H1H2p2 = 0, (2.23)

∂

∂α3
(H1H2σ3)− σ1H2

∂H1

∂α3
− σ2H1

∂H2

∂α3
+

+
∂

∂α1
(H2σ13) +

∂

∂α2
(H1σ23) +H1H2p3 = 0,

äå p1, p2, p3 � ïðîåêöi¨ âåêòîðà îá'¹ìíèõ ñèë íà íàïðÿìêè α1, α2, α3 âiäïî-

âiäíî.

Òàê ÿê ðîçãëÿäàþòüñÿ àíiçîòðîïíi ìàòåðiàëè, ó ÿêèõ â êîæíié òî÷öi

iñíóþòü òðè îðòîãîíàëüíi ïëîùèíè ïðóæíî¨ ñèìåòði¨, çàêîí Ãóêà äëÿ öüîãî

âèäó ïðóæíî¨ ñèìåòði¨ (îðòîòðîïi¨) ìà¹ âèãëÿä:

e1 = a11σ1 + a12σ2 + a13σ3,

e2 = a12σ1 + a22σ2 + a23σ3,
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e3 = a13σ1 + a23σ2 + a33σ3, (2.24)

e23 = a44σ23, e31 = a55σ31, e12 = a66σ12.

Ïðóæíi êîíñòàíòè, ùî âõîäÿòü ó öi âèðàçè, âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç òåõíi÷íi

ñòàëi ìàòåðiàëó:

a11 =
1

E1
, a22 =

1

E2
, a33 =

1

E3
, a12 = −ν21

E1
= −ν12

E2
,

a13 = −ν13

E3
= −ν31

E1
, a23 = −ν32

E2
= −ν23

E3
, (2.25)

a44 =
1

G23
, a55 =

1

G13
, a66 =

1

G12
.

Ó âèðàçàõ (2.25) E1, E2, E3 � ìîäóëi ïðóæíîñòi ïî íàïðÿìêàõ α1, α2,

α3 âiäïîâiäíî, G23, G13, G12� ìîäóëi çñóâó äëÿ ïëîùèí, ïàðàëåëüíèõ êî-

îðäèíàòíèì ïîâåðõíÿì α1 = const, α2 = const, α3 = const; ν21, ν32, ν13, ν12,

ν23, ν31 � êîåôiöi¹íòè Ïóàññîíà, ùî õàðàêòåðèçóþòü ïîïåðå÷íèé ñòèñê ïðè

ðîçòÿãó â íàïðÿìêó îñåé êîîðäèíàò.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ äëÿ îáîëîíîê íåîáõiäíî çàäîâîëüíÿòè óìîâè

íà ïîâåðõíÿõ α1 =const, α2= const, α3= const. Öi óìîâè â êîæíîìó êîíêðå-

òíîìó âèïàäêó â çàëåæíîñòi âiä ñïîñîáó ïðèêëàäàííÿ íàâàíòàæåííÿ àáî

çàêðiïëåííÿ îáìåæóþ÷èõ ïîâåðõîíü çàïèñóþòüñÿ ó íàïðóæåííÿõ, ïåðåìi-

ùåííÿõ àáî ó çìiøàíîìó âèãëÿäi.

2.2.2 Ñóòü ãiïîòåçè ïðÿìîëiíiéíîãî åëåìåíòà òà ïåðåõiä âiä

òðèâèìiðíî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i äî äâîâèìiðíî¨

Çà âèõiäíi áóäåìî ïðèéìàòè ñïiââiäíîøåííÿ óòî÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê, ùî

áàçó¹òüñÿ íà ãiïîòåçi ïðÿìîëiíiéíîãî åëåìåíòà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

1) ïðÿìîëiíiéíèé íîðìàëüíèé äî êîîðäèíàòíî¨ ïîâåðõíi åëåìåíò îáîëîíêè

çàëèøà¹òüñÿ ïðÿìîëiíiéíèì, àëå íå ïåðïåíäèêóëÿðíèì äî äåôîðìîâà-
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íî¨ êîîðäèíàòíî¨ ïîâåðõíi, ïðè öüîìó íå çìiíþþ÷è ñâîþ äîâæèíó;

2) íîðìàëüíèìè íàïðóæåííÿìè íà ïëîùàäêàõ, ïàðàëåëüíèõ äî êîîðäèíà-

òíî¨ ïîâåðõíi, ìîæíà çíåõòóâàòè ïîðiâíÿíî ç àíàëîãi÷íèìè íàïðóæåí-

íÿìè íà ïëîùàäêàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ¨é.

Ó âiäïîâiäíîñòi äî ïðèéíÿòî¨ ãiïîòåçè [47] îòðèìó¹ìî ëiíiéíèé çàêîí

ðîçïîäiëó ïåðåìiùåíü ïî òîâùèíi:

ũ1(α1, α2, α3) = u1(α1, α2) + α3ψ1;

ũ2(α1, α2, α3) = u2(α1, α2) + α3ψ2; (2.26)

ũ3(α1, α2, α3) = w(α1, α2)

Ó öèõ âèðàçàõ u1, u2, w � ïåðåìiùåííÿ òî÷îê êîîðäèíàòíî¨ ïîâåðõíi â

íàïðÿìêàõ α1, α2, α3 âiäïîâiäíî; ψ1, ψ2 � ïîâíi êóòè ïîâîðîòó ïðÿìîëiíié-

íîãî åëåìåíòà.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ïðèéíÿòèé çàêîí ðîçïîäiëó ïåðåìiùåíü ïî òîâùèíi îáî-

ëîíêè (2.26) â ôîðìóëè (2.22), âðàõîâóþ÷è, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ âiäíîñíî

òîíêi îáîëîíêè, i çáåðiãàþ÷è ó âèðàçàõ äëÿ äåôîðìàöié òiëüêè ëiíiéíi ÷ëå-

íè ïî α3, ïðèõîäèìî äî òàêèõ âèðàçiâ

e1(α1, α2, α3) = ε1(α1, α2) + α3κ1(α1, α2),

e2(α1, α2, α3) = ε2(α1, α2) + α3κ2(α1, α2),

e12(α1, α2, α3) = ε12(α1, α2) + α32κ12(α1, α2), (2.27)

e13(α1, α2, α3) = γ1(α1, α2), e23(α1, α2, α3) = γ2(α1, α2),

äå

ε1 =
1

A1

∂u1

∂α1
+

u2

A1A2

∂A1

∂α2
+ k1w; ε2 =

1

A2

∂u2

∂α2
+

u1

A1A2

∂A2

∂α1
+ k2w;
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ε12 =
A2

A1

∂

∂α1

(
u2

A2

)
+
A1

A2

∂

∂α2

(
u1

A1

)
;

κ1 =
1

A1

∂ψ1

∂α1
+

ψ2

A1A2

∂A1

α2
− k1ε1; κ2 =

1

A2

∂ψ2

∂α2
+

ψ1

A1A2

∂A2

α1
− k2ε2;

2κ12 =
A1

A2

∂

∂α2

(
ψ1

A1

)
+
A2

A1

∂

∂α1

(
ψ2

A2

)
− (2.28)

− k1

A1

(
∂u2

∂α1
− u1

A2

∂A1

∂α2

)
− k2

A2

(
∂u1

∂α2
− u2

A1

∂A2

∂α1

)
;

γ1 = ψ1 +
1

A1

∂w

∂α1
− k1u1; γ2 = ψ2 +

1

A2

∂w

∂α2
− k2u2.

Âåëè÷èíè, ùî âõîäÿòü â (2.28) ìàþòü òàêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò: ε1, ε2

õàðàêòåðèçóþòü ðîçòÿã (ñòèñê) êîîðäèíàòíî¨ ïîâåðõíi ïî íàïðÿìêàõ α1, α2;

ε12 � çñóâè; κ1, κ2, κ12 � äåôîðìàöiþ çãèíó òà ñêðó÷óâàííÿ; γ1, γ2 � êóòè

ïîâîðîòó ïðÿìîëiíiéíîãî åëåìåíòà, çóìîâëåíi ïîïåðå÷íèìè çñóâàìè.

Ó âiäïîâiäíîñòi äî îñíîâíî¨ iäå¨ çâåäåííÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ïðó-

æíîñòi äî äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i ïðî äåôîðìàöiþ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi çàìiñòü

íàïðóæåíü ââîäÿòüñÿ ñòàòè÷íî åêâiâàëåíòíi ¨ì âåëè÷èíè � çóñèëëÿ i ìî-

ìåíòè:

N1 =

h
2∫

−h
2

σ1(1 + k2α3)dα3; N2 =

h
2∫

−h
2

σ2(1 + k1α3)dα3;

N12 =

h
2∫

−h
2

σ12(1 + k2α3)dα3;N21 =

h
2∫

−h
2

σ21(1 + k1α3)dα3;

Q1 =

h
2∫

−h
2

σ13(1 + k2α3)dα3; Q2 =

h
2∫

−h
2

σ23(1 + k1α3)dα3; (2.29)

M1 =

h
2∫

−h
2

σ1(1 + k2α3)α3dα3; M2 =

h
2∫

−h
2

σ2(1 + k1α3)α3dα3;
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M12 =

h
2∫

−h
2

σ12(1 + k2α3)α3dα3;M21 =

h
2∫

−h
2

σ21(1 + k1α3)dα3.

Â öèõ âèðàçàõ N1, N2 � íîðìàëüíi òàíãåíöiàëüíi çóñèëëÿ; N12, N21 �

çñóâàþ÷i òàíãåíöiàëüíi çóñèëëÿ; Q1, Q2 � ïåðåðiçóþ÷i çóñèëëÿ; M1, M2 �

çãèíàþ÷i ìîìåíòè; M12, M21 � ñêðó÷óþ÷i ìîìåíòè.

Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè åëåìåíòà êîîðäèíàòíî¨ ïîâåðõíi áóäóòü ìàòè òàêèé

âèãëÿä:

∂

∂α1
(A2N1)−

∂A2

∂α1
N2 +

∂

∂α2
(A1N21)+

+
∂A1

∂α2
N12 + A1A2k1Q1 + A1A2q1 = 0,

∂

∂α2
(A1N2)−

∂A1

∂α2
N1 +

∂

∂α1
(A2N12)+

+
∂A2

∂α1
N21 + A1A2k2Q2 + A1A2q2 = 0,

∂

∂α1
(A2Q1) +

∂

∂α2
(A1Q2)− A1A2k1N1 − A1A2k2N2 + A1A2q3 = 0,

∂

∂α1
(A2M1)−

∂A2

∂α1
M2 +

∂

∂α2
(A1M21) +

∂A1

∂α2
M12 − A1A2Q1 = 0,

∂

∂α2
(A1M2)−

∂A1

∂α2
M1 +

∂

∂α1
(A2M12) +

∂A2

∂α1
M21 − A1A2Q2 = 0,

N12 − k2M21 −N21 + k1M12 = 0.

(2.30)

Âåëè÷èíè q1, q2, q3 âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòè íàâàíòàæåííÿ, ùî

äiþòü íà ëèöåâèõ ïîâåðõíÿõ îáîëîíêè.

Ñïiââiäíîøåííÿ ïðóæíîñòi äëÿ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê, êîëè êîîðäèíà-
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òíà ïîâåðõíÿ ¹ ñåðåäèííîþ ìàþòü âèãëÿä:

N1 = C11ε1 + C12ε2, N2 = C12ε1 + C22ε2,

N12 = C66ε12 + 2k2D66κ12, N21 = C66ε12 + 2k1D66κ12,

M1 = D11κ1 +D12κ2,M2 = D12κ1 +D22κ2,

M21 = M12 = 2D66κ12, Q1 = K1γ1, Q2 = K2γ2,

(2.31)

äå

C11 =
E1h

1− ν1ν2
, C12 = ν2C11, C22 =

E2h

1− ν1ν2
,

C66 = G12h,D11 =
E1h

3

12(1− ν1ν2)
, D12 = ν2D11,

D22 =
E2h

3

12(1− ν1ν2)
, D66 =

G12h
3

12
, K1 =

5

6
hG13, K2 =

5

6
hG23.

Òóò Cij, Ki, Dij � ïðèâåäåíi äî ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi æîðñòêiñòíi õàðàêòå-

ðèñòèêè îáîëîíêè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ¨¨ òîâùèíîþ òà ïðóæíèìè âëàñòèâî-

ñòÿìè ìàòåðiàëó.

Ïîâíà ñèñòåìà ñïiââiäíîøåíü � ãåîìåòðè÷íèõ (2.28), ñòàòè÷íèõ (2.30)

òà ôiçè÷íèõ (2.31) � ç çàëó÷åííÿì óìîâ íà ãðàíè÷íèõ êîíòóðàõ äîçâîëÿ¹

ñôîðìóëþâàòè ëiíiéíó êðàéîâó çàäà÷ó ïî âèçíà÷åííþ ÍÄÑ îáîëîíîê çìií-

íî¨ òîâùèíè íà îñíîâi çñóâíî¨ òåîði¨ Òèìîøåíêà.

2.3 Ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

Íàâåäåíi â ïiäðîçäiëi 2.2 îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðó-

æíîñòi äëÿ íåîäíîðiäíîãî îðòîòðîïíîãî òiëà òà óòî÷íåíî¨ òåîði¨ Òèìîøåíêà

äëÿ îáîëîíîê ðiçíî¨ ôîðìè çi çìiííîþ òîâùèíîþ äîçâîëÿþòü ñôîðìóëþ-

âàòè òðèâèìiðíi i äâîâèìiðíi ëiíiéíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî îïè-

ñóþòü ÍÄÑ öèõ îá'¹êòiâ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ âêàçàíèõ çàäà÷ ðîçðîáëÿ¹òüñÿ
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÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé (äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèé) ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà

âèêîðèñòàííi ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ òà äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨. Äåÿêi

çàãàëüíi âiäîìîñòi ïðî öi ìåòîäè íàâîäÿòüñÿ äàëi.

2.3.1 Äåÿêi âiäîìîñòi ïðî ñïëàéí-ôóíêöi¨ i ìåòîä

ñïëàéí-êîëîêàöi¨

Ñïëàéíîì íàçèâàþòü ôóíêöiþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷àñòèí óçàãàëüíåíèõ ïîëi-

íîìiâ ïî çàäàíîìó áàçèñó [1,69]. Íàéáiëüø ïîøèðåíi ïîëiíîìiàëüíi ñïëàéíè,

äëÿ ÿêèõ çà áàçèñíi ôóíêöi¨ âèáðàíi ôóíêöi¨ 1, x, x2,... Äàëi îáìåæèìîñÿ

ðîçãëÿäîì ïîëiíîìiàëüíèõ ñïëàéíiâ.

Íåõàé íà âiäðiçêó [x0, xN ] çàäàíà ñiòêà ∆ : x0 < x1 < x2... < xN

Ïîëiíîìiàëüíèì ñïëàéíîì Sm(x) m-ãî ñòåïåíÿ, âèçíà÷åíèì íà ñiòöi ∆,

áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiþ, ÿêà ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿm, íà êîæíîìó iíòåð-

âàëi [xi, xi+1], i = 0, N − 1 i m�1 ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà âñüîìó

âiäðiçêó [x0, xN ].

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì ñïëàéíó ¹ îäèíè÷íà ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà

θ(x) =


1, x ≥ 0,

0, x < 0.

(2.32)

Iíøèì ïðèêëàäîì ìîæå áóòè çðiçàíà ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ

xm+ = xmθ(x) =


xm, x ≥ 0,

0, x < 0.

(2.33)

Ñïëàéí Sm(x) íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèì ïîëiíîìiàëüíèì ñïëàéíîì,

ùî iíòåðïîëþ¹ ôóíêöiþ f (x ) íà ñiòöi ∆̄, ÿêùî âií ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ m

íà êîæíîìó âiäðiçêó [x̄i, x̄i+1], i = 0, N − 1 i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Sm(x̄i) =

f(x̄i), i = 0, N . Ïðè öüîìó âóçëè ñiòêè ∆ íàçèâàþòü âóçëàìè ñïëàéíà, à
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âóçëè ñiòêè ∆̄ � âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨.

Îäíàê ïðè ïîáóäîâi iíòåðïîëÿöiéíîãî ñïëàéíà âèíèêàþòü òðóäíîùi îá-

÷èñëþâàëüíîãî õàðàêòåðó. Äëÿ òîãî, ùîá ¨õ óíèêíóòè, íàé÷àñòiøå äëÿ ðîç-

â'ÿçóâàííÿ çàäà÷ âèêîðèñòîâóþòü àïàðàò Â-ñïëàéíiâ.

Ðîçøèðèìî ñiòêó ∆ : x0 < x1 < x2... < xN äîïîìiæíèìè òî÷êàìè

x−m < ... < x−1 < x0, xN < xN+1 < ... < xN+m i áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñiòêó

∆1 : x−m < ... < x−1 < x0 < x−1 < ... < xN−1 < xN < xN+1 < ... < xN+m,

äå x−1 = x0 − i(x1 − x0), xN+i = xN + i(xN − xN−1), i = 1,m.

Ââåäåìî ôóíêöiþ ϕm(x, t) = (−1)m+1(m + 1)(x − t)m+ . Ïîáóäó¹ìî äëÿ

íå¨ ðîçäiëåíi ðiçíèöi m + 1-ãî ïîðÿäêó ïî çíà÷åííÿõ àðãóìåíòà t =

xi, ..., xi+m+1. Òîäi îäåðæèìî ôóíêöi¨ çìiííî¨ x òàêîãî âèãëÿäó:

B̃i
m = ϕm[x;xi, ..., xi+m+1], i = −m, ..., N − 1. (2.34)

Öi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ áàçèñíèìè ñïëàéíàìè àáî Â-ñïëàéíàìè ñòåïåíÿ

m.

ßêùî âèêîðèñòàòè òîòîæíiñòü

(x− t)m+ = (x− t)m + (−1)m+1(t− x)m+ , (2.35)

òî ìîæíà îòðèìàòè iíøèé âèä çàïèñó (2.34):

B̃i
m(x) = (m+ 1)

i+m+1∑
p=i

(xp − x)m+
ω′m+1,i(xp)

(i = −m, ..., N − 1), (2.36)

äå ωm+1,i(t) =
∏i+m+1

j=1 (t− xj).

Ïðè ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåííÿõ çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè íå ñàìi B -

ñïëàéíè, à íîðìàëiçîâàíi B -ñïëàéíè, ÿêi ìàþòü âèãëÿä



66

Bi
m(x) =

xi+m+1 − xi
m+ 1

B̃i
m(x). (2.37)

Äëÿ íîðìàëiçîâàíèõ B-ñïëàéíiâ ìà¹ ìiñöå ðåêóðåíòíà ôîðìóëà

Bi
m(x) =

x− xi
xi+m − xi

Bi
m−1(x) +

xi+m+1 − x
xi+m+1 − xi+1

Bi+1
m−1(x), (2.38)

ÿêà ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñü ÿê îçíà÷åííÿ B -ñïëàéíiâ. Ïðè öüîìó:

Bi
0(x) =


1, x ∈ [xi, xi+1),

0, x /∈ [xi, xi+1).

(2.39)

Ñèñòåìà ôóíêöié Bi
m(x) (i = −m, ..., N − 1) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ i

óòâîðþ¹ áàçèñ â ïðîñòîði ñïëàéíiâ Sm(∆). Öå îçíà÷à¹, ùî êîæåí ñïëàéí

Sm(x) ∈ Sm(∆) ìîæå áóòè ¹äèíèì ñïîñîáîì çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

Sm(x) =
N−1∑
i=−m

biB
i
m(x), (2.40)

äå bi� äåÿêi ñòàëi êîåôiöi¹íòè.

Ñïëàéíè Bi
m(x) ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

à) Bi
m(x) =


> 0, x ∈ [xi, xi+1),

≡ 0, x /∈ [xi, xi+1);

á)
∞∫
−∞

Bi
m(x)dx =

xi+m+1 − xi
m+ 1

.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíîìiðíó ðîçøèðåíó ñiòêó

∆′ : x−m < ...x−1 < x0 < ... < xN < xN+1 < ... < xN+m(xk+1−xk = h = const).

ßêùî íóìåðóâàòè ñïëàéíè ïî ¨õ ñåðåäíüîìó âóçëó i çàïèñàòè Bi
m(x) çà-

ìiñòü Bi − (m+1)/2
m (x), òîáòî çñóíóòè íóìåðàöiþ íà (m+1)/2 îäèíèöü âïðàâî,
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òî ïåðøi äâà ñïëàéíè íåïàðíîãî ñòåïåíÿ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

Â-ñïëàéíè ïåðøîãî ñòåïåíÿ

Bi
1(x) =



0, −∞ < x < xi−1,

t, xi−1 ≤ x ≤ xi,

1− t, xi ≤ x < xi+1,

0, xi+1 ≤ x <∞;

(2.41)

Â-ñïëàéíè òðåòüîãî ñòåïåíÿ

Bi
3(x) =

1

6



0, −∞ < x < xi−2,

t3, xi−2 ≤ x < xi−1,

−3t3 + 3t2 + 3t+ 1, xi−1 ≤ x < xi,

3t3 − 6t2 + 4, xi ≤ x < xi+1,

(1− t)3, xi+1 ≤ x < xi+2,

0, xi+2 ≤ x <∞;

(2.42)

äå t =
x− xk
h

íà âiäðiçêó [xk, xk+1], k = i = −
m+ 1

2
, i+

m+ 1

2
− 1.

Íàâåäåìî ïðèêëàä ïîáóäîâè B-ñïëàéíiâ äî òðåòüîãî ñòåïåíÿ âêëþ÷íî,

ïðèéíÿâøè ñiòêó âóçëiâ ðiâíîìiðíîþ â ìåæàõ âiä 0 äî 10 ç êðîêîì 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ äëÿ B-ñïëàéíó íóëüîâîãî ñòåïåíÿ Bi
0(x),

îòðèìàòè âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ëåãêî: íà ðèñ. 2.1 çîáðàæåíi ãðàôiêè 1-ãî,

3-ãî òà 8-ãî B-ñïëàéíiâ íóëüîâîãî ñòåïåíÿ. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåí-

òíó ôîðìóëó (2.38), îòðèìà¹ìî B-ñïëàéíè ïåðøîãî ñòåïåíÿ ç íîìåðàìè 1,

3 òà 8 (ðèñ. 2.2). Ïðè öüîìó âèäíî, ÿêùî äëÿ B-ñïëàéíiâ íóëüîâîãî ñòå-

ïåíÿ äîñòàòíüî çàäàòè äâà âóçëè, ó âèïàäêó B-ñïëàéíiâ ïåðøîãî ñòåïåíÿ
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êiëüêiñòü ïîòðiáíèõ âóçëiâ çðîñòà¹ äî òðüîõ.

Ðèñ. 2.1 � B-ñïëàéíè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ ç íîìåðàìè 1, 3 òà 8, ïîáóäîâàíi íà
ðiâíîìiðíié ñiòöi âóçëiâ

Ðèñ. 2.2 � B-ñïëàéíè ïåðøîãî ñòåïåíÿ ç íîìåðàìè 1, 3 òà 8, ïîáóäîâàíi íà
ðiâíîìiðíié ñiòöi âóçëiâ

Ïîáóäîâà B-ñïëàéíiâ äðóãîãî (ðèñ. 2.3) òà òðåòüîãî ñòåïåíÿ (ðèñ. 2.4)

âèìàãà¹ íàÿâíîñòi ùå áiëüøî¨ êiëüêîñòi âóçëiâ: 4 äëÿ ñïëàéíiâ äðóãîãî ñòå-

ïåíÿ òà 5 äëÿ òðåòüîãî. Öå â ïåðøó ÷åðãó ¹ òèì ôàêòîðîì, ùî ïðèçâîäèòü

äî íåîáõiäíîñòi âèêîðèñòàííÿ ðîçøèðåíèõ ñiòîê âóçëiâ çà ïîòðåáè ðîçðà-

õóíêó çíà÷åíü äåêiëüêîõ ñïëàéí-ôóíêöié â êîæíié òî÷öi.

Ùîá çàäîâîëüíèòè ãðàíè÷íi óìîâè çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè íå ñàìi Â-

ñïëàéíè, à ¨õ ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ç ïiäiáðàíèìè ïåâíèì ñïîñîáîì êîåôiöi¹í-

òàìè.

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ B-ñïëàéíiâ ñòåïåíÿ n ìîæóòü âèêîðè-

ñòîâóâàòèñü äëÿ àïðîêñèìàöi¨ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâèõ çàäà÷. Òàêà

àïðîêñèìàöiÿ ¹ îñíîâîþ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöié. Ñóòü öüîãî ìåòîäó ðîç-

ãëÿíåìî íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ [69].
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Ðèñ. 2.3 � B-ñïëàéíè äðóãîãî ñòåïåíÿ ç íîìåðàìè 1, 3 òà 6, ïîáóäîâàíi íà
ðiâíîìiðíié ñiòöi âóçëiâ

Ðèñ. 2.4 � B-ñïëàéíè òðåòüîãî ñòåïåíÿ ç íîìåðàìè 1, 3 òà 6, ïîáóäîâàíi íà
ðiâíîìiðíié ñiòöi âóçëiâ

Íåõàé íåîáõiäíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ:

Ly = α0(x)y(n) + α1(x)y(n−1) + ...+ αn−1(x)y′ + αn(x)y = r(x), (2.43)

(y = y(x), x ∈ [a; b]) ùî çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè

A1ȳ(a) = c̄;

A2ȳ(b) = d̄.

(2.44)

Òóò ȳ = [y, y′, ..., y(n−1)]T ; c̄ = [c1, c2, ..., ck]
T i d̄ = [d1, d2, ..., dn−k]

T �

âåêòîðè-ñòîâï÷èêè. A1 i A2 � çàäàíi ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi âiäïîâiäíî ïîðÿä-

êiâ k × n i (n− k)× n (k < n).

Ââàæà¹ìî, ùî çàäà÷à (2.43),(2.44) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y(x), êîåôiöi-

¹íòè αi ðiâíÿííÿ (2.43) i ïðàâà ÷àñòèíà r(x) � äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨.
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Ââåäåìî íà [a, b] ñiòêó ∆ : a = x0 < x1 < ... < xN = b. Áóäåìî øóêàòè

íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.43),(2.44) ó âèãëÿäi ñïëàéíà S (x ) ñòåïåíÿ

m (m ≥ n + 1, òóò äëÿ âèçíà÷åíîñòi ïîêëàäåìî m = n + 1) ç âóçëàìè íà

ñiòöi ∆.

Çãiäíî ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ áóäåìî âèìàãàòè, ùîá ñïëàéí S (x ), çà-

äîâîëüíÿâ ðiâíÿííÿ (2.48) â òî÷êàõ ξk ∈ [a, b], k = 0, N (óìîâè êîëîêàöi¨) i

êðàéîâi óìîâè (2.44):

L[S(ξk)] = r(ξk);

A1S̄(a) = c̄; (2.45)

A2S̄(b) = d̄.

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.45) ¹ ñèñòåìîþ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî ïàðà-

ìåòðiâ ñïëàéíà. Òî÷êè ξk íàçèâàþòüñÿ âóçëàìè êîëîêàöi¨. �õ êiëüêiñòü âè-

çíà÷à¹òüñÿ ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó ñïëàéíiâ, ÿêà, ÿê âiäîìî, äîðiâíþ¹ N+m.

Òàê ÿê S (x ) çàäîâîëüíÿ¹ N ãðàíè÷íèõ óìîâ, òî êiëüêiñòü âóçëiâ êîëîêàöi¨

ïîâèííà äîðiâíþâàòè N + 1. Çà âóçëè êîëîêàöi¨ íå ìîæíà áðàòè òî÷êè, â

ÿêèõ êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (2.43) ìàþòü îñîáëèâîñòi.

Äàëi ââàæà¹ìî, ùî âóçëè êîëîêàöi¨ âïîðÿäêîâàíi: ξ0 < ξ1 < ... < ξN .

Êîíêðåòíèé âèãëÿä ñèñòåìè (2.45) çàëåæèòü âiä âèáðàíîãî ñïîñîáó

ïðåäñòàâëåííÿ ñïëàéíà S (x ) i âiä ðîçòàøóâàííÿ âóçëiâ êîëîêàöi¨. Íàéïðî-

ñòiøi ñõåìè ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ îäåðæóþòüñÿ, êîëè ñïëàéí ïîáóäîâà-

íèé íà ðiâíîìiðíié ñiòöi i âóçëè êîëîêàöi¨ âèáèðàþòüñÿ òàê, ùî ñïiâïàäàþòü

ç âóçëàìè ñïëàéíà.

Òî÷íiñòü ìåòîäó çàëåæèòü âiä âåëè÷èíè ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ðiâíÿííÿ

â óçëàõ êîëîêàöi¨ ξk:

εk = [LS (y, ξk)]− r (ξk) , k = 0, N (2.46)
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i ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Îñòàííÿ ìîæå äîðiâíþâàòè íó-

ëþ, ÿêùî ìîæëèâî ïîáóäóâàòè ñïëàéí S (x ) òàê, ùîá òî÷íî çàäîâîëüíèòè

ãðàíè÷íi óìîâè (2.44).

Ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ çà ðàõóíîê ñïåöiàëüíîãî âè-

áîðó âóçëiâ êîëîêàöi¨ ìîæíà äîñÿãòè çíà÷íîãî çáiëüøåííÿ ïîðÿäêó òî÷íîñòi

ìåòîäó [69].

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå îäèí iç ñïåöiàëüíèõ ñïîñîáiâ ðîçòàøóâàííÿ òî-

÷îê êîëîêàöi¨.

Íåõàé ñiòêà ∆ óòâîðåíà âóçëàìè xk = a+kh, (k = 0, N ; xN = b; h = b−a
N ),

ïðè÷îìó N = 2p+1 íåïàðíå ÷èñëî, à âóçëè êîëîêàöi¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

ξ2i ∈ [x2i, x2i+1] ; ξ2i+1 ∈ [x2i, x2i+1] ;

ξ2i = x2i + t1h; ξ2i+1 = x2i + t2h(i = 0, p), (2.47)

äå t1 =
1

2
−

√
3

6
; t2 = 1− t1 =

1

2
+

√
3

6
.

Òî÷êè t1 i t2 ¹ êîðåíÿìè ïîëiíîìà Ëåæàíäðà äðóãîãî ñòåïåíÿ

P2(t) = 6t2 − 6t+ 1 íà âiäðiçêó [0; 1].

Òàêèì ÷èíîì, íà êîæíîìó ïðîìiæêó [x2i, x2i+1] ¹ äâà âóçëè êîëîêàöi¨, à

íà ñóñiäíiõ iíòåðâàëàõ [x2i−1, x2i] òà [x2i+1, x2i+2] ¨õ íåìà¹ çîâñiì.

Òàêi âóçëè êîëîêàöi¨ íàçèâàþòü îïòèìàëüíèìè. Áiëüøèé ïîðÿäîê òî÷íî-

ñòi ìîæíà îäåðæàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïëàéíè âèùèõ ñòåïåíiâ. Òàê, íàïðè-

êëàä, çà äîïîìîãîþ ñïëàéíiâ ï'ÿòîãî ñòåïåíÿ, òîáòî ôóíêöié, ùî ÷îòèðè

ðàçè íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi i íà êîæíîìó âiäðiçêó [xi, xi+1] ¹ ïîëiíî-

ìàìè ï'ÿòîãî ñòåïåíÿ, ìîæíà îòðèìàòè ÷åòâåðòèé ïîðÿäîê òî÷íîñòi.

Òàêèì ÷èíîì, íà îñíîâi ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ îäíîâèìiðíà ëiíiéíà

êðàéîâà çàäà÷à (2.43), (2.44) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

(2.45).

Äàëi âèêëàäåíèé ïiäõiä áóäå âèêîðèñòàíèé äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìið-
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íèõ êðàéîâèõ çàäà÷, äå àëãîðèòì áàçó¹òüñÿ íà àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó â

îäíîìó êîîðäèíàòíîìó íàïðÿìêó çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i

÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ â iíøîìó çà äîïîìîãîþ ìåòîäó äèñêðåòíî¨ îðòî-

ãîíàëiçàöi¨.

2.3.2 Îñíîâíi ïîëîæåííÿ ìåòîäó äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨

Ðîçãëÿíåìî äâîòî÷êîâó êðàéîâó çàäà÷ó

dȳ

dx
= A(x)y + f̄(x) (a ≤ x ≤ b) (2.48)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

B1ȳ(a) = b̄1; (2.49)

B2ȳ(b) = b̄2, (2.50)

äå ȳ = [y1, y2, . . . , yn]
T � âåêòîð-ñòîâï÷èê; f̄� âåêòîð-ñòîâï÷èê ïðàâî¨ ÷à-

ñòèíè; A(x ) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n; B1, B2 � çàäàíi ïðÿìîêóòíi

ìàòðèöi âiäïîâiäíî ïîðÿäêiâ k × n i (n − k) × n, (k < n); b̄1, b̄2 � çàäàíi

âåêòîðè.

Ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.48)-(2.50) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

ȳ(x) =
m∑
j=1

cj ȳj(x) + ȳm+1(x), (2.51)

äå m = min{k, n - k} (äëÿ âèçíà÷åíîñòi ïîêëàäà¹ìî m = n − k); ȳj �

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Êîøi äëÿ ñèñòåìè (2.48) i ãðàíè÷íèõ óìîâ (2.49) ïðè

f̄ = b̄1 = 0; ȳm+1 � ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.48) ç íåîäíî-

ðiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (2.49) ïðè x = a.

ßêùî âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi ñèñòåìè (2.48) ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åí-

íÿõ x çíà÷íî âiäðiçíÿþòüñÿ çà âåëè÷èíîþ äiéñíî¨ ÷àñòèíè, òî ïðè iíòåãðó-
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âàííi çi çðîñòàííÿì àðãóìåíòó çà ðàõóíîê âòðàòè çíà÷óùèõ öèôð ñèñòåìà

âåêòîðiâ-ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi ñòà¹ ìàéæå ëiíiéíî çàëåæíîþ i òîìó îá÷è-

ñëåííÿ âòðà÷àþòü ñòiéêiñòü. Ùîá óíèêíóòè öi¹þ ïðîáëåìè, çàñòîñîâóþ÷è

ìåòîä äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, îðòîãîíàëiçó¹ìî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Êîøi â

îêðåìèõ òî÷êàõ [26,37,99,206].

Ðîçäiëèìî âiäðiçîê a ≤ x ≤ b íà ÷àñòèíè òî÷êàìè iíòåãðóâàííÿ xs

(s = 0, N), ìiæ ÿêèìè âèáåðåìî òî÷êè îðòîãîíàëiçàöi¨ xi (i = 0,M). Âèáið

öèõ òî÷îê îáóìîâëåíèé ïîòðiáíîþ òî÷íiñòþ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i.

Ìåòîä äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðÿìîãî i çâîðîòíîãî

õîäiâ. Íåõàé ó òî÷öi xi ïðè ïðÿìîìó õîäi çà äîïîìîãîþ, íàïðèêëàä, ìå-

òîäó Ðóíãå � Êóòòà ç ëiíiéíî íåçàëåæíèìè âåêòîðàìè ïî÷àòêîâèõ óìîâ,

ùî çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâè (2.49), çíàéäåíî ðîçâ'ÿçêè m+1 çàäà÷

Êîøi, ÿêi ïîçíà÷èìî ÷åðåç ūr(xi) (r = 1,m+ 1). Ïðîîðòîíîðìó¹ìî âåêòî-

ðè ū1(xi),ū2(xi),. . . , ūm(xi) çãiäíî ïðîöåäóðè Ãðàìà-Øìiäòà i ïîçíà÷èìî

¨õ ÷åðåç z̄1(xi),z̄2(xi),. . . ,z̄m(xi). Âåêòîðè z̄r âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âåêòîðè ūr

òàê:

z̄r =
1

ωrr
(ūr −

r−1∑
j=1

ωrj z̄j)(r = 1,m), (2.52)

âåêòîð z̄m+1 íå íîðìó¹òüñÿ é îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

z̄m+1 = ūm+1 −
m∑
j=1

ωm+1,j z̄j, (2.53)

äå

ωrr =

√√√√(ūr, ūr)−
r−1∑
j=1

ω2
rj;ωrj = (ūr, z̄j)(j < r)(r = 1,m+ 1). (2.54)
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Ç ôîðìóë (2.52), (2.53) ìîæíà îäåðæàòè



ū1(xi)

ū2(xi)

· · ·

ūm(xi)

ūm+1(xi)


= Ωi



z̄1(xi)

z̄2(xi)

· · ·

z̄m(xi)

z̄m+1(xi)


, (2.55)

äå

Ω(xi) = Ωi =



ω11(xi)

ω21(xi)

· · ·

ωm1(xi)

ωm+1,1(xi)

0

ω22(xi)

· · ·

ωm2(xi)

ωm+1,2(xi)

. . .

. . .

· · ·

. . .

. . .

0

0

· · ·

ωmm(xi)

ωm+1,m(xi)

0

0

· · ·

0

1


. (2.56)

Êîìïîíåíòè âåêòîðiâ z̄r(xi) � öå ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ äëÿ îäåðæàííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi íà âiäðiçêó [xi, xi+1].

Ó êîæíié òî÷öi îðòîãîíàëiçàöi¨ xi ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.48), ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íi óìîâè (2.49), ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

ȳ(xi) =
m∑
j=1

c
(i)
j z̄j(xi) + z̄m+1(xi). (2.57)

Ó òî÷öi x = xN = xM = b íåâiäîìi êîìïîíåíòè c
(M)
1 , c

(M)
2 , . . . , c(M)

m

âåêòîðà c̄(M) âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâè âèêîíàííÿ âåêòîðà ȳ(xM) ãðàíè÷íèõ

óìîâ (2.50). Öèì ñàìèì çàêií÷ó¹òüñÿ ïðÿìèé õiä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i.
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Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.48) â iíòåðâàëi xi ≤ x ≤ xi+1 âèçíà÷à¹òüñÿ

çà ôîðìóëîþ

ȳ(x) =
m∑
j=1

c
(i)
j z̄j(x) + z̄m+1(x). (2.58)

Ïðè çâîðîòíîìó õîäi ïî çíà÷åííÿõ c(i)
j (j = 1,m) âèçíà÷àþòüñÿ ñòàëi

c
(i−1)
j , ïî÷èíàþ÷è ç i=M, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ

c̄(i−1) = [Ω′i]
−1c̄(i)(i = M,M − 1, . . . , 2), (2.59)

äå Ω′j� òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ (2.56), à c̄
(i) � âåêòîð-ñòîâï÷èê ç êîìïîíåí-

òàìè c(i)
1 , c

(i)
2 , . . . , c

(i)
m , 1.

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.59) îäåðæèìî

c(i−1) =


 p∏
j=1

Ωi+j

′

−1

c(i+p), (2.60)

äå p = 1,M − j. Îòæå, ìîæíà çáåðiãàòè iíôîðìàöiþ íå ó âñiõ òî÷êàõ îðòî-

ãîíàëiçàöi¨, à òiëüêè â òèõ, â ÿêèõ ïåðåäáà÷à¹òüñÿ âèâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ,

ÿêèõ çíà÷íî ìåíøå.

2.4 Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöié òà äèñêðåòíî¨

îðòîãîíàëiçàöi¨ äî ðîçâ'ÿçàííÿ îêðåìèõ äâîâèìiðíèõ i

òðèâèìiðíèõ çàäà÷

2.4.1 ÍÄÑ øàðóâàòèõ ïðÿìîêóòíèõ â ïëàíi ïîëîãèõ

îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê

Ðîçãëÿíåìî áàãàòîøàðîâi ïîëîãi ïðÿìîêóòíi â ïëàíi îáîëîíêè [32, 33, 35,

203], çiáðàíi ç íåïàðíîãî ÷èñëà îðòîòðîïíèõ øàðiâ çìiííî¨ òîâùèíè, ùî
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ðîçòàøîâàíi ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi ñòðóêòóðè. Ïðè öüî-

ìó ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî øàðè ïðàöþþòü ñïiëüíî áåç âiäðèâó i êîâçàííÿ. Çà

âèõiäíó ïðèéìà¹ìî ìîäåëü óòî÷íåíî¨ ïîñòàíîâêè, ùî áàçó¹òüñÿ íà ãiïîòåçi

ïðÿìîëiíiéíîãî åëåìåíòà.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò

α1 = x, α2 = y, α3 = z. Òîäi âiäïîâiäíî äî ïðèéíÿòî¨ ãiïîòåçè ïåðåìiùå-

ííÿ îáîëîíêè ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi

ũx(x, y, z) = ux(x, y) + zψx(x, y),

ũy(x, y, z) = uy(x, y) + zψy(x, y),

ũz(x, y, z) = w(x, y).

(2.61)

äå ux, uy, w - ïåðåìiùåííÿ òî÷îê ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi â íàïðÿìêàõ x, y, z;

ψx, ψy - ïîâíi êóòè ïîâîðîòó ïðÿìîëiíiéíîãî åëåìåíòà.

Âiäïîâiäíî äî (2.61) âèðàçè äëÿ äåôîðìàöié çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

ex(x, y, z) = εx(x, y) + zκx(x, y);

ey(x, y, z) = εy(x, y) + zκy(x, y);

exy(x, y, z) = εxy(x, y) + z2κxy(x, y); (2.62)

exz(x, y, z) = γx(x, y); eyz(x, y, z) = γy(x, y),

äå

εx =
∂ux
∂x

+ k1w; εy =
∂uy
∂y

+ k2w;

εxy =
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

;κx =
∂ψx
∂x
− k2

1w;

κy =
∂ψy
∂y
− k2

2w; 2κxy =
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

; (2.63)

γx = ψx − ϑx; γy = ψy − ϑy;
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ϑx = −∂w
∂x

+ k1ux;ϑy = −∂w
∂y

+ k2uy,

äå εx, εy, εxy− òàíãåíöiàëüíi äåôîðìàöi¨, à κx,κy,κxy− äåôîðìàöi¨ çãèíó

ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi; k1, k2 � êðèâèíè â íàïðÿìêàõ êîîðäèíàòíèõ ëiíié x

i y; ϑx, ϑy � êóòè ïîâîðîòó íîðìàëi áåç óðàõóâàííÿ ïîïåðå÷íèõ çcóâiâ;

γx, γy � êóòè ïîâîðîòó íîðìàëi, îáóìîâëåíi ïîïåðå÷íèìè çñóâàìè.

Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ïîëîãèõ îáîëîíîê ìàþòü âèãëÿä:

∂Nx

∂x
+
∂Nyx

∂y
= 0;

∂Ny

∂y
+
∂Nxy

∂x
= 0;

∂Qx

∂x
+
∂Qy

∂y
− k1Nx − k2Ny + q = 0;

∂Mx

∂x
+
∂Myx

∂y
−Qx = 0; (2.64)

∂My

∂y
+
∂Mxy

∂x
−Qy = 0;

Nxy − k2Myx −Nyx − k1Mxy = 0,

äå Nx, Ny, Nxy, Nyx � òàíãåíöiàëüíi íîðìàëüíi i äîòè÷íi çóñèëëÿ; Qx, Qy -

ïåðåðiçóþ÷i çóñèëëÿ; Mx, My, Mxy, Myx � çãèíàþ÷i i ñêðó÷óþ÷i ìîìåíòè; q

� äiþ÷å íàâàíòàæåííÿ.

Ñïiââiäíîøåííÿ ïðóæíîñòi äëÿ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê ñèìåòðè÷íî¨

ñòðóêòóðè ïî òîâùèíi äëÿ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

Nx = C11εx + C12εy; Ny = C12εx + C22εy;

Nxy = C66εxy + 2k2D66κxy; Nyx = C66εxy + 2k1D66κxy;

Mx = D11κx +D12κy; My = D12κx +D22κy; (2.65)

Myx = Mxy = 2D66κxy; Qx = K1γx; Qy = K2γy.
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Ó ñïiââiäíîøåííÿõ (2.65) êîåôiöi¹íòè âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

Cmp =
n∑
i=1

zi∫
zi−1

B(i)
mpdz;

Km =
n∑
i=1

zi∫
zi−1

K̂(i)
m dz; (2.66)

Dmp =
n∑
i=1

zi∫
zi−1

B(i)
mpz

2dz (m, p = 1, 2, 6),

(n - êiëüêiñòü øàðiâ îáîëîíêè ïî òîâùèíi), äå äëÿ êîæíîãî øàðó �

B11 =
Ex

1− νxνy
;B12 = νyB11;

B22 =
Ey

1− νxνy
;B66 = Gxy; (2.67)

K̂1 =
5

6
Gxz; K̂2 =

5

6
Gyz.

Ó ôîðìóëàõ (2.67) Ex, Ey, νx, νy � ìîäóëi ïðóæíîñòi òà êîåôiöi¹íòè Ïóàñ-

ñîíà â íàïðÿìêàõ x i y; Gxy, Gxz, Gyz � ìîäóëi çñóâó äëÿ êîæíîãî øàðó

ñòðóêòóðè.

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ

∂ux
∂x

= ûx;
∂uy
∂x

= ûy;
∂w

∂x
= ŵ;

∂ψx
∂x

= ψ̂x;
∂ψy
∂x

= ψ̂y, (2.68)

òî ç âèêîðèñòàííÿì (2.63) - (2.65) ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié

ux, ûx, uy, ûy, w, ŵ, ψx, ψ̂x, ψy, ψ̂y ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

∂ûx
∂x

= a11ûx + a12
∂ux
∂y

+ a13
∂2ux
∂y2

+ a14ûy + a15
∂uy
∂y

+ a16
∂ûy
∂y

+

+a17w + a18ŵ + a19
∂ψx
∂y

+ a1,10
∂2ψx
∂y2

+ a1,11ψ̂y + a1,12
∂ψ̂y
∂y

;
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∂ûy
∂x

= a21ûx + a22
∂ux
∂y

+ a23
∂ûx
∂y

+ a24uy + a25ûy + a26
∂uy
∂y

+ a27
∂2uy
∂y2

+

+a28w + a29
∂w

∂y
+ a2,10ψ̂x + a2,11

∂ψ̂x
∂y

+ a2,12ψy + a2,13
∂ψy
∂y

+ a2,14
∂2ψy
∂y2

;

∂ŵ

∂x
= a31ux + a32ûx + a33uy + a34

∂uy
∂y

+ a35w + a36ŵ + a37
∂w

∂y
+ (2.69)

+a38
∂2w

∂y2
+ a39ψx + a3,10ψ̂x + a3,11ψy + a3,12

∂ψy
∂y

+ a3,13q;

∂ψ̂x
∂x

= a41ux + a42w + a43ŵ + a44ψx + a45ψ̂x + a46
∂ψx
∂y

+

+a47
∂2ψx
∂y2

+ a48ψ̂y + a49
∂ψy
∂y

+ a4,10
∂ψ̂y
∂y

;

∂ψ̂y
∂y

= a51uy + a52w + a53
∂w

∂y
+ a54ψ̂x + a55

∂ψx
∂y

+ a56
∂ψx
∂y

+

+a57ψy + a58ψ̂y + a59
∂ψy
∂y

+ a5,10
∂2ψy
∂y2

.

Êîåôiöi¹íòè aij â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæàòü âiä x i y.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íà êðàÿõ îáîëîíêè æîðñòêå çàêðiïëåííÿ. Â öüîìó

âèïàäêó

ux = uy = w = 0;ψx = ψy = 0 (2.70)

ïðè x = 0, x = a i ïðè y = 0, y = b.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàíííÿ äàíîãî êëàñó äâîâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ çàñòîñó¹ìî

ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà àïðîêñèìàöi¨ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó â îäíîìó êîîð-

äèíàòíîì íàïðÿìêó çà äîïîìîãîþ ñïëàéí-ôóíêöié, ìåòîäiâ êîëîêàöi¨ òà

äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Â ñèñòåìó (2.69) âõîäÿòü ïîõiäíi âiä øóêàíèõ ôóíêöié ïî çìiííié y íå

âèùå äðóãîãî ïîðÿäêó. Íà öié ïiäñòàâi ïðè àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ïî êî-

îðäèíàòi y ìîæíà îáìåæèòèñÿ ñïëàéí-ôóíêöiÿìè òðåòüîãî ñòåïåíÿ. Òîäi

øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.69) ç âiäïîâiä-
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íèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè ïðåäñòàâèìî â òàêîìó âèãëÿäi:

ux(x, y) =
N∑
i=o

uxi(x)ϕ1i(y); uy(x, y) =
N∑
i=o

uyi(x)ϕ2i(y); (2.71)

w(x, y) =
N∑
i=o

wi(x)ϕ3i(y); (2.72)

ψx(x, y) =
N∑
i=o

ψxi(x)ϕ4i(y); ψy(x, y) =
N∑
i=o

ψyi(x)ϕ5i(y), (2.73)

äå uxi(x), uyi(x), wi(x), ψxi(x), ψyi(x) � øóêàíi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x, ϕji(y)

(j = 1, 5) � ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ B-ñïëàéíiâ íà ðiâíîìiðíié ñiòöi ∆ : 0 = y0 <

y1 < ... < yN = b, ùî çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâàì íà êîíòóðàõ y = 0 i

y = b.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçâ'ÿçêè (2.72) â ðîçâ'ÿçóâàëüíó ñèñòåìó ðiâíÿíü

(2.69), â ãðàíè÷íi óìîâè (2.70) ïðè y = const i âiäïîâiäíî äî ìå-

òîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ âèìàãàþ÷è ¨õ âèêîíàííÿ â çàäàíèõ òî÷êàõ êî-

ëîêàöi¨ ξk = yk ∈ [0, b], k = 0, N , îòðèìó¹ìî ñèñòåìó çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîðÿäêó 10(N + 1) âiäíîñíî ôóíêöié

uxi, ûxi, uyi, ûyi, wi, ŵi, ψxi, ψ̂xi, ψyi, ψ̂yi(i = 0, ..., N), ÿêó ìîæíà ïîäàòè

ó âèãëÿäi
dȲ

dx
= AȲ + f̄ , (2.74)

äå

Ȳ = {ux0, ... uxN , ûx0, ... ûxN , uy0, ... uyN , ûy0, ... ûyN , w0, ... , wN ,

ŵ0, ... ŵN , ψx0, ... ψxN , ψ̂x0, ... ψ̂xN , ψy0, ... ψyN , ψ̂y0, ... ψ̂yN}T−

íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ âiä çìiííî¨ x; f̄ - âåêòîð ïðàâèõ ÷àñòèí; A - êâà-

äðàòíà ìàòðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî¨ çàëåæàòü âiä x.

Ãðàíè÷íi óìîâè ïðè x = 0, x = a äëÿ îòðèìàíî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ
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äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà çàïèñàòè òàê:

B1Ȳ (0) = b̄1;B2Ȳ (a) = b̄2. (2.75)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîâèìiðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.74), (2.75) çàñòîñó¹ìî

ñòiéêèé ÷èñåëüíèé ìåòîä äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ áóëî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i äëÿ òðè-

øàðîâèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê, ðîçãëÿíóòèõ â ñòàòòi [57] ç âèêîðèñòàííÿì êëà-

ñè÷íî¨ òåîði¨. Ïðè öüîìó âåðõíié i íèæíié øàðè îáîëîíîê içîòðîïíi, à âíó-

òðiøíié øàð - îðòîòðîïíèé. Îáîëîíêè çíàõîäÿòüñÿ ïiä äi¹þ íîðìàëüíîãî

íàâàíòàæåííÿ qγ = q0 = const, à ñòîðîíè îáîëîíêè æîðñòêî çàêðiïëåíi.

Ïðèéìà¹ìî, ùî ìîäóëü ïðóæíîñòi Ex = E, ìîäóëü ïðóæíîñòi Ey = µ0E,

ìîäóëü çñóâó Gxy = λ0E, êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ν. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè 3

âàðiàíòè ïðóæíèõ ñòàëèõ âíóòðiøíüîãî øàðó:

I. µ0 = 2; λ0 = 0, 3; ν = 0, 075;

II. µ0 = 1; λ0 = 0, 385; ν = 0, 3;

III. µ0 = 0, 5; λ0 = 0, 125; ν = 0, 15.

Çíà÷åííÿ ïðóæíèõ ñòàëèõ äëÿ âàðiàíòà II âiäïîâiäàþòü içîòðîïíîìó ìà-

òåðiàëó. Òîâùèíà ñåðåäíüîãî øàðó îáîëîíêè äîðiâíþ¹ 0, 4h, à âíóòðiøíüîãî

i çîâíiøíüîãî øàðiâ äîðiâíþ¹ 0, 3h. Âåëè÷èíà ñòðiëè ïiäéîìó f = fx + fy,

äå fx = Rx −
√
R2
x − a2/4, fy = Ry −

√
R2
y − b2/4. Rx = 1/k1, Ry = 1/k2 -

ðàäióñè êðèâèíè ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi.

Ðîçìiðè ïàíåëi â ïëàíi i òîâùèíà îáîëîíêè ðiâíi a = 12, b = 10,

h = 0, 4. Ïðè ðîçðàõóíêàõ ââàæà¹ìî, ùî fx = fy, òîìó ÿêùî fx = 0, 25,

òî Rx = 72, 125, Ry = 50, 125; ÿêùî fx = 0, 5, òî Rx = 36, 25, Ry = 25, 25;

ÿêùî fx = 1, òî Rx = 18, 5, Ry = 13.

Ó òàáëèöi 1 ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ïðîãèíiâ â ïåðåðiçi

x = 6, îòðèìàíèõ â ðîáîòi [57] ç âèêîðèñòàííÿì êëàñè÷íî¨ òåîði¨ îáîëî-

íîê (êîëîíêè à), i ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ çà çàïðîïîíîâàíîþ ìåòîäèêîþ
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(êîëîíêè á). Ïðè öüîìó ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïðè ðîçðàõóíêó çà êëàñè-

÷íîþ òåîði¹þ íå âðàõîâóþòüñÿ õàðàêòåðèñòèêè Gxz i Gyz, i â ñòàòòi [57]

âîíè íå âêàçàíi, òîìó ïðè ðîçðàõóíêó â óòî÷íåíié ïîñòàíîâöi ïðèéìà¹ìî

Gxz = Gyz = Gxy.

ßê âèäíî ç òàáëèöi, ñóòò¹âî¨ ðiçíèöi ìiæ îòðèìàíèìè ðåçóëüòàòàìè íå-

ìà¹, i âèáðàíi ïàðàìåòðè îáîëîíêè äîçâîëÿþòü ïðîâîäèòè äîñèòü òî÷íi ðîç-

ðàõóíêè ÿê ó êëàñè÷íié, òàê i â óòî÷íåíié òåîðiÿõ.

Òàáë. 2.1 � Âåëè÷èíè ïðîãèíiâ, îòðèìàíi ïðè âèêîðèñòàííi ðiçíèõ òåîðié

fx y

wE/q0

I II III

à á à á à á

0

1 410,2 431,9 422,6 438,2 435,7 467,2

2 1235 1272 1268 1293 1307 1364

3 2066 2109 2118 2143 2183 2253

4 2052 2698 2715 2740 2799 2876

5 2861 2907 2928 2952 3018 3097

0,5

1 144,1 149,7 160,9 165,8 155,1 195,4

2 427,3 434 474,5 479,6 546,2 559,00

3 705,5 709,2 779,7 782,2 897,1 907,9

4 896,9 898,2 988,4 988,7 1138 1 146

5 964,2 964,5 1062 1061 1222 1229

1

1 51,7 54,09 60,2 62,27 73,0 77,03

2 147,3 148,90 169,5 170,7 205,6 208,50

3 234,0 233,2 267,1 266 324,1 323,4

4 289,6 286,8 328,7 325,7 399,0 395,5

5 308,3 304,7 349,2 345,6 424,1 419,5

Òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí òðèøàðî-

âî¨ ïîëîãî¨ îáîëîíêè, ó ÿêî¨ âñi øàðè îðòîòðîïíi. Ïðè÷îìó ìàòåðiàë, ç
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ÿêîãî âèãîòîâëåíi øàðè, îäèí i òîé æå, àëå âîëîêíà ó âíóòðiøíüîìó i â

çîâíiøíiõ øàðàõ ðîçòàøîâàíi ïåðïåíäèêóëÿðíî îäèí äî îäíîãî. Â öüîìó

âèïàäêó äëÿ âíóòðiøíüîãî øàðó νx = 0, 277, Ex = 5, 7E0, Ey = 1, 4E0,

Gxy = Gxz = 0, 57E0, Gyz = 0, 5E0, à äëÿ âåðõíüîãî i íèæíüîãî øàðiâ �

νy = 0, 277, Ey = 5, 7E0, Ex = 1, 4E0, Gxy = Gyz = 0, 57E0, Gxz = 0, 5E0.

Òîâùèíè øàðiâ, ðîçìiðè îáîëîíêè i iíøi äàíi âèáðàíî òàêèìè æ ÿê i â

ïîïåðåäíié çàäà÷i. Íà ðèñ. 2.5 ïîêàçàíî ðîçïîäiëè ïðîãèíiâ wE0/q0 â ïå-

ðåðiçi y = 5 â çàëåæíîñòi âiä ñòðiëè ïiäéîìó f . ßê âèäíî ç ãðàôiêiâ, çi

çáiëüøåííÿì ñòðiëè ïiäéîìó ïðîãèíè çìåíøóþòüñÿ. Ïðè öüîìó ïðîãèíè

äëÿ îáîëîíêè çi ñòðiëîþ ïiäéîìó f = 2 ïðèáëèçíî â 9 ðàçiâ ìåíøå íiæ ïðî-

ãèíè äëÿ ïëàñòèíè ç âiäïîâiäíèìè ðîçìiðàìè â ïëàíi. Íà ðèñ. 2.6 ïîêàçàíî

ðîçïîäiëè íàïðóæåíü σx/q0 â ïåðåðiçi y = 5 íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi îáî-

ëîíêè â çàëåæíîñòi âiä ñòðiëè ïiäéîìó f . Ìàêñèìàëüíi íàïðóæåííÿ ïðè

öüîìó äîñÿãàþòüñÿ ó êðàþ îáîëîíêè i äëÿ ïëàñòèíêè âîíè ïåðåâèùóþòü

ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ íàïðóæåíü äëÿ îáîëîíêè çi ñòðiëîþ ïiäéîìó f = 2

áiëüø íiæ â 3 ðàçè.

3

0 0
10/wE q

2 /x a

0f

2

0,5

1

Ðèñ. 2.5 � Ðîçïîäië ïðîãèíiâ ïðè
ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ñòðiëè ïiäéîìó

0
/x q

2 /x a

0,5

0f

1

2

Ðèñ. 2.6 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü ïðè
ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ñòðiëè ïiäéîìó
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2.4.2 Çãèí îïóêëî¨ ÷îòèðèêóòíî¨ ïëàñòèíè ñêëàäíî¨ ôîðìè

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à çãèíó äëÿ îïóêëî¨ ÷îòèðèêóòíî¨ içîòðîïíî¨ ïëàñòè-

íè ñêëàäíî¨ ôîðìè (ðiçíîái÷íà òðàïåöiÿ, òðèêóòíèê, ðîìá, ïàðàëåëîãðàì

òîùî, äèâ., íàïðèêëàä, ðèñ. 2.7 � 2.14) â óòî÷íåíié ïîñòàíîâöi òåîði¨ òèïó

Òèìîøåíêà [198,199]. Îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ öi¹¨ òåîði¨ ïîäàìî â äåêàðòî-

âié ñèñòåìi êîîðäèíàò α1 = x, α2 = y.

Âèðàçèìî äåôîðìàöi¨ çãèíó i êðó÷åííÿ κx, κy, κxy òà êóòè ïîâîðîòó

ïðÿìîëiíiéíîãî åëåìåíòà γx, γy ÷åðåç ïîâíi êóòè ïîâîðîòó ψx, ψy i ïðîãèí

w:

κx =
∂ψx
∂x

; κy =
ψy
∂y

; 2κxy =
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

; (2.76)

γx = ψx +
∂w

∂x
; γy = ψy +

∂w

∂y
.

Ñïiââiäíîøåííÿ ïðóæíîñòi äëÿ ìîìåíòiâ Mx, My, Mxy i ïåðåðiçóþ÷èõ

çóñèëü Qx, Qy ó âèïàäêó içîòðîïíî¨ ïëàñòèíè çàïèñóþòüñÿ òàê:

Mx = D(κx + νκy); My = D(κy + νκx); (2.77)

Mxy =
Gh3

6
κxy; Qx =

5

6
Ghγx; Qy =

5

6
Ghγy,

äå D =
Eh3

12(1ν2)
, G =

E

2(1 + ν)
, ν � êîåôiöiåíò Ïóàññîíà, E� ìîäóëü ïðó-

æíîñòi, h � òîâùèíà ïëàñòèíè.

Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ïëàñòèíè, íàâàíòàæåíî¨ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèì ïî

ïîâåðõíi ïîïåðå÷íèì íàâàíòàæåííÿì q:

∂Qx

∂x
+
∂Qy

∂y
+ q = 0 ;

∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
+Qx = 0, ;

∂My

∂y
+
∂Mxy

∂x
+Qy = 0. (2.78)
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Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.76) â (2.77) i (2.77) â (2.78) îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçóâàëüíi

ðiâíÿííÿ äëÿ êóòiâ ïîâîðîòó i ïðîãèíó:

∂ψx
∂x

+
∂2w

∂x2
+
∂ψy
∂y

+
∂2w

∂y2
= − 6q

5Gh
;

D

(
∂2ψx
∂x2

+ ν
∂2ψy
∂x∂y

)
+
Gh

6

(
h2

2

[
∂2ψx
∂y2

+
∂ψy
∂x∂y

]
− 5

[
ψx +

∂w

∂x

])
= 0;

D

(
∂2ψy
∂y2

+ ν
∂2ψx
∂x∂y

)
+
Gh

6

(
h2

2

[
∂2ψy
∂x2

+
∂ψx
∂x∂y

]
− 5

[
ψy +

∂w

∂y

])
= 0.

(2.79)

Ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ ïëàñòèíè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìå-

òîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

Π =
1

2

∫∫
S

(Mxκx +Myκy + 2Mxyκxy +Qxγx +Qyγy − 2qw)dxdy, (2.80)

äå S - ïëîùà ïëàñòèíè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.76) i (2.77) ìîæíà îòðèìàòè

Π =
1

2

∫∫
S

{
D

[(
∂ψx
∂x

)2

+

(
∂ψy
∂y

)2

+ 2ν
∂ψx
∂x

∂ψy
∂y

]
+

+
Gh3

12

(
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

)2

+ (2.81)

+
5Gh

6

[(
ψx +

∂w

∂x

)2

+

(
ψy +

∂w

∂y

)2
]
− 2qw

}
dxdy.

Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. Ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ â âèêîðèñòàííi ñïiëü-

íî ç ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ îáìåæåíèé òèì, ùî éîãî çðó÷íî

çàñòîñîâóâàòè, äëÿ ïðÿìîêóòíèõ îáëàñòåé. Òîìó äëÿ ïåðåòâîðåííÿ äîâiëü-

íî¨ ÷îòèðèêóòíî¨ îáëàñòi â ïðÿìîêóòíó âèêîðèñòà¹ìî íîâi êîîðäèíàòè ξ, η,
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ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç x, y âèðàçàìè:

x = a1 + a2ξ + a3η + a4ξη; y = b1 + b2ξ + b3η + b4ξη. (2.82)

Êîåôiöi¹íòè ai, bi îòðèìóþòü ç ñèñòåìè 8 ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïiäñòàíîâêîþ

â (2.81) 4 òî÷îê (xi, yi) â ñòàðié ñèñòåìi i 4 òî÷îê (ξi, ηi) â íîâié.

Íàïðèêëàä, ÿêùî (ξi, ηi) =(±1, ±1), òî ïåðåòâîðåííÿ(2.81) çàïèñóþòü

ó âèãëÿäi

x =
4∑
i=1

xiNi, y =
4∑
i=1

yiNi (2.83)

äå Ni íi ùî iíøå, ÿê ôóíêöi¨ ôîðìè ÷îòèðèêóòíîãî ñêií÷åííîãî åëåìåíòà

ïåðøîãî ïîðÿäêó Ni =
1

4
(1 + ξξi)(1 + ηηi).

Äàëi, òàê ÿê íàì çðó÷íî ïðàöþâàòè ç ïðÿìîêóòíîþ îáëàñòþ, âèðàçèìî

âñi ïîõiäíi ïî x, y ÷åðåç ïîõiäíi ïî ξ, η. Äëÿ ïåðøèõ ïîõiäíèõ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ f ôîðìóëè ïåðåõîäó ìàòèìóòü âèãëÿä

∂f

∂x
=

(
∂f

∂ξ

∂y

∂η
− ∂f

∂η

∂y

∂ξ

)/
J ;

∂f

∂y
=

(
∂f

∂η

∂x

∂ξ
− ∂f

∂ξ

∂x

∂η

)/
J, (2.84)

äå J - ÿêîáiàí ïåðåòâîðåííÿ (2.82). Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.84) ìîæíà îòðèìàòè

ÿâíi âèðàçè i äëÿ äðóãèõ ïîõiäíèõ.

Ìåòîä ñïëàéí êîëîêàöi¨. Áóäåìî âiäîáðàæàòè äàíèé ÷îòèðèêóòíèê íà

êâàäðàò [0; 1] × [0; 1] i ïiäñòàâèìî â (2.79) âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ ïî x, y

÷åðåç ïîõiäíi ïî ξ, η. Îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ âèäó:

Lū = 0, (2.85)

äå L - ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó â îáëàñòi ξ, η,
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à ū = {w,ψx, ψy} � øóêàíèé âåêòîð-ôóíêöiÿ. Ãðàíè÷íi óìîâè æîðñòêî-

ãî çàêðiïëåííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ū = 0̄. ßêùî êîíòóð âiëü-

íèé i ðîçòàøîâàíèé ïàðàëåëüíî îñi O y, òî ãðàíè÷íi óìîâè íà íüîìó �

Mx = 0, Qx = 0, Mxy = 0.

Âiäïîâiäíî äî iäå¨ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïðåäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê êðà-

éîâî¨ çàäà÷i (2.85) ó âèãëÿäi:

w =
N∑
i=0

wi(ξ)ϕ1i(η), ψx =
N∑
i=0

ψxi(ξ)ϕ2i(η), ψy =
N∑
i=0

ψyi(ξ)ϕ3i(η), (2.86)

äå wi, ψxi i ψyi - íåâiäîìi ôóíêöi¨ êîîðäèíàòè ξ, ϕij � ëiíiéíi êîìáiíàöi¨

B-ñïëàéíiâ òðåòüîãî ñòåïåíÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi óìîâè íà êðàÿõ

η = const. Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (2.86) â (2.85) i ãðàíè÷íi óìîâè, i âèìàãàþ-

÷è ¨õ âèêîíàííÿ â N + 1 òî÷öi êîëîêàöi¨, îòðèìà¹ìî îäíîâèìiðíó êðàéîâó

çàäà÷ó, ÿêó ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó âèáåðåìî òi

æ ôóíêöi¨, ùî i äëÿ àïðîêñèìàöi¨ êîîðäèíàò (2.82) i äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ÷îòèðèâóçëîâi ñêií÷åííi åëåìåíòè:

w =
4∑
i=1

wiNi ;ψx =
4∑
i=1

ψxiNi;ψy =
4∑
i=1

ψyiNi . (2.87)

wi, ψxi i ψyi - ïðîãèí i ïîâíi êóòè ïîâîðîòó â âóçëîâèõ òî÷êàõ.

Ïiäñòàâèâøè (2.87) â (2.80) i çàñòîñóâàâøè ìåòîä Ðiòöà, òîáòî ïðîâàði-

þâàâøè ïî wj, ψxj i ψyj, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü ïðîãèíó i êóòiâ ïîâîðîòó â âóçëàõ äëÿ åëåìåíòà ç

ïëîùåþ Sk:∫∫
Sk

(
5

3
Gh(ψxiNi + wiNxi)Nxj +

5

3
Gh(ψyiNi + wiNyi)Nyj − 2qNj)dxdy = 0;∫∫

Sk

{D(ψxiNxi)Nxj +Dν(ψyiNyi)Nxj +
Gh3

12
(ψxiNyi + ψyiNxi)Nyj +
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+
5

6
Gh(ψxiNi + wiNxi)Nj}dxdy = 0; (2.88)∫∫

Sk

{D(ψyiNyi)Nyj +Dν(ψxiNxi)Nyj +
Gh3

12
(ψxiNyi + ψyiNxi)Nxj+

+
5

6
Gh(ψyiNi + wiNyi)Nj}dxdy = 0.

Â (2.88) âèðàçè ç ïàðíèìè iíäåêñàìè ñóìóþòüñÿ (çíàêè ñóìîâóâàííÿ ïî i

ïðîïóùåíî). Nxi =
∂Ni

∂x
, Nyi =

∂Ni

∂y
âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ (2.84). Äëÿ

îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ ìåòîäîì Ãàóññà â (2.88) íåîáõiäíî òàêîæ ïåðåòâî-

ðåííÿ (2.83), òàê ÿê
∫∫

Sk
f(x, y)dxdy =

∫ 1
−1

∫ 1
−1 f(ξ, η)Jdξdη. Îá÷èñëèâøè

êîåôiöi¹íòè ñèñòåì äëÿ âñiõ k åëåìåíòiâ i ñêëàâøè ç íèõ àíñàìáëü, îòðè-

ìà¹ìî ðîçâ'ÿçóâàëüíó ñèñòåìó äëÿ âñi¹¨ îáëàñòi.

Ç âèêîðèñòàííÿì îïèñàíèõ ïiäõîäiâ ïðîâåäåíî ðîçðàõóíîê íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïëàñòèí, çàãàëüíi îáðèñè ÿêèõ i ðîçïîäiëè ïðîãèíiâ

wE/q ïîêàçàíi íà ðèñ. 2.7 - 2.10. Ïåðøà ïëàñòèíà � êâàäðàò çi ñòîðîíîþ

2, íàñòóïíi äâi ïëàñòèíè � ðiâíîáåäðåíi òðàïåöi¨, ÷è¨ âåðøèíè çàäàíi òàê,

ùî ïëîùà ÷îòèðèêóòíèêà çàëèøà¹òüñÿ ñòàëîþ. Äëÿ òðàïåöi¨, ïîêàçàíî¨ íà

ðèñ. 2.8, îñíîâè ðiâíi 1 i 3, à íà ðèñ. 2.9 � 0,2 i 3,8. Äëÿ ðîçðàõóíêiâ îáðàíî

òàêi ïàðàìåòðè: h = 0, 1, ν = 0, 3, îñíîâè òðàïåöié âiëüíi, à ái÷íi ñòîðîíè

æîðñòêî çàêðiïëåíi. Íà ðèñóíêàõ ïîêàçàíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ìåòîäîì

ñïëàéí-êîëîêàöi¨. Ïðè ðîçðàõóíêàõ áóëî âèêîðèñòàíî 60 òî÷îê êîëîêàöi¨ i

1500 òî÷îê iíòåãðóâàííÿ.

Ïðè âèêîðèñòàííi ÌÑÅ êâàäðàò [0; 1] × [0; 1] ðîçäiëåíî íà åëåìåíòè

ðîçìiðó [0; 1/200] × [0; 1/200] i çà äîïîìîãîþ (2.82) áóëè îòðèìàíi êîîð-

äèíàòè âóçëiâ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ â êîîðäèíàòàõ x, y. Â öüîìó âèïàäêó

ðîçìiðíiñòü ìàòðèöi æîðñòêîñòi 3 × 201 × 201, à øèðèíà ñòði÷êè 3 × 203.

Òàêèì ñïîñîáîì âäàëîñÿ îòðèìàòè õîðîøó çáiæíiñòü (òàáë. 2.2) ç ìåòî-

äîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨, âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îòðèìàíèõ ñèñòåì

ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü çâè÷àéíèé ìåòîä Ãàóññà. Ïîðiâíÿííÿ ìàêñè-
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Òàáë. 2.2 � Ïîðiâíÿííÿ ìàêñèìàëüíèõ ïðîãèíiâ äëÿ ïëàñòèí, îäåðæàíèõ
ðiçíèìè ìåòîäàìè

Ðèñ. 2.7 Ðèñ. 2.8 Ðèñ. 2.9 Ðèñ. 2.10

ÌÑÊ 529,34 1235,6 1576,7 1628,5

ÌÑÅ 527,75 1231,6 1570,8 1622,2

Òàáë. 2.3 � Êîîðäèíàòè âåðøèí ïëàñòèí

îá'¹êò x1 ó1 õ2 ó2 õ3 ó3 õ4 ó4

ðèñ. 2.11 0 1 4 0 4 4 0 4

ðèñ. 2.12 0 1 4 0 4 4 0 5

ðèñ. 2.13 0 1 4 0 4 4 0 3,5

ðèñ. 2.14 0 1 4 0 4 4 0 4,25

ìóìiâ wE/q, ÿêi â öüîìó âèïàäêó, î÷åâèäíî, ñïîñòåðiãàþòüñÿ â òî÷öi x = 1,

y = 0, îòðèìàíèõ çàçíà÷åíèìè äâîìà ìåòîäàìè, íàâåäåíî â òàáëèöi 2.2.

Ñïðîáà ðîçðàõóâàòè ïðîãèíè â òðàïåöi¨ äóæå áëèçüêî¨ äî òðèêóòíèêà, à

ñàìå ç îñíîâàìè 0,02 i 3,98, çà äîïîìîãîþ ïåðøîãî ïiäõîäó áóëà íåâäàëîþ,

à ÌÑÅ ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó âäàëîñÿ, ïðè öüîìó ìàêñèìóì wE/q = 1617, 7

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òðàïåöi¨ íà ðèñ. 2.9 íåñóòò¹âî.

Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî îáèäâà ïiäõîäè âïîðàëèñÿ ç ðîçðàõóíêîì

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òðèêóòíèêà (ðèñ. 2.10). Äëÿ öüîãî òðè

òî÷êè ç ÷îòèðüîõ áóëî ðîçìiùåíî íà îäíié ïðÿìié, òîäi ÷îòèðèêóòíèê âè-

ðîäæó¹òüñÿ â òðèêóòíèê. Ó íàøîìó âèïàäêó, ÿêùî ïåðøà âåðøèíà ìà¹

êîîðäèíàòè (-1; 0), òî íàñòóïíi âåðøèíè ¾÷îòèðèêóòíèêà¿ ïðîòè ãîäèííè-

êîâî¨ ñòðiëêè (1; -2), (1; 2) i, íàïðèêëàä, (0; 1). Ïðî òî÷íiñòü i êîðåêòíiñòü

öüîãî ðîçðàõóíêó ìîæíà ñóäèòè, ïîðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ ìàêñèìóìiâ, îòðè-

ìàíèõ äëÿ òðàïåöi¨ íà ðèñ. 2.9 i òðàïåöi¨ ç îñíîâàìè 0,02 i 3,98.

Òàêîæ áóëè çíàéäåíi ïðîãèíè ïëàñòèí, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 2.11 - 2.14,

êîîðäèíàòè âåðøèí ÿêèõ âêàçàíi â òàáë. 2.3. Ïåðøi òðè òî÷êè çàãàëüíi
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Òàáë. 2.4 � Ìàêñèìàëüíi ïðîãèíè i ¨õ ðîñòàøóâàííÿ äëÿ òðàïåöi¹âèäíèõ
ïëàñòèí

îá'¹êò ìåòîä ðîçðàõóíêó wmaxE/q xmax ymax

ðèñ. 2.11 ÌÑÊ 3161,5 1,5226 2,3299

ÌÑÅ 3144,1 1,52 2,3269

ðèñ. 2.12 ÌÑÊ 7790,9 0 2,8746

ÌÑÅ 7736,4 0 2,88

ðèñ. 2.13 ÌÑÊ 2315,6 1,9413 2,1480

ÌÑÅ 2303,3 1,94 2,1449

ðèñ. 2.14 ÌÑÊ 4016,4 0 2,5578

ÌÑÅ 3990,9 0 2,56

äëÿ âñiõ ïëàñòèí, à ÷åòâåðòà çìiùó¹òüñÿ âçäîâæ ïðÿìî¨ x = 0. Ïðè öüîìó

ñòîðîíà x = 0 âiëüíà, à ðåøòà æîðñòêî çàêðiïëåíi. Ìàêñèìóìè ïðîãèíó

i òî÷êè, äå âîíè äîñÿãàþòüñÿ, îòðèìàíi ðiçíèìè ìåòîäàìè ïðåäñòàâëåíi â

òàáë. 2.4.

Ðèñ. 2.7 � Êâàäðàòíà ïëàñòèíà
(âàðiàíò 1)

Ðèñ. 2.8 � Òðàïåöi¹âèäíà ïëàñòèíà
(âàðiàíò 2)

Ç ðèñ 2.11 - 2.14 âèäíî, ùî ôîðìà ïîâåðõíi ïðîãèíó çíà÷íî çàëåæèòü

âiä ôîðìè i ïëîùi ïëàñòèíè ïðè äàíèõ óìîâàõ çàêðiïëåííÿ êðà¨â. Ìàêñè-

ìàëüíèé ïðîãèí äëÿ ïëàñòèíè ç íàéáiëüøîþ ïëîùåþ (ðèñ. 2.12) ïåðåâèùó¹

ïðîãèí â ïëàñòèíi ç íàéìåíøîþ ïëîùåþ (ðèñ. 2.13) áiëüø íiæ â òðè ðàçè. Ç
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òàáëèöi 2.4 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî âiäíîñíå ðîçõîäæåííÿ ðåçóëüòàòiâ,

îòðèìàíèõ äâîìà ìåòîäàìè, íå ïåðåâèùó¹ 1%.

Ðèñ. 2.9 � Òðàïåöi¹âèäíà ïëàñòèíà
(âàðiàíò 3)

Ðèñ. 2.10 � Òðèêóòíà ïëàñòèíà
(âàðiàíò 4)

Ðèñ. 2.11 � Òðàïåöi¹âèäíà ïëàñòèíà
(âàðiàíò 5)

Ðèñ. 2.12 � Òðàïåöi¹âèäíà ïëàñòèíà
(âàðiàíò 6)
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Ðèñ. 2.13 � Òðàïåöi¹âèäíà ïëàñòèíà
(âàðiàíò 7)

Ðèñ. 2.14 � Òðàïåöi¹âèäíà ïëàñòèíà
(âàðiàíò 8)

Òàêèì ÷èíîì, ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî çãèí îïóêëî¨ ÷îòèðè-

êóòíî¨ ïëàñòèíè ñêëàäíî¨ ôîðìè, ùî îäåðæàíi ç çàñòîñóâàííÿì äâîõ ðiçíèõ

ìåòîäiâ � ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ â ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòî-

ãîíàëiçàöi¨ òà ìåòîäó ñêií÷åíèõ åëåìåíòiâ � ïiäòâåðäèëî âèñîêó ¨õ òî÷íiñòü

i ïðàâîìiðíiñòü âèêîðèñòàííÿ â çàäà÷àõ äàíîãî êëàñó.

2.4.3 ÍÄÑ òîâñòîñòiííî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè â òðèâèìiðíié

ïîñòàíîâöi

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïðÿìîêóòíî¨

ïëàñòèíè-ïëèòè ñòàëî¨ òîâùèíè â îðòîãîíàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò Oxyz

(0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ h) [188].

Âiäïîâiäíî âèõiäíi ðiâíÿííÿ ëiíiéíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ïðè âiäñóòíîñòi

îá'¹ìíèõ ñèë ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä:

ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè:

∂σx
∂x

+
∂σyx
∂y

+
∂σzx
∂z

= 0,

∂σxy
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂σzy
∂z

= 0, (2.89)
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∂σxz
∂x

+
∂σyz
∂y

+
∂σz
∂z

= 0;

cïiââiäíîøåííÿ Êîøi:

ex =
∂u

∂x
, ey =

∂v

∂y
, ez =

∂w

∂z
, exy =

1

2
(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
),

eyz =
1

2
(
∂v

∂z
+
∂w

∂y
), ezx =

1

2
(
∂w

∂x
+
∂u

∂z
) (2.90)

(òóò u, v, w � êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåìiùåííÿ); ñïiââiäíîøåííÿ çàêîíó

Ãóêà:

ex =
1

E
(σx − νσy − νσz),

ey =
1

E
(−νσx + σy − νσz),

ez =
1

E
(−νσx − νσy + σz), (2.91)

exy =
σxy
2µ

, eyz =
σyz
2µ

, ezx =
σzx
2µ

àáî:

σx = 2µex + λθ, σy = 2µey + λθ, σz = 2µez + λθ,

σyz = 2µeyz, σxz = 2µexz, σxy = 2µexy, (2.92)

äå θ = ex + ey + ez, E � ìîäóëü Þíãà, ν � êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà, µ i λ �

ïàðàìåòðè Ëàìå.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.89) � (2.92), ìîæíà çàïèñàòè

ðiâíÿííÿ Ëàìå ó âèãëÿäi:

∂2u

∂z2
= a11

∂2u

∂x2
+ a12

∂2u

∂y2
+ a13

∂2v

∂x∂y
+ a14

∂2w

∂x∂z
,
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∂2v

∂z2
= a21

∂2v

∂y2
+ a22

∂2v

∂x2
+ a23

∂2u

∂x∂y
+ a24

∂2w

∂y∂z
, (2.93)

∂2w

∂z2
= a31

∂2u

∂x∂z
+ a32

∂2v

∂z∂y
+ a33

∂2w

∂x2
+ a34

∂2w

∂y2
,

äå

a11 = a21 = −2µ+ λ

µ
, a12 = a22 = −1,

a13 = a23 = a14 = a24 = −µ+ λ

µ
,

a31 = a32 = − µ+ λ

2µ+ λ
, a33 = a34 = − µ

2µ+ λ
.

Ãðàíè÷íi óìîâè íà ïëîùèíi z = 0:

β11
∂u

∂x
+ β12

∂v

∂y
+ β13

∂w

∂z
= σz0,

β21(
∂w

∂x
+
∂u

∂z
) = σzx0, (2.94)

β31(
∂w

∂y
+
∂v

∂z
) = σzy0;

a íà ïëîùèíi z = h:

β11
∂u

∂x
+ β12

∂v

∂y
+ β13

∂w

∂z
= σzh,

β21(
∂w

∂x
+
∂u

∂z
) = σzxh, (2.95)

β31(
∂w

∂y
+
∂v

∂z
) = σzyh.

Ó öèõ ñèñòåìàõ βij � êîåôiöi¹íòè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿíü (2.90),

(2.92) , à σz0, σzx0, σzy0 � íàïðóæåííÿ, çàäàíi íà íèæíié ëèöåâié ïëîùèíi

ïëèòè, σzh, σzxh, σzyh � íàïðóæåííÿ, çàäàíi íà ¨¨ âåðõíié ïëîùèíi.

Íà ãðàíÿõ ïëèòè x = const i y = const áóäåìî çàäàâàòè óìîâè æîðñòêî-

ãî çàêðiïëåííÿ, àáî øàðíiðíîãî îïèðàííÿ.
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Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.93) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi:

u(x, y, z) =
M∑
j=0

N∑
i=0

uij(z)φ
(u)
i (x)ψ

(u)
j (y),

v(x, y, z) =
M∑
j=0

N∑
i=0

vij(z)φ
(v)
i (x)ψ

(v)
j (y),

w(x, y, z) =
M∑
j=0

N∑
i=0

wij(z)φ
(w)
i (x)ψ

(w)
j (y),

(2.96)

äå uij(z), vij(z), wij(z) � øóêàíi ôóíêöi¨, à ôóíêöi¨ ϕ(α)
i , ψ

(α)
j (α = u, v, w)

âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ B - ñïëàéíiâ íà ðiâíîìiðíèõ ñiòêàõ

0 = x0 < x1 < ... < xN = a i 0 = y0 < y1 < ... < yM = b âiäïîâiäíî ç

óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðè x = 0, x = a , y = 0, y = b.

Çàñòîñó¹ìî ìåòîä êîëîêàöi¨ çà êîîðäèíàòàìè x i y i çâåäåìî ïî÷àòêîâó

çàäà÷ó äî ñèñòåìè 6(N + 1)(M + 1) çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ïiäñòàâèìî (2.96) â ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ i, çãiäíî ìåòîäó ñïëàéí êî-

ëîêàöi¨, áóäåìî âèìàãàòè ¨õ âèêîíàííÿ â (N + 1)(M + 1) òî÷êàõ êîëîêàöi¨

(ξi, ζj). Ïðè âèáîði òî÷îê êîëîêàöi¨ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ íàéêðàùî¨ àïðîêñèìà-

öi¨ ñëiä ðîçãëÿäàòè ñiòêó ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ âóçëiâ ïî êîæíîìó ç íàïðÿì-

êiâ: N = 2n + 1, M = 2m + 1. Íà âiäðiçêàõ [x2i, x2i+1], [y2j, y2j+1] âiçüìåìî

ïî 2 òî÷êè êîëîêàöi¨, à íà âiäðiçêàõ [x2i+1, x2i+2], [y2j+1, y2j+2] - æîäíî¨:

ξ2i ∈ [x2i, x2i+1], ξ2i+1 ∈ [x2i, x2i+1], ζ2j ∈ [y2j, y2j+1], ζ2j+1 ∈ [y2j, y2j+1].

Òî÷êè êîëîêàöi¨ çàäàþòüñÿ çà ïðàâèëîì: ξ2i = x2i + s1hx,

ξ2i+1 = x2i+s2hx, ζ2j = y2j+s1hy, ζ2j+1 = y2j+s2hy, i = 0, ..., n, j = 0, ...,m,

s1 =
1

2
−

√
3

6
, s2 =

1

2
+

√
3

6
.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

Φ(α): ϕ(α)
i(N+1)+j,m(N+1)+n = φ

(α)
m (ξi)ψ

(α)
n (ζj),
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Φ
(α)
x : ϕ(α)x

i(N+1)+j,m(N+1)+n =
(
φ

(α)
m

)′
(ξi)ψ

(α)
j (ζj),

Φ
(α)
y : ϕ(α)y

i(N+1)+j,m(N+1)+n = φ
(α)
m (ξi)

(
ψ

(α)
n

)′
(ζj),

Φ
(α)
xx : ϕ

(α)xx
i(N+1)+j,m(N+1)+n =

(
φ

(α)
m

)′′
(ξi)ψn(ζj)

Φ
(α)
y : ϕ(α)y

i(N+1)+j,m(N+1)+n = φ
(α)
m (ξi)

(
ψ

(α)
n

)′′
(ζj),

Φ
(α)
xy : ϕ

(α)x
i(N+1)+j,m(N+1)+n =

(
φ

(α)
m

)′
(ξi)

(
ψ

(α)
j

)′
(ζj),

(i,m = 0, ...,M ; j, n = 0, ..., N)

ū = {u00, u01, ... , uNM)}T , v̄ = {v00, v01, ..., vNM}T ,

w̄ = {w00, w01, ... , wNM}T .

Òîäi ðîçâ'ÿçóâàëüíà ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìàòè-

ìå âèãëÿä:

dū

dz
= ū′,

dv̄

dz
= v̄′,

dw̄

dz
= w̄′,

dū′

dz
=
(

Φ(u)
)−1

(a11Φ
(u)
xx + a12Φ

(u)
y )ū+ g

+a13

(
Φ(u)

)−1
Φ(v)
xy v̄ + a14

(
Φ(u)

)−1
Φ(w)
x w̄′,

dv̄′

dz
=
(

Φ(v)
)−1

(a21Φ
(v)
yy + a22Φ

(v)
x )v̄+ (2.97)

+a23

(
Φ(v)

)−1
Φ(u)
xy ū+ a24

(
Φ(v)

)−1
Φ(w)
y w̄′,

dw̄′z
dz

= a31

(
Φ(w)

)−1
Φ(u)
x ū′ + a32

(
Φ(w)

)−1
Φ(v)
y v̄′+

+
(

Φ(z)
)−1

(a34Φ
(z)
xx + a35Φ

(z)
z )ūz + a36ū′z,

à ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i ïðè z = 0 :

β11Φ
(u)
x ū+ β12Φ

(v)
y ū+ β13Φ

(w)w̄′ = σ̄z0,

β21(Φ
(w)
x w̄ + Φ(u)ū′) = σ̄zx0,

β31(Φ
(w)
y w̄ + Φ(v)v̄′) = σ̄zy0;

(2.98)
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ïðè z = h:

β11Φ
(u)
x ū+ β12Φ

(v)
y ū+ β13Φ

(w)w̄′ = σ̄zh,

β21(Φ
(w)
x w̄ + Φ(u)ū′) = σ̄zxh,

β31(Φ
(w)
y w̄ + Φ(v)v̄′) = σ̄zyh,

(2.99)

äå

σ̄z0 = {σz0(ξ0, ζ0), σz0(ξ0, ζ1), ... , σz0(ξN , ζM)}T ,

σ̄zx0 = {σzx0(ξ0, ζ0), σzx0(ξ0, ζ1), ... , σzx0(ξN , ζM)}T ,

σ̄zy0 = {σzy0(ξ0, ζ0), σzy0(ξ0, ζ1), ... , σzy0(ξN , ζM)}T ,

σ̄zh = {σzh(ξ0, ζ0), σzh(ξ0, ζ1), ... , σzh(ξN , ζM)}T ,

σ̄zxh = {σzxh(ξ0, ζ0), σzxh(ξ0, ζ1), ... , σzxh(ξN , ζM)}T ,

σ̄zyh = {σzyh(ξ0, ζ0), σzyh(ξ0, ζ1), ... , σzyh(ξN , ζM)}T .

Îòðèìàíó îäíîâèìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó (2.97) � (2.99) ðîçâ'ÿæåìî ìåòî-

äîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Ïîðiâíÿ¹ìî ðîçâ'ÿçêè, îòðèìàíi çàçíà÷åíèì âèùå ñïîñîáîì, ç ðåçóëüòà-

òàìè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ

çà äîïîìîãîþ ðÿäiâ Ôóð'¹.

Ðîçãëÿíåìî ïëèòó ç êîåôiöi¹íòîì Ïóàññîíà: ν = 0.3, ñòîðîíàìè

a = b = 1 i òîâùèíîþ h = 0.1.

Íà ïîâåðõíÿõ z = 0, z = h ãðàíè÷íi óìîâè ìàþòü âèãëÿä:

σz0 = q0, σzx0 = σzy0 = σzh = σzxh = σzyh = 0. (2.100)

Íà ïîâåðõíÿõ x = 0, y = 0, x = a, y = b çàäàþòüñÿ óìîâè øàðíiðíîãî

îïèðàííÿ.

Íåâiäîìi ïåðåìiùåííÿ ñëiä øóêàòè ó âèãëÿäi:

u(x, y, z) =
M∑
m=1

N∑
n=1

umn(z) · cos
mπx

a
· sin nπy

b
,
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v(x, y, z) =
M∑
m=1

N∑
n=1

vmn(z) · sin mπx
a
· cos

nπy

b
, (2.101)

w(x, y, z) =
M∑
m=1

N∑
n=1

wmn(z) · sin mπx
a
· sin nπy

b
.

Òàáë. 2.5 � Ïîðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i îòðèìàíèõ ðiçíèìè ìåòîäàìè

Òî÷êè ŵ

Ìåòîä Ôóð'¹ Ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨

N = M = 10 N = M = 12 N = M = 8 N = M = 10 N = M = 12

x1 45,02033 45,49807 42,00064 44,41573 45,12831

x2 45,14742 45,57635 42,14217 44,45266 45,17275

x3 45,02972 45,50392 41,98917 44,40461 45,11987

x4 5,25082 5,41286 5,03238 5,15272 5,34711

x5 5,27793 5,44781 5,07416 5,17598 5,36545

x6 5,25334 5,42617 4,99898 5,05549 5,31823

x7 31,55733 32,38087 30,54771 31,29320 31,81012

x8 31,62964 32,56701 30,63852 31,59177 32,03407

x9 31,55919 32,40994 30,51882 31,27238 31,89702

x10 31,56892 32,37715 30,62082 31,43316 31,93448

x11 31,63213 32,52827 30,71866 31,72163 32,23512

x12 31,56372 32,38863 30,60007 31,40203 31,88572

x13 5,26328 5,42006 4,94055 5,20162 5,36991

x14 5,28056 5,44973 4,98872 5,22103 5,38872

x15 5,26890 5,42562 4,91002 5,06948 5,28967

Äëÿ êîæíî¨ ïàðè ãàðìîíiê îòðèìà¹ìî êðàéîâó çàäà÷ó âèäó:

u′′mn(z) = −a11 ·
m2π2

a2
· umn(z)− a12 ·

n2π2

b2
· umn(z)−

−a13 ·
mnπ2

ab
· vmn(z) + a14 ·

mπ

a
· w′mn(z),

v′′mn(z) = −a21 ·
n2π2

b2
· vmn(z)− a22 ·

m2π2

a2
· vmn(z)−
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−a23 ·
mnπ2

ab
· umn(z) + a24 ·

nπ

b
· w′mn(z),

w′′mn(z) = −a31 ·
mπ

a
· u′mn(z)− a32 ·

nπ

b
· v′mn(z)−

−a33 ·
m2π2

a2
· wmn(z)− a34 ·

n2π2

b2
· wmn(z),

Òàáë. 2.6 � Ïåðåìiùåííÿ ŵ êâàäðàòíî¨ ïëèòè ó âèïàäêó æîðñòêî çàêðiïëå-
íèõ ái÷íèõ ïîâåðõîíü

Òî÷êè ŵ

N = M = 8 N = M = 10 N = M = 12

x1 21,33551 22,08311 22,36958

x2 21,35532 22,11377 22,41866

x3 21,33482 22,07566 22,35352

x4 0,44823 0,52634 0,61329

x5 0,36532 0,40295 0,48821

x6 0,43987 0,47860 0,59832

x7 10,98637 11,67733 12,23932

x8 11,07328 11,79538 12,86523

x9 11,02764 11,64275 12,21996

x10 11,08794 11,90720 12,48476

x11 11,12658 11,98463 12,95763

x12 11,06545 11,88370 12,45970

x13 0,42711 0,54609 0,62452

x14 0,35753 0,393471 0,49573

x15 0,41008 0,47025 0,61673
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ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè ïðè z = 0:

−β11

mπ

a
umn(z)− β12

nπ

b
vmn(z) + β13

∂wmn(z)

∂z
=

16

π2mn
,

β21(
mπ

a
wmn(z) +

∂umn(z)

∂z
) = 0,

β31(
nπ

b
wmn(z) +

∂vmn(z)

∂z
) = 0,

(2.102)

Òàáë. 2.7 � Ïåðåìiùåííÿ ŵ êâàäðàòíî¨ ïëèòè, êîëè íà ãðàíÿõ x = 0, x = a
óìîâè øàðíiðíîãî îáïèðàííÿ, à ãðàíi y = 0, y = b � æîðñòêî çàêðiïëåíi

Òî÷êè ŵ

N = M = 8 N = M = 10 N = M = 12

x1 30,81812 32,56712 33,05388

x2 31,18303 32,73903 33,21935

x3 30,84975 32,59847 33,08623

x4 1,52978 1,57244 1,59723

x5 1,38204 1,43732 1,47329

x6 1,48573 1,50363 1,52738

x7 18,52583 18,68036 18,72643

x8 18,79567 18,88385 18,94547

x9 18,51361 18,65181 18,70457

x10 18,53947 18,73114 18,75239

x11 18,82884 18,93272 18,98463

x12 18,51794 18,69512 18,73483

x13 1,54708 1,69272 1,74893

x14 1,39171 1,56991 1,61650

x15 1,52833 1,65460 1,71772
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i ïðè z = h:

−β11

mπ

a
umn(z)− β12

nπ

b
vmn(z) + β13

∂wmn(z)

∂z
= 0,

β21(
mπ

a
wmn(z) +

∂umn(z)

∂z
) = 0,

β31(
nπ

b
wmn(z) +

∂vmn(z)

∂z
) = 0.

(2.103)

Òàáë. 2.8 � Ïåðåìiùåííÿ ŵ â ïëèòi ç ñïiââiäíîøåííÿì äîâæèí ñòîðií
a

b
=

1

2
i æîðñòêî çàêðiïëåíèìè ái÷íèìè ãðàíÿìè.

Òî÷êè ŵ

N = M = 8 N = M = 10 N = M = 12

x1 27,42064 27,83095 28,14572

x2 27,66072 27,99072 28,27768

x3 27,45630 27,85478 28,16037

x4 1,32783 1,38292 1,40045

x5 1,22547 1,27741 1,29647

x6 1,29742 1,33413 1,35748

x7 19,22540 19,29739 19,32478

x8 19,34438 19,41389 19,43783

x9 19,19833 19,26367 19,28648

x10 19,22749 19,29683 19,32961

x11 19,34185 19,41402 19,13408

x12 19,19583 19,26462 19,28767

x13 1,33704 1,38199 1,40115

x14 1,22872 1,27658 1,29853

x15 1,29377 1,33418 1,35996

Ïiñëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ çàäà÷ ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ é ïiä-

ñòàíîâêè îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ â ôîðìóëè (2.101), çíàéäåìî çíà÷åííÿ øó-
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êàíèõ ôóíêöié ïåðåìiùåíü.

Òàáë. 2.9 � Ïåðåìiùåííÿ ŵ ïëèòè ç ñïiââiäíîøåííÿì äîâæèí ñòîðií
a

b
=

1

2
,

êîëè ãðàíi x = 0, y = 0 � æîðñòêî çàêðiïëåíi, à íà ãðàíÿõ x = a, y = b �
óìîâè øàðíiðíîãî îïèðàííÿ

Òî÷êè ŵ

N = M = 8 N = M = 10 N = M = 12

x1 48,44676 49,55713 49,88637

x2 48,78501 49,74842 49,92747

x3 48,48334 49,58348 49,89904

x4 1,32839 1,39518 1,42743

x5 1,21390 1,26724 1,29746

x6 1,29838 1,34601 1,39827

x7 25,29932 26,34750 26,97834

x8 25,31839 26,45861 27,08783

x9 25,25348 26,31325 26,96439

x10 44,08239 44,84530 45,12832

x11 44,75498 45,17424 45,25834

x12 44,02472 44,81697 45,09237

x13 8,77382 9,35827 9,75382

x14 8,85483 9,43951 9,87433

x15 8,75931 9,30239 9,71382

Ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ áóëè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè

ïðè ðiçíié êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨, à ñàìå äëÿ M = N = 8, M = N =

10, M = N = 12 i ïðè ðiçíié êiëüêîñòi òî÷îê äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨

(N1 = 50, N2 = 100, N3 = 200). Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè áëèçüêi ìiæ ñîáîþ

ïðè ðiçíié êiëüêîñòi òî÷îê äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, ùî ïiäòâåðäæó¹ çái-

æíiñòü ìåòîäó. Äàíi ðîçðàõóíêiâ íàäàëi áóäåìî ïðåäñòàâëÿòè äëÿN2 = 100.

Ó òàáë. 2.5 íàäàíî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ïåðåìiùåííÿ ŵ =
wE

q0
, îá÷èñëåíi

ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ïðè N = M = 10, N = M = 12 i ìåòîäîì
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ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïðè êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨ N = M = 8, N = M =

10, N = M = 12.

Òàáë. 2.10 � Ïåðåìiùåííÿ ŵ ïðÿìîêóòíî¨ ïëèòè ç ñïiââiäíîøåííÿì ñòîðií
a

b
=

1

4
i æîðñòêî çàêðiïëåíèìè ái÷íèìè ïîâåðõíÿìè.

Òî÷êè ŵ

N = M = 8 N = M = 10 N = M = 12

x1 33,38798 34,28437 34,80289

x2 33,75456 34,97832 35,03556

x3 33,37907 34,26932 34,76594

x4 3,12689 3,45783 3,56424

x5 3,08716 3,38736 3,44174

x6 3,11965 3,44191 3,52603

x7 23,58767 24,68412 25,03432

x8 23,64385 24,72981 25,14793

x9 23,57044 24,66721 24,99727

x10 23,58935 24,69056 25,07974

x11 23,64288 24,71843 25,19041

x12 23,57996 24,67977 25,04298

x13 3,13005 3,44985 3,56418

x14 3,09121 3,37908 3,44152

x15 3,12746 3,45006 3,52607

Ðîçðàõóíêè â öüîìó i â óñiõ íàñòóïíèõ âèïàäêàõ áóëè ïðîâåäåíi äëÿ

òî÷îê:

x1 = (0, 5, 0, 5, 0, 001), x2 = (0, 5, 0, 5, 0, 05), x3 = (0, 5, 0, 5, 0, 099),

x4 = (0, 1, 0, 1, 0, 001), x5 = (0, 1, 0, 1, 0, 05), x6 = (0, 1, 0, 1, 0, 099),

x7 = (0, 3, 0, 3, 0, 001), x8 = (0, 3, 0, 3, 0, 05), x9 = (0, 3, 0, 3, 0, 099),

x10 = (0, 7, 0, 7, 0, 001), x11 = (0, 7, 0, 7, 0, 05), x12 = (0, 7, 0, 7, 0, 099),
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x13 = (0, 9, 0, 9, 0, 001), x14 = (0, 9, 0, 9, 0, 05), x15 = (0, 9, 0, 9, 0, 099).

Òàáë. 2.11 � Ïåðåìiùåííÿ û ïðÿìîêóòíî¨ ïëèòè ç ñïiââiäíîøåííÿì ñòîðií
a

b
=

1

4
i æîðñòêî çàêðiïëåíèìè ái÷íèìè ïîâåðõíÿìè.

Òî÷êè û

N = M = 8 N = M = 10 N = M = 12

x1 0 0 0

x2 0 0 0

x3 0 0 0

x4 -2,30439 -2,32091 -2,34817

x5 -0,06348 -0,04596 -0,03118

x6 2,28704 2,29279 2,32684

x7 -4,13823 -4,17278 -4,23372

x8 -0,00583 -0,00359 -0,00172

x9 4,12965 4,16508 4,21728

x10 4,13823 4,17278 4, 23372

x11 0,00583 0,00359 0,00172

x12 -4,12965 -4,16508 -4,21728

x13 2,30439 2,32091 2,34817

x14 0,06348 0,04596 0,03118

x15 -2,28704 -2,29279 -2,32684

Òàêîæ áóëî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí öi¹¨

æ ïëèòè ïðè æîðñòêî çàêðiïëåííi ái÷íèõ ïîâåðõîíü. Äëÿ öüîãî âèïàäêó

îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïîêàçàíî â òàáë. 2.6.

Íåõàé ó âñiõ íàñòóïíèõ âèïàäêàõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.100), òîâùèíà

ïëàñòèíè h = 0, 1, êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà äîðiâíþ¹ ν = 0.3, ñòîðîíà a = 1.

Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíó ïëèòó çi ñòîðîíàìè a = b = 1 i òàêèìè ãðàíè-

÷íèìè óìîâàìè: íà ãðàíÿõ x = 0, x = a - óìîâè øàðíiðíîãî îáïèðàííÿ, à
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íà ãðàíÿõ y = 0, y = b - æîðñòêå çàêðiïëåííÿ. Ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨

çàäà÷i íàâåäåíî â òàáë. 2.7.

Òàáë. 2.12 � Ïåðåìiùåííÿ v̂ ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè ç ñïiââiäíîøåííÿì ñòî-

ðií
a

b
=

1

4
i æîðñòêî çàêðiïëåíèìè ái÷íèìè ïîâåðõíÿìè.

Òî÷êè v̂

N = M = 8 N = M = 10 N = M = 12

x1 0 0 0

x2 0 0 0

x3 0 0 0

x4 -4,24632 -4,56057 -4,61567

x5 -0,05829 -0,08637 -0,11688

x6 4,23019 4,49625 4,58576

x7 -7,72947 -7,84764 -7,89329

x8 -0,00412 -0,00937 -0,01532

x9 7,71902 7,76342 7,85038

x10 7,72947 7,84764 7,89329

x11 0,00412 0,00937 0,01532

x12 -7,71902 -7,76342 -7,85038

x13 4,24632 4,56057 4,61567

x14 0,05829 0,08637 0,11688

x15 -4,23019 -4,49625 -4,58576

Äàëi áóëà ðîçãëÿíóòà ïðÿìîêóòíà ïëèòà ç ñïiââiäíîøåííÿì äîâæèí ñòî-

ðií
a

b
=

1

2
i æîðñòêî çàêðiïëåíèìè ái÷íèìè ãðàíÿìè. Äëÿ öèõ óìîâ ðîçïî-

äiëè ïåðåìiùåíü ŵ ïîêàçàíi â òàáë. 2.8.

Òàêîæ ïðîâåäåíi ðîçðàõóíêè äëÿ ïðÿìîêóòíî¨ ïëèòè ç ñïiââiäíîøåííÿì

äîâæèí ñòîðií
a

b
=

1

2
i ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, ÿêi âèçíà÷åíi â òàêèé ñïîñiá:

ãðàíi x = 0, y = 0 - æîðñòêî çàêðiïëåíi, à íà ãðàíÿõ x = a, y = b � óìî-

âè øàðíiðíîãî îáïèðàííÿ. Ïðè òàêèõ óìîâàõ îòðèìàíî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨
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ïåðåìiùåííÿ ŵ, ùî ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 2.9.

Â îñòàííüîìó ç ïðèêëàäiâ áóëà âçÿòà ïðÿìîêóòíà ïëàñòèíà ç ñïiââiäíî-

øåííÿì äîâæèí ñòîðií
a

b
=

1

4
i æîðñòêî çàêðiïëåíèìè ái÷íèìè ïîâåðõíÿìè.

Çíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü ŵ äëÿ öüîãî âèïàäêó ïðåäñòàâëåíi â òàáë. 2.10.

Òàêîæ äëÿ öüîãî âèïàäêó çíàéäåíî çíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü û =
uE

q0
,

v̂ =
vE

q0
. Âîíè ïðåäñòàâëåíi â òàáë. 2.11 i 2.12. Çíà÷åííÿ öèõ ôóíêöié íà

öåíòðàëüíié îñi (òî÷êè x1, x2, x3) î÷åâèäíî äîðiâíþþòü íóëþ, ùî âiäîáðà-

æåíî ó âiäïîâiäíèõ êîìiðêàõ òàáëèöü.

ßê âèäíî iç ðåçóëüòàòiâ, ïðåäñòàâëåíèõ â òàáëèöÿõ 2.6 � 2.10, çíà÷å-

ííÿ ôóíêöi¨ ïåðåìiùåííÿ ŵ iñòîòíî çàëåæàòü âiä ãåîìåòði¨ ïëèòè i òèïiâ

ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ïðè çáiëüøåííi äîâæèíè îäíi¹¨ iç ñòîðií ïðîãèí çáiëüøó¹-

òüñÿ. Ïðîãèí ïëèòè ç óìîâàìè øàðíiðíîãî îáïèðàííÿ íà ái÷íèõ ïîâåðõíÿõ

áiëüøå ïðîãèíó òàêî¨ æ ïëèòè ç ¨õ æîðñòêèì çàêðiïëåííÿì.

2.5 Ðåçóëüòàòè òà âèñíîâêè

1. Ïðåäñòàâëåíî îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi íå-

îäíîðiäíîãî àíiçîòðîïíîãî òiëà òà óòî÷íåíî¨ çñóâíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê

ïåðøîãî ïîðÿäêó Òèìîøåíêà â îðòîãîíàëüíèõ êðèâîëiíiéíèõ ñèñòåìàõ

êîîðäèíàò. Öi ñïiââiäíîøåííÿ ¹ îñíîâîþ äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ìåõàíiêî-

ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íåîäíîðiäíèõ

öèëiíäðiâ òà êóëü, à òàêîæ òîâñòîñòiííèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê äî-

âiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó òà çìiííî¨ òîâùèíè ó âèãëÿäi òðèâèìið-

íèõ i äâîâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

2. Íàâåäåíî çàãàëüíi âiäîìîñòi ïðî êëàñ ñïëàéí-ôóíêöié, ïðåäñòàâëåíèõ

àëãåáðà¨÷íèìè ïîëiíîìàìè íà ñêií÷åííîìó íîñi¹âi. Ïðåäñòàâëåíi Â -
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ñïëàéíè ïåðøîãî i òðåòüîãî ïîðÿäêiâ, âiäçíà÷åíî ¨õ õàðàêòåðíi âëàñòè-

âîñòi òà ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ ÿê áàçèñíèõ ôóíêöié äëÿ àïðîêñè-

ìàöi¨ øóêàíîãî ðîçâ'çêó êðàéîâèõ çàäà÷.

3. Íà ïðèêëàäi îäíîâèìiðíî¨ ëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i çàãàëüíîãî âèäó âè-

êëàäåíî ñóòü ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨, ùî ïîëÿãà¹ ó âèêîíàííi òàêèõ

îïåðàöié:

à) àïðîêñèìàöiÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè Â-

ñïëàéíiâ ñòåïåíÿ n òà;

á) çâåäåííÿ âèõiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äî çàäà÷i ëiíiéíî¨ àëãåáðè øëÿõîì

òîòîæíîãî âèêîíàííÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ãðàíè÷íèõ

óìîâ â ôiêñîâàíèõ òî÷êàõ çàäàíîãî âiäðiçêó.

4. Íàâåäåíî îñíîâíi ïîëîæåííÿ ìåòîäó äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨¨

ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíèõ îäíîâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷, ùî ïîëÿãàþòü ó

âèêîíàííi òàêèõ äié:

à) ïðåäñòàâëåííÿ øóêàíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ ÿê ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi,

á) ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ Êîøi ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ó âèãëÿäi ëiíié-

íî íåçàëåæíèõ âåêòîð � ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü ÷àñòèíi ãðàíè-

÷íèõ óìîâ; âèêîðèñòàííÿ îäíîêðîêîâèõ ÿâíèõ ñõåì òèïó Ðóíãå-Êóòòà,

Êóòòà-Ìåðñîíà òîùî;

â) çàñòîñóâàííÿ ïðîöåäóðè îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ â ðÿäi

òî÷îê âiäðiçêà iíòåãðóâàííÿ çà ñïîñîáîì Ãðàìà-Øìiäòà äëÿ çàïîáiãàí-

íÿ ¨õ ¾ñïëþùåííþ¿ i îäåðæàííÿ ñòiéêîãî îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó.

5. Îïèñàíi ìåòîäè ¹ îñíîâîþ ðîçðîáêè äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèõ

(÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèõ) ïiäõîäiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ ÍÄÑ ïðóæíèõ òië

òà òîâñòîñòiííèõ îáîëîíîê, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.
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6. Íà îêðåìèõ êëàñàõ çàäà÷ ñòàòèêè äëÿ òîíêîñòiííèõ i òîâñòîñòiííèõ

îáîëîíîê (ïîëîãi îðòîòðîïíi øàðóâàòi ïàíåëi, îïóêëi ÷îòèðèêóòíi ïëà-

ñòèíè äîâiëüíî¨ ôîðìè, òîâñòîñòiííi ïðÿìîêóòíi ïëàñòèíè-ïëèòè â òðè-

âèìiðíié ïîñòàíîâöi òåîði¨ ïðóæíîñòi) ïðîiëþñòðîâàíî çàñòîñóâàííÿ

îïèñàíèõ ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöi¨ òà äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ äî

ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ äâîâèìiðíèõ òà òðèâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

Âiäìi÷åíà ïðàâîìiðíiñòü çàñòîñóâàííÿ i âèñîêà òî÷íiñòü îäåðæàíèõ ðå-

çóëüòàòiâ çà ìåòîäàìè ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ â

ðîçãëÿíóòîìó êëàñi çàäà÷.



Ðîçäië 3

ÍÄÑ ÖÈËIÍÄÐÈ×ÍÈÕ ÎÁÎËÎÍÎÊ ÍÅÊÐÓÃÎÂÎÃÎ

ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÏÅÐÅÐIÇÓ

Â öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü íàïðóæåíîãî-

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïå-

ðåðiçó çi çìiííîþ òîâùèíîþ íà îñíîâi ïîëîæåíü óòî÷íåíî¨ òåîði¨ òèïó Òè-

ìîøåíêà.

Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè ñêëàäíîãî ïîïåðå÷íîãî ïå-

ðåðiçó, íàïðÿìíà ÿêèõ ¹ ïëîñêîþ ãëàäêîþ êðèâîþ çìiííî¨ òà çíàêîçìií-

íî¨ êðèâèíè, ¹ ðîçðàõóíêîâèìè ñõåìàìè åëåìåíòiâ áàãàòüîõ êîíñòðóêöié

ñó÷àñíî¨ òåõíiêè i áóäiâíèöòâà. Äîñèòü íàçâàòè, íàïðèêëàä, àâòîöèñòåðíè

íåêðóãîâîãî ïåðåðiçó äëÿ òðàíñïîðòóâàííÿ íàôòîïðîäóêòiâ, ñèëîñíi ñïîðó-

äè òà çàõèñíi ïîâåðõíi àïàðàòiâ ïiäâîäíîãî çàíóðåííÿ, ãîôðîâàíi òóíåëüíi

êîíñòðóêöi¨, êàíàëiçàöiéíi i äðåíàæíi ñèñòåìè òîùî. Êðiì øèðîêîãî ïðà-

êòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ, öåé êëàñ îáîëîíîê ïðèâåðòàþòü óâàãó íàóêîâöiâ â

ïëàíi äîñëiäæåííÿ îñîáëèâîñòåé ¨õ äåôîðìóâàííÿ â çàëåæíîñòi âiä ôîðìè

ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó, óìîâ çàêðiïëåííÿ ãðàíè÷íîãî êîíòóðó i ðiçíèõ âèäiâ

íàâàíòàæåííÿ.

Íèæ÷å íàâîäèòüñÿ ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî-

õiäíèõ, ùî îïèñó¹ ÍÄÑ öüîãî êëàñó îáîëîíîê, òà ðîçãëÿíóòî òàêi çàäà÷i

ñòàòèêè: äëÿ içîòðîïíîãî òîíêîñòiííîãî öèëiíäðà â äâîõ âàðiàíòàõ ðåàëi-

çàöi¨¨ äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîãî ïiäõîäó (ç àïðîêñèìàöi¹þ çà íàïðÿìíîþ

i ç àïðîêñèìàöi¹þ çà òâiðíîþ); äëÿ îðòîòðîïíî¨ îáîëîíêè çi ñêëîïëàñòèêó,

109
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ùî ìà¹ çìiííó òîâùèíó çà òâiðíîþ àáî çà íàïðÿìíîþ, òà äëÿ ãîôðîâàíèõ

ïëàñòèíè i öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê åëiïòè÷íîãî ïåðåðiçó ç ãîôðóâàííÿì çà

íàïðÿìíîþ.

3.1 Ðîçâ'ÿçóâàëüíà ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ öèëiíäðè÷íèõ

îáîëîíîê äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó

Äëÿ íåêðóãîâèõ öèëiíäðiâ äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ðiâíÿííÿ, âè-

êëàäåíi â ïiäðîçäiëi 2.2, çíà÷íî ñïðîùóþòüñÿ, îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó

A1 = 1, k1 = 0, à A2 = A2(α2) i k2 = k2(α2). Ïîçíà÷èìî k = k2, òîäi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (2.28) äëÿ âèïàäêó íåêðóãîâèõ öèëiíäðiâ áóäóòü ìàòè âèãëÿä:

ε1 =
∂u1

∂α1
; ε2 =

1

A2

∂u2

∂α2
+ kw; ε12 =

∂

∂u2α1
+

1

A2

∂u1

∂α2
;

κ1 =
∂ψ1

∂α1
; κ2 =

1

A2

∂ψ2

∂α2
− k

(
1

A2

∂u2

∂α2
+ kw

)
; (3.1)

2κ12 =
1

A2

∂ψ1

∂α2
+
∂ψ2

∂α1
− k

A2

∂u1

∂α2
;

γ1 = ψ1 +
∂w

∂α1
; γ2 = ψ2 +

1

A2

∂w

∂α2
− ku2,

à ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè (2.30):

∂N1

∂α1
+

1

A2

∂N21

∂α2
+ q1 = 0,

1

A2

∂N2

∂α2
+
∂N12

∂α1
+ kQ2 + q2 = 0,

∂Q1

∂α1
+

1

A2

∂Q2

∂α2
− kN2 + q3 = 0,

∂M1

∂α1
+

1

A2

∂M21

∂α2
−Q1 = 0, (3.2)

1

A2

∂M2

∂α2
+
∂M12

∂α1
−Q2 = 0.

Âèáåðåìî çà øóêàíi ôóíêöi¨ ïåðåìiùåííÿ u1, u2, w i ïîâíi êóòè ïîâîðîòó

ψ1, ψ2. Ïiäñòàâèìî (3.1) â ñïiââiäíîøåííÿ ïðóæíîñòi (2.31), à îòðèìàíi
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âèðàçè â (3.2). Îäåðæèìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü [164]:

∂C11

∂α1

∂u1

∂α1
+ C11

∂2u1

∂α2
1

+

(
1

A2
2

∂C66

∂α2
− C66A

′
2

A3
2

)
∂u1

∂α2
+
C66

A2
2

∂2u1

∂α2
2

+
1

A2

C66

∂α2

∂u2

∂α1
+

+
1

A2

∂C12

∂α1

∂u2

∂α2
+
C66 + C12

A2

∂2u2

∂α1∂α2
+
∂C12

∂α1
kw + C12k

∂w

∂α1
+ q1 = 0;

1

A2

∂C12

∂α2

∂u1

∂α1
+

1

A2

(
∂C66

∂α1
− k2∂D66

∂α1

)
∂u1

∂α2
+
C66 + C12 − k2D66

A2

∂2u1

∂α1∂α2

−k2K2u2 +
∂C66

∂α1

∂u2

∂α1
+ C66

∂2u2

∂α2
1

+

(
1

A2
2

∂C22

∂α2
− C22A

′
2

A3
2

)
∂2u2

∂α1∂α2
+

+
C22

A2
2

∂2u2

∂α2
2

+
1

A2

(
∂C22

∂α2
k + C22k

′
)
w +

k (K2 + C22)

A2

∂w

∂α2
+

k

A2

∂D66

∂α1

∂ψ1

∂α2
+

+
kD66

A2

∂2ψ1

∂α1∂α2
+ kK2ψ2 + k

∂D66

∂α1

∂ψ2

∂α1
+ kD66

∂2ψ2

∂α2
1

+ q2 = 0;

−kC12
∂u1

∂α1
− 1

A2

(
k′K2 + k

∂K2

∂α2

)
u2 −

k(K2 + C22)

A2

∂u2

∂α2
− k2C22w+

+
∂K1

∂α1

∂w

∂α1
+K1

∂2w

∂α2
1

+

(
1

A2
2

∂K2

∂α2
− K2A

′
2

A3
2

)
∂w

∂α2
+
K2

A2
2

∂2w

∂α2
2

+

+
∂K1

∂α1
ψ1 +K1

∂ψ1

∂α1
+

1

A2

∂K2

∂α2
ψ2 +

K2

A2

∂ψ2

∂α2
+ qγ = 0; (3.3)(

kD66A
′
2 − k′D66A2

A3
2

− k

A2
2

∂D66

∂α2

)
∂u1

∂α2
− kD66

A2
2

∂2u1

∂α2
2

− k

A2

∂D12

∂α1

∂u2

∂α2
−

−kD12

A2

∂2u2

∂α1∂α2
− k2∂D12

∂α1
w − (k2D12 +K1)

∂w

∂α1
−K1ψ1 +

∂D11

∂α1

∂ψ1

∂α1
+

+D11
∂2ψ1

∂α2
1

+

(
1

A2
2

∂D66

∂α2
− −D66A

′
2

A3
2

)
∂ψ1

∂α2
+
D66

A2
2

∂2ψ1

∂α2
2

+

+
1

A2

∂D66

∂α2

∂ψ2

∂α1
+

1

A2

∂D12

∂α1

∂ψ2

∂α2
+
D12 +D66

A2

∂2ψ2

∂α1∂α2
= 0;

− k

A2

∂D66

∂α1

∂u1

∂α2
− kD66

A2

∂2u1

∂α1α2
+ kK2u2+

+

(
kD22A

′
2 − k′D22A2

A3
2

− k

A2
2

∂D22

∂α2

)
∂u2

∂α2
−

−kD22

A2

∂2u2

∂α2
2

− k

A2

(
2k′D22 + k

∂D22

∂α2

)
w−

−k
2D22 +K2

A2

∂w

∂α2
+

1

A2

∂D12

∂α2

∂ψ1

∂α1
+
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+
1

A2

∂D66

∂α1

∂ψ1

∂α2
+
D12 +D66

A2

∂2ψ1

∂α1∂α2
−K2ψ2 +

∂D66

∂α1

∂ψ2

∂α1
+

+D66
∂2ψ2

∂α2
1

+

(
1

A2
2

∂D22

∂α2
− D22A

′
2

A3
2

)
∂ψ2

∂α2
+
D22

A2
2

∂2ψ2

∂α2
2

= 0.

Çàïèøåìî (3.3) ó âèãëÿäi:

a11
∂u1

∂α1
+ a12

∂2u1

∂α2
1

+ a13
∂u1

∂α2
+ a14

∂2u1

∂α2
2

+ a15
∂u2

∂α1
+

+a16
∂u2

∂α2
+ a17

∂2u2

∂α1∂α2
+ a18w + a19

∂w

∂α1
+ q1 = 0;

a21
∂u1

∂α1
+ a22

∂u1

∂α2
+ a23

∂2u1

∂α1∂α2
+ a24u2 + a25

∂u2

∂α1
+

+a26
∂2u2

∂α2
1

+ a27
∂2u2

∂α1∂α2
+ a28

∂2u2

∂α2
2

+ a29w + a2,10
∂w

∂α2
+ a2,11

∂ψ1

∂α2
+

+a2,12
∂2ψ1

∂α1∂α2
+ a2,13ψ2 + a2,14

∂ψ2

∂α1
+ a2,15

∂2ψ2

∂α2
1

+ q2 = 0;

a31
∂u1

∂α1
+ a32u2 + a33

∂u2

∂α2
+ a34w + a35

∂w

∂α1
+ a36

∂2w

∂α2
1

+

+a37
∂w

∂α2
+ a38

∂2w

∂α2
2

+ a39ψ1 + a3,10
∂ψ1

∂α1
+ a3,11ψ2 + a3,12

∂ψ2

∂α2
+ q3 = 0; (3.4)

a41
∂u1

∂α2
+ a42

∂2u1

∂α2
2

+ a43
∂u2

∂α2
+ a44

∂2u2

∂α1∂α2
+ a45w + a46

∂w

∂α1
+ a47ψ1+

+a48
∂ψ1

∂α1
+ a49

∂2ψ1

∂α2
1

+ a4,10
∂ψ1

∂α2
+ a4,11

∂2ψ1

∂α2
2

+

+a4,12
∂ψ2

∂α1
+ a4,13

∂ψ2

∂α2
+ a4,14

∂2ψ2

∂α1∂α2
= 0;

a51
∂u1

∂α2
+ a52

∂2u1

∂α1α2
+ a53u2 + a54

∂u2

∂α2
+ a55

∂2u2

∂α2
2

+ a56w + a57
∂w

∂α2
+

+a58
∂ψ1

∂α1
+ a59

∂ψ1

∂α2
+ a5,10

∂2ψ1

∂α1∂α2
+ a5,11ψ2 + a5,12

∂ψ2

∂α1
+

+a5,13
∂2ψ2

∂α2
1

+ a5,14
∂ψ2

∂α2
+ a5,15

∂2ψ2

∂α2
2

= 0,
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äå

a11 =
∂C11

∂α1
, a12 = C11, a13 =

1

A2
2

∂C66

∂α2
− C66A

′
2

A3
2

, a14 =
C66

A2
2

, a15 =
1

A2

C66

∂α2
,

a16 =
1

A2

∂C12

∂α1
, a17 =

C66 + C12

A2
, a18 =

∂C12

∂α1
k, a19 = C12k;

a21 =
1

A2

∂C12

∂α2
, a22 =

1

A2

(
∂C66

∂α1
− k2∂D66

∂α1

)
, a23 =

C66 + C12 − k2D66

A2
,

a24 = −k2K2, a25 =
∂C66

∂α1
, a26 = C66.a27 =

1

A2
2

∂C22

∂α2
− C22A

′
2

A3
2

,

a28 =
C22

A2
2

, a29 =
1

A2

(
∂C22

∂α2
k + C22k

′
)
, a2,10 =

k (K2 + C22)

A2
,

a2,11 =
k

A2

∂D66

∂α1
, a2,12 =

kD66

A2
, a2,13 = kK2, a2,14 = k

∂D66

∂α1
, a2,15 = kD66;

a31 = −kC12, a32 = − 1

A2

(
k′K2 + k

∂K2

∂α2

)
, a33 = −k(K2 + C22)

A2
,

a34 = −k2C22, a35 =
∂K1

∂α1
, a36 = K1, a37 =

1

A2
2

∂K2

∂α2
− K2A

′
2

A3
2

,

a38 =
K2

A2
2

, a39 =
∂K1

∂α1
, a3,10 = K1, a3,11 =

1

A2

∂K2

∂α2
, a3,12 =

K2

A2

∂ψ2

∂α2
;

a41 =
kD66A

′
2 − k′D66A2

A3
2

− k

A2
2

∂D66

∂α2
, a42 = −kD66

A2
2

, a43 = − k

A2

∂D12

∂α1
,

a44 = −kD12

A2
, a45 = −k2∂D12

∂α1
, a46 = −(k2D12 +K1), a47 = −K1,

a48 =
∂D11

∂α1
, a49 = D11, a4,10 =

1

A2
2

∂D66

∂α2
− D66A

′
2

A3
2

, a4,11 =
D66

A2
2

,

a4,12 =
1

A2

∂D66

∂α2
, a4,13 =

1

A2

∂D12

∂α1
, a4,14 =

D12 +D66

A2
; a51 = − k

A2

∂D66

∂α1
,

a52 = −kD66

A2
, a53 = kK2, a54 =

kD22A
′
2 − k′D22A2

A3
2

− k

A2
2

∂D22

∂α2

a55 = −kD22

A2
, a56 = − k

A2

(
2k′D22 + k

∂D22

∂α2

)
, a57 = −k

2D22 +K2

A2
,

a58 =
1

A2

∂D12

∂α2
, a59 =

1

A2

∂D66

∂α1
, a5,10 =

D12 +D66

A2
, a5,11 = −K2,

a5,12 =
∂D66

∂α1
, a5,13 = D66, a5,14 =

1

A2
2

∂D22

∂α2
− D22A

′
2

A3
2

, a5,15 =
D22

A2
2

.

Äîäàâøè äî (3.4) ãðàíè÷íi óìîâè íà êîíòóðàõ îáîëîíêè, îòðèìà¹ìî äâî-
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âèìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó.

3.2 Çâåäåííÿ äâîâèìiðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äî îäíîâèìiðíî¨ ç

çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ âçäîâæ òâiðíî¨

Ïîäàìî (3.4) ó âèãëÿäi:

∂2u1

∂α2
2

= d11
∂u1

∂α1
+ d12

∂2u1

∂α2
1

+ d13
∂u1

∂α2
+ d14

∂u2

∂α1
+

+d15
∂u2

∂α2
+ d16

∂2u2

∂α1∂α2
+ d17w + d18

∂w

∂α1
+ d19q1;

∂2u2

∂α2
2

= d21
∂u1

∂α1
+ d22

∂u1

∂α2
+ d23

∂2u1

∂α1∂α2
+ d24u2 + d25

∂u2

∂α1
+

+d26
∂2u2

∂α2
1

+ d27
∂2u2

∂α1∂α2
+ d28w + a29

∂w

∂α2
+ d2,10

∂ψ1

∂α2
+

+d2,11
∂2ψ1

∂α1∂α2
+ d2,12ψ2 + d2,13

∂ψ2

∂α1
+ d2,14

∂2ψ2

∂α2
1

+ d2,15q2 = 0;

∂2w

∂α2
2

= d31
∂u1

∂α1
+ d32u2 + d33

∂u2

∂α2
+ d34w + d35

∂w

∂α1
+ d36

∂2w

∂α2
1

+

+d37
∂w

∂α2
+ d38ψ1 + d39

∂ψ1

∂α1
+ d3,10ψ2 + d3,11

∂ψ2

∂α2
+ d3,12q3; (3.5)

∂2ψ1

∂α2
2

= d41
∂u1

∂α1
+ d42

∂2u1

∂α2
1

+ d43
∂u1

∂α2
+ d44

∂u2

∂α1
+ d45

∂u2

∂α2
+

+d46
∂2u2

∂α1∂α2
+ d47w + d48

∂w

∂α1
+ d49ψ1 + d4,10

∂ψ1

∂α1
+ d4,11

∂2ψ1

∂α2
1

+

+d4,12
∂ψ1

∂α2
+ d4,13

∂ψ2

∂α1
+ d4,14

∂ψ2

∂α2
+ d4,15

∂2ψ2

∂α1∂α2
+ d4,16q1;

∂2ψ2

∂α2
2

= d51
∂u1

∂α1
+ d52

∂u1

∂α2
+ d53

∂2u1

∂α1α2
+ d54u2 + d55

∂u2

∂α1
+ d56

∂2u2

∂α2
1

+

+d57
∂u2

∂α2
+ d58

∂2u2

∂α1α2
+ d59w + d5,10

∂w

∂α2
+

+d5,11
∂ψ1

∂α1
+ d5,12

∂ψ1

∂α2
+ d5,13

∂2ψ1

∂α1∂α2
+ d5,14ψ2 + d5,15

∂ψ2

∂α1
+

+d5,16
∂2ψ2

∂α2
1

+ d5,17
∂ψ2

∂α2
+ d5,18q2,
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äå

d11 = −a11

a14
, d12 = −a12

a14
, d13 = −a13

a14
, d14 = −a15

a14
, d15 = −a16

a14
,

d16 = −a17

a14
, d17 = −a18

a14
, d18 = −a19

a14
, d19 = − 1

a14
,

d21 = −a21

a28
, d22 = −a22

a28
, d23 = −a23

a28
, d24 = −a24

a28
, d25 = −a25

a28
,

d26 = −a26

a28
, d27 = −a27

a28
, d28 = −a29

a28
, d29 = −a2,10

a28
, d2,10 = −a2,11

a28
,

d2,11 = −a2,12

a28
, d2,12 = −a2,13

a28
, d2,13 = −a2,14

a28
, d2,14 = −a2,15

a28
, d2,15 = − 1

a28
,

d31 = −a31

a38
, d32 = −a32

a38
, d33 = −a33

a38
, d34 = −a34

a38
, d35 = −a35

a38
,

d36 = −a36

a38
, d37 = −a37

a38
, d38 = −a39

a38
, d39 = −a3,10

a38
, d3,10 = −a3,11

a38
,

d3,11 = −a3,12

a38
, d3,12 = − 1

a38
,

d41 = −a42d11

a4,11
, d42 = −a42d12

a4,11
, d43 = −a41 + a42d13

a4,11
, d44 = −a42d14

a4,11
,

d45 = −a43 + a42d15

a4,11
, d46 = −a44 + a42d16

a4,11
,

d47 = −a45 + a42d17

a4,11
, d48 = −a46 + a42d18

a4,11
, d49 = − a47

a4,11
, d4,10 = − a48

a4,11
,

d4,11 = − a49

a4,11
, d4,12 = −a4,10

a4,11
, d4,13 = −a4,12

a4,11
, d4,14 = −a4,13

a4,11
,

d4,15 = −a4,14

a4,11
, d4,16 = −a42d19

a4,11
; (3.6)

d51 = −a55d21

a5,15
, d52 = −a51 + a55d22

a5,15
, d53 = −a52 + a55d23

a5,15
,

d54 = −a53 + a55d24

a5,15
, d55 = −a55d25

a5,15
, d56 = −a55d26

a5,15
, d57 = − a54

a5,15
,

d58 = −a55d27

a5,15
, d59 = −a56 + a55d28

a5,15
, d5,10 = −a57 + a55d29

a5,15
,

d5,11 = − a58

a5,15
, d5,12 = −a59 + a55d2,10

a5,15
, d5,13 = −a5,10 + a55d2,11

a5,15
,

d5,14 = −a5,11 + a55d2,12

a5,15
, d5,15 = −a5,12 + a55d2,13

a5,15
,



116

d5,16 = −a5,13 + a55d2,14

a5,15
, d5,17 = −a5,14

a5,15
d5,18 = −a55d2,15

a5,15
,

Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.5) ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi:

u(α1, α2) =
N∑
i=o

u1i(α2)ϕ1i(α1), u2(α1, α2) =
N∑
i=o

u2i(α2)ϕ2i(α1),

w(α1, α2) =
N∑
i=o

wi(α2)ϕ3i(α1),

ψ1(α1, α2) =
N∑
i=o

ψ1i(α2)ϕ4i(α1), ψ2(α1, α2) =
N∑
i=o

ψ2i(α2)ϕ5i(α1),

(3.7)

äå u1i(α2), u2i(α2), wi(α2), ψ1i(α2), ψ2i(α2) � øóêàíi ôóíêöi¨ çìiííî¨ α2,

ϕji(α1) (j=1, 5) � ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ B -ñïëàéíiâ òðåòüîãî ñòåïåíÿ íà ðiâíî-

ìiðíié ñiòöi ∆: 0 = α10 < α11 < · · · < α1N = L, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi

óìîâè íà êðèâîëiíiéíèõ êîíòóðàõ α1 = 0 òà α1 = L.

Öi ôóíêöi¨ íà êîíòóðàõ α1 = 0 òà α1 = L ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÷åðåç

B -ñïëàéíè òàê:

à) ÿêùî øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê äîðiâíþ¹ íóëþ íà îáîõ òîðöÿõ, òî

ϕj0(α1) = −4B−1
3 (α1) +B0

3(α1),

ϕj1(α1) = B−1
3 (α1)−

1

2
B0

3(α1) +B1
3(α1),

ϕji(α1) = Bi
3(α1) (i = 2, 3, ..., N − 2),

ϕj,N−1(α1) = BN+1
3 (α1)−

1

2
BN

3 (α1) +BN−1
3 (α1),

ϕjN(α1) = −4BN+1
3 (α1) +BN

3 (α1);

(3.8)

á) ÿêùî ïîõiäíà ïî α1 âiä ðîçâ'ÿçóâàëüíî¨ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ íóëþ íà
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îáîõ òîðöÿõ, òî

ϕj0(α1) = B0
3(α1),

ϕj1(α1) = B−1
3 (α1)−

1

2
B0

3(α1) +B1
3(α1),

ϕji(α1) = Bi
3(α1) (i = 2, 3, ..., N − 2),

ϕj,N−1(α1) = BN+1
3 (α1)−

1

2
BN

3 (α1) +BN−1
3 (α1),

ϕjN(α1) = BN
3 (α1);

(3.9)

â) ÿêùî íà îäíîìó ç òîðöiâ øóêàíà ôóíêöiÿ, à íà iíøîìó ïîõiäíà ïî α1

äîðiâíþ¹ íóëþ, òî êîìáiíóþ÷è ôóíêöiÿìè ϕj,N−1, ϕj,N ç (3.8) òà ϕj1, ϕj0 ç

(3.9) àáî íàâïàêè ìîæåìî çàäîâîëüíèòè ãðàíè÷íi óìîâè íà îáîõ òîðöÿõ.

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (3.7) ó (3.5) i âèìàãàþ÷è âèêîíàííÿ îñòàííiõ â òî-

÷êàõ êîëîêàöi¨ ξk = α1k (k = 0, N), ìîæíà îòðèìàòè òàêi ðiâíÿííÿ:

N∑
i=0

u′′1i(α2)ϕ1i(ξk) = d11(ξk, α2)
N∑
i=0

u1i(α2)ϕ
′
1i(ξk)+

+d12(ξk, α2)
N∑
i=0

u1i(α2)ϕ
′′
1i(ξk) + d13(ξk, α2)

N∑
i=0

u′1i(α2)ϕ1i(ξk)+

+d14(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ
′
2i(ξk) + d15(ξk, α2)

N∑
i=0

u′2i(α2)ϕ2i(ξk)+

+d16(ξk, α2)
N∑
i=0

u′2i(α2)ϕ
′
2i(ξk) + d17(ξk, α2)

N∑
i=0

wi(α2)ϕ3i(ξk)+

+d18(ξk, α2)
N∑
i=0

wi(α2)ϕ
′
3i(ξk) + d19(ξk, α2)q1(ξk, α2),

N∑
i=0

u′′2i(α2)ϕ2i(ξk) = d21(ξk, α2)
N∑
i=0

ui(α2)ϕ
′
1i(ξk)+

d22(ξk, α2)
N∑
i=0

u′1i(α2)ϕ1i(ξk) + d23(ξk, α2)
N∑
i=0

u′1i(α2)ϕ
′
1i(ξk)+
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+d24(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ2i(ξk) + d25(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ
′
2i(ξk)+

+d26(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ
′′
2i(ξk) + d27(ξk, α2)

N∑
i=0

u′2i(α2)ϕ
′
2i(ξk)+

+d28(ξk, α2)
N∑
i=0

wi(α2)ϕ3i(ξk) + d29(ξk, α2)
N∑
i=0

w′i(α2)ϕ3i(ξk)+

+d2,10(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′1i(α2)ϕ4i(ξk) + d2,11(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′1i(α2)ϕ
′
4i(ξk)+

+d2,12(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ2i(α2)ϕ5i(ξk) + d2,13(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ2i(α2)ϕ
′
5i(ξk)+

+d2,14(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ2i(α2)ϕ
′′
5i(ξk) + d2,15(ξk, α2)q2(ξk, α2),

N∑
i=0

w′′i (α2)ϕ3,i = d31(ξk, α2)
N∑
i=0

u1i(α2)ϕ
′
1,i(ξk)+

+d32(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ2,i(ξk) + d33(ξk, α2)
N∑
i=0

u′2i(α2)ϕ2,i(ξk)+

+d34(ξk, α2)
N∑
i=0

wi(α2)ϕ3,i(ξk) + d35(ξk, α2)
N∑
i=0

wi(α2)ϕ
′
3,i(ξk)+

+d36(ξk, α2)
N∑
i=0

wi(α2)ϕ
′′
3,i(ξk) + d37(ξk, α2)

N∑
i=0

w′i(α2)ϕ3,i(ξk)+

+d38(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ1i(α2)ϕ4,i(ξk) + d39(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ1i(α2)ϕ
′
4,i(ξk)+

+d3,10(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ2i(α2)ϕ5,i(ξk) + d3,11(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′2i(α2)ϕ5,i(ξk)+ (3.10)

+d3,12(ξk, α2)qγ(ξk, α2),

N∑
i=0

ψ′′1i(α2)ϕ4i(ξk) = d41(ξk, α2)
N∑
i=0

u1i(α2)ϕ
′
1i(ξk)+

+d42(ξk, α2)
N∑
i=0

u1i(α2)ϕ
′′
1i(ξk) + d43(ξk, α2)

N∑
i=0

u′1i(α2)ϕ1i(ξk)+
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+d44(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ
′
2i(ξk) + d45(ξk, α2)

N∑
i=0

u′2i(α2)ϕ2i(ξk)+

+d46(ξk, α2)
N∑
i=0

u′2i(α2)ϕ
′
2i(ξk) + d47(ξk, α2)

N∑
i=0

wi(α2)ϕ3i(ξk)+

+d48(ξk, α2)
N∑
i=0

wi(α2)ϕ
′
3i(ξk) + d49(ξk, α2)

N∑
i=0

ψ1i(α2)ϕ4i(ξk)+

+d4,10(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ1i(α2)ϕ
′
4i(ξk) + d4,11(ξk, α2)

N∑
i=0

ψ1i(α2)ϕ
′′
4i(ξk)+

+d4,12(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′1i(α2)ϕ4i(ξk) + d4,13(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ2i(α2)ϕ
′
5i(ξk)+

+d4,14(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′2i(α2)ϕ5i(ξk) + d4,15(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′2i(α2)ϕ
′
5i(ξk)+

+d4,16(ξk, α2)qs(ξk, α2),

N∑
i=0

ψ′′2i(α2)ϕ5,i(ξk) = d51(ξk, α2)
N∑
i=0

u′1i(α2)ϕ1i(ξk)+

+d52(ξk, α2)
N∑
i=0

u1i(α2)ϕ1i(ξk) + d53(ξk, α2)
N∑
i=0

u′1i(α2)ϕ1i(ξk)+

+d54(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ
′′
2i(ξk) + d55(ξk, α2)

N∑
i=0

u2i(α2)ϕ2i(ξk)+

+d56(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ2i(ξk) + d57(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ
′
2i(ξk)+

+d58(ξk, α2)
N∑
i=0

u2i(α2)ϕ2i(ξk) + d59(ξk, α2)
N∑
i=0

wi(α2)ϕ
′′
3i(ξk)+

+d5,10(ξk, α2)
N∑
i=0

wi(α2)ϕ3i(ξk) + d5,11(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′1i(α2)ϕ
′
4i(ξk)+

+d5,12(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′1i(α2)ϕ4i(ξk)d5,13(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′1i(α2)ϕ
′
4i(ξk)+

+d5,14(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ′2i(α2)ϕ5i(ξk) + d5,15(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ2i(α2)ϕ
′
5i(ξk)+
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+d4,16(ξk, α2)
N∑
i=0

ψ2i(α2)ϕ
′
5i(ξk) + d4,17(ξk, α2)

N∑
i=0

ψ2i(α2)ϕ
′
5i(ξk)+

+d5,18(ξk, α2)q2(ξk, α2),

òóò i íàäàëi øòðèõè íàä ôóíêöiÿìè îçíà÷àþòü ïîõiäíi ïî âiäïîâiäíié çìií-

íié.

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.10) � öå 5(N + 1) ëiíiéíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî 5(N + 1) íåâiäîìèõ ôóíêöié u1i, u2i, wi, ψsi, ψθi

(i = 0, N).

Ââåäåìî ìàòðèöi Φu1, Φ
(1)
u1 , Φ

(2)
u1 , Φu2, Φ

(1)
u2 , Φ

(2)
u2 , Φw, Φ

(1)
w , Φ

(2)
w , Φψ1, Φ

(1)
ψ1 ,

Φ
(2)
ψ1 , Φψ2, Φ

(1)
ψ2 , Φ

(2)
ψ2 , ç òàêèìè êîìïîíåíòàìè :

(Φu1)ij = ϕ1j(ξi),
(

Φ
(1)
u1

)
ij

= ϕ′1j(ξi),
(

Φ
(2)
u1

)
ij

= ϕ′′1j(ξi)

(Φu2)ij = ϕ2j(ξi),
(

Φ
(1)
u2

)
ij

= ϕ′2j(ξi),
(

Φ
(2)
u2

)
ij

= ϕ′′2j(ξi)

(Φw)ij = ϕ3j(ξi),
(

Φ
(1)
w

)
ij

= ϕ′3j(ξi),
(

Φ
(2)
w

)
ij

= ϕ′′3j(ξi)

(Φψ1
)ij = ϕ4j(ξi),

(
Φ

(1)
ψ1

)
ij

= ϕ′4j(ξi),
(

Φ
(2)
ψ1

)
ij

= ϕ′′4j(ξi)

(Φψ2
)ij = ϕ5j(ξi),

(
Φ

(1)
ψ2

)
ij

= ϕ′5j(ξi),
(

Φ
(2)
ψ2

)
ij

= ϕ′′5j(ξi) (i, j = 0, N)

Ïîçíà÷èìî

ū1 = [u10, u11, ..., u1N ]T , ū2 = [u20, u21, ..., u2N ]T ,

w̄ = [w0, w1, ..., wN ]T , ψ̄1 = [ψ10, ψ11, ..., ψ1N ]T , (3.11)

ψ̄2 = [ψ20, ψ21, ..., ψ2N ]T

i

q̄1 = [q1(ξ0, α2), q1(ξ1, α2), ..., q1(ξN , α2)]
T ,

q̄2 = [q2(ξ0, α2), q2(ξ1, α2), ..., q2(ξN , α2)]
T ,

q̄3 = [q3(ξ0, α2), q3(ξ1, α2), ..., q3(ξN , α2)]
T . (3.12)

d̄ij = [dij(ξ0, α2), dij(ξ1, α2), ..., dij(ξN , α2)]
T .
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ßêùî A = [aij], (i, j = 0, N) i c̄ = [c0, c1, ..., cN ]T , òî ÷åðåç c̄ ∗ A áóäåìî

ïîçíà÷àòè ìàòðèöþ [ciaij], òîáòî c̄ ∗ A = [ciaij], à ÿêùî d̄ = [d0, d1, ..., dN ]T ,

òî c̄ ∗ d̄ = [c0d0, c1d1, ..., cNdN ]T .

Òî÷êè êîëîêàöi¨ âèáèðàþòüñÿ òàê, ùîá ìàòðèöi Φ áóëè íåâèðîäæåíi,

òîáòî iñíóþòü îáåðíåíi ìàòðèöi Φ−1, òîäi ðiâíÿííÿ (3.10) ìîæíà ïåðåïèñàòè

òàê:

ū′′1 = Φ−1
u1 (d̄11 ∗ Φ

(1)
u1 + d̄12 ∗ Φ

(2)
u1 )ū1 + d̄13 ∗ ū′1 + Φ−1

u1 (d̄14 ∗ Φ
(1)
u2 )ū2+

+Φ−1
u1 (d̄15 ∗ Φu2 + d̄16 ∗ Φ

(1)
u2 )ū′2 + Φ−1

u1 (d̄17 ∗ Φw + d̄18 ∗ Φ(1)
w )w̄ + Φ−1

u1 (d̄19 ∗ q̄1);

ū′′2 = Φ−1
u2 (d̄21 ∗ Φ

(1)
u1 )ū1 + Φ−1

u2 (d̄22 ∗ Φu1 + d̄23 ∗ Φ
(1)
u1 )ū′1+

+Φ−1
u2 (d̄24 ∗ Φu2 + d̄25 ∗ Φ

(1)
u2 + d̄26 ∗ Φ

(2)
u2 )ū2+

+d̄27 ∗ ū′2 + Φ−1
u2 (d̄28 ∗ Φw)w̄ + Φ−1

u2 (d̄29 ∗ Φw)w̄′+

Φ−1
u2 (d̄2,10 ∗ Φψ1 + d̄2,11 ∗ Φ

(1)
ψ1)ψ̄′1+

Φ−1
u2 (d̄2,12 ∗ Φψ2 + d̄2,13 ∗ Φ

(1)
ψ2 + d̄2,14 ∗ Φ

(2)
ψ2)ψ̄2 + Φ−1

u2 (d̄2,15 ∗ q̄2);

w̄′′ = Φ−1
w (d̄31 ∗ Φ

(1)
u1 )ū1 + Φ−1

w (d̄32 ∗ Φu2)ū2 + Φ−1
w (d̄33 ∗ Φu2)ū

′
2+

+Φ−1
w (d̄34 ∗ Φw + d̄35 ∗ Φ(1)

w + d̄36 ∗ Φ(2)
w )w̄ + d̄37 ∗ w̄′+

+Φ−1
w (d̄38 ∗ Φψ1 + d̄39 ∗ Φ

(1)
ψ1)ψ̄1 + Φ−1

w (d̄3,10 ∗ Φψ2)ψ̄2+

+Φ−1
w (d̄3,11 ∗ Φψ2)ψ̄

′
2 + Φ−1

w (d̄2,12 ∗ q̄3);

ψ̄′′1 = Φ−1
ψ1(d̄41 ∗ Φ

(1)
u1 + d̄42 ∗ Φ

(2)
u1 )ū1 + Φ−1

ψ1(d̄43 ∗ Φu1)ū
′
1+

+Φ−1
ψ1(d̄44 ∗ Φ

(1)
u2 )ū2 + Φ−1

ψ1(d̄45 ∗ Φu2 + d̄46 ∗ Φ
(1)
u2 )ū′2+ (3.13)

+Φ−1
ψ1(d̄47 ∗ Φw + d̄48 ∗ Φ(1)

w )w̄+

+Φ−1
ψ1(d̄49 ∗ Φψ1 + d̄4,10 ∗ Φ

(1)
ψ1 + d̄4,11 ∗ Φ

(2)
ψ1)ψ̄1 + d4,12 ∗ ψ̄′1

+Φ−1
ψ1(d̄4,13 ∗ Φ

(1)
ψ2)ψ̄2 + Φ−1

ψ1(d̄4,14 ∗ Φψ2 + d̄4,15 ∗ Φ
(1)
ψ2)ψ̄′2 + Φ−1

ψ1(d̄4,16 ∗ q̄2);

ψ̄′′2 = Φ−1
ψ2(d̄51 ∗ Φ

(1)
u1 )ū1 + Φ−1

ψ2(d̄52 ∗ Φu1 + d̄53 ∗ Φ
(1)
u1 )ū′1+

+Φ−1
ψ2(d̄54 ∗ Φu2 + d̄55 ∗ Φ

(1)
u2 + d̄56 ∗ Φ

(2)
u2 )ū2+

+Φ−1
ψ2(d̄57 ∗ Φu2 + d̄58 ∗ Φ

(1)
u2 )ū′2+
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+Φ−1
ψ2(d̄59 ∗ Φw)w̄ + Φ−1

ψ2(d̄5,10 ∗ Φw)w̄′+

+Φ−1
ψ2(d̄5,11 ∗ Φ

(1)
ψ1)ψ̄1 + Φ−1

ψ2(d̄5,12 ∗ Φψ1 + d̄5,13 ∗ Φ
(1)
ψ1)ψ̄′1+

+Φ−1
ψ2(d̄5,14 ∗ Φψ2 + d̄5,15 ∗ Φ

(1)
ψ2 + d̄5,16 ∗ Φ

(2)
ψ2)ψ̄2

+d̄4,17 ∗ ψ̄′2 + Φ−1
ψ2(d̄4,18 ∗ q̄2);

Ñèñòåìó (3.13) ïðèâåäåìî äî íîðìàëüíîãî âèãëÿäó:

dR̄

dα2
= A(α2)R̄ + f̄(α2), (3.14)

äå R̄ = [ū1, ū
′
1, ū2, ū

′
2, w̄, w̄

′, ψ̄1, ψ̄
′
1, ψ̄2, ψ̄

′
2]
T � âåêòîð-ñòîâï÷èê ðîçìiðíîñòi

10(N+1); A(α2)� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi 10(N+1), f̄(α2) - âåêòîð-

ñòîâï÷èê ïðàâî¨ ÷àñòèíè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 10(N + 1) êîìïîíåíòiâ.

Ìàòðèöÿ A(α2) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

A =



T11 T12 . . . T1,10

T21 T22 . . . T2,10

· · · · · · · · · · · ·

T10,1 T10,2 . . . T10,10


, (3.15)

äå Tij (i, j = 1, 10) � êâàäðàòíi ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi N + 1. Íåíóëüîâi ìà-

òðèöi Tij âèçíà÷àþòüñÿ ç ñïiââiäíîøåíü (3.13) :

T12 = I, T21 = Φ−1
u1 (d̄11 ∗ Φ

(1)
u1 + d̄12 ∗ Φ

(2)
u1 ),

T22 = d̄13 ∗ I, T23 = Φ−1
u1 (d̄14 ∗ Φ

(1)
u2 ),

T24 = Φ−1
u1 (d̄15 ∗ Φu2 + d̄16 ∗ Φ

(1)
u2 ), T25 = Φ−1

u1 (d̄17 ∗ Φw + d̄18 ∗ Φ(1)
w );

T34 = I, T41 = Φ−1
u2 (d̄21 ∗ Φ

(1)
u1 ), T42 = Φ−1

u2 (d̄22 ∗ Φu1 + d̄23 ∗ Φ
(1)
u1 ),

T43 = Φ−1
u2 (d̄24 ∗ Φu2 + d̄25 ∗ Φ

(1)
u2 + d̄26 ∗ Φ

(2)
u2 ),
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T44 = d̄27 ∗ I, T45 = Φ−1
u2 (d̄28 ∗ Φw), T46 = Φ−1

u2 (d̄29 ∗ Φw),

T48 = Φ−1
u2 (d̄2,10 ∗ Φψ1 + d̄2,11 ∗ Φ

(1)
ψ1),

T49 = Φ−1
u2 (d̄2,12 ∗ Φψ2 + d̄2,13 ∗ Φ

(1)
ψ2 + d̄2,14 ∗ Φ

(2)
ψ2), T56 = I,

T61 = Φ−1
w (d̄31 ∗ Φ

(1)
u1 ), T63 = Φ−1

w (d̄32 ∗ Φu2), T64 = Φ−1
w (d̄33 ∗ Φu2),

T65 = Φ−1
w (d̄34 ∗ Φw + d̄35 ∗ Φ(1)

w + d̄36 ∗ Φ(2)
w ), T66 = d̄37 ∗ I,

T67 = Phi−1
w (d̄38 ∗ Φψ1 + d̄39 ∗ Φ

(1)
ψ1), T69 = Φ−1

w (d̄3,10 ∗ Φψ2),

T6,10 = Φ−1
w (d̄3,11 ∗ Φψ2), T78 = I,

T81 = Φ−1
ψ1(d̄41 ∗ Φ

(1)
u1 + d̄42 ∗ Φ

(2)
u1 ), T82 = Φ−1

ψ1(d̄43 ∗ Φu1),

T83 = Φ−1
ψ1(d̄44 ∗ Φ

(1)
u2 ), T84 = Φ−1

ψ1(d̄45 ∗ Φu2 + d̄46 ∗ Φ
(1)
u2 ),

T85 = Φ−1
ψ1(d̄47 ∗ Φw + d̄48 ∗ Φ(1)

w ),

T87 = Φ−1
ψ1(d̄49 ∗ Φψ1 + d̄4,10 ∗ Φ

(1)
ψ1 + d̄4,11 ∗ Φ

(2)
ψ1), T88 = d4,12 ∗ I

T89 = Φ−1
ψ1(d̄4,13 ∗ Φ

(1)
ψ2), T8,10 = Φ−1

ψ1(d̄4,14 ∗ Φψ2 + d̄4,15 ∗ Φ
(1)
ψ2),

T9,10 = I, T10,1 = Φ−1
ψ2(d̄51 ∗ Φ

(1)
u1 ), T10,2 = Φ−1

ψ2(d̄52 ∗ Φu1 + d̄53 ∗ Φ
(1)
u1 ),

T10,3 = Φ−1
ψ2(d̄54 ∗ Φu2 + d̄55 ∗ Φ

(1)
u2 + d̄56 ∗ Φ

(2)
u2 ),

T10,4 = Φ−1
ψ2(d̄57 ∗ Φu2 + d̄58 ∗ Φ

(1)
u2 ),

T10,6 = Φ−1
ψ2(d̄59 ∗ Φw)w̄ + Φ−1

ψ2(d̄5,10 ∗ Φw),

T10,7 = Φ−1
ψ2(d̄5,11 ∗ Φ

(1)
ψ1), T10,8 = Φ−1

ψ2(d̄5,12 ∗ Φψ1 + d̄5,13 ∗ Φ
(1)
ψ1),

T10,9 = Φ−1
ψ2(d̄5,14 ∗ Φψ2 + d̄5,15 ∗ Φ

(1)
ψ2 + d̄5,16 ∗ Φ

(2)
ψ2),

T10,10 = d̄4,17 ∗ I,

äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi N + 1.
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Âåêòîð-ñòîâï÷èê ïðàâî¨ ÷àñòèíè f̄ òàêîæ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

f̄ =



f̄1

f̄2

. . .

f̄10


, (3.16)

äå f̄i (i = 1, 10) � âåêòîðè ðîçìiðíîñòi N + 1. Âñi f̄i ç íåïàðíèìè êîåôiöi-

¹íòàìè � íóëüîâi âåêòîðè, à iíøi âèçíà÷àþòüñÿ ç ôîðìóë:

f̄2 = Φ−1
u1 (d̄19 ∗ q̄1)f̄4 = Φ−1

u2 (d̄2,15 ∗ q̄2);

f̄6 = Φ−1
w (d̄2,12 ∗ q̄3); f̄8 = Φ−1

ψ1(d̄4,16 ∗ q̄2); (3.17)

f̄10 = Φ−1
ψ2(d̄4,18 ∗ q̄2).

Ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.14) ñôîðìóëþ¹ìî, âèõîäÿ÷è ç

çàäàíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïðÿìîëiíiéíèõ êðàÿõ îáîëîíêè. ßêùî îáîëîí-

êà çàìêíåíà, òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñü óìîâàìè ïåðiîäè÷íîñòi, àáî óìîâàìè

ñèìåòði¨.

Çîêðåìà, äëÿ óìîâ ñèìåòði¨ ìà¹ìî:

u2 = 0,= ψ2 = 0,M12 = 0, N12 = Q2 = 0,

àáî
∂u1

∂α2
= 0, u2 = 0,

∂w

∂α2
=
∂ψ1

∂α2
= ψ2 = 0.

Çàäîâîëüíèòè öi óìîâè ìîæíà, ïîêëàâùè íà êðàÿõ α2 = α20 i α2 = α21

ū1
′ = ū2 = w̄′ = ψ̄′1 = ψ̄2 = 0.
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Çàïèøåìî ãðàíè÷íi óìîâè ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi

B1R̄ = b̄1 (α2 = α20);

B2R̄ = b̄2 (α2 = α21).
(3.18)

Òóò B1 i B2 � ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó 5(N + 1)×10(N + 1); b̄1, b̄2 �

çàäàíi âåêòîðè.

Òàêèì ÷èíîì, çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ çâîäèòü âèõiäíó

êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõi-

äíèõ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (3.5) äî îäíîâèìiðíî¨, ùî ôîðìóëþ¹òüñÿ

äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü 10(N + 1) ïîðÿäêó i ìà¹

çàãàëüíèé âèãëÿä (3.14), (3.18). Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, îïèñàíèé â 2.3.2.

3.3 Çâåäåííÿ äâîâèìiðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äî îäíîâèìiðíî¨ ç

çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ âçäîâæ íàïðÿìíî¨

Çàïèøåìî (3.4) ó âèãëÿäi:

∂2u1

∂α2
1

= g11
∂u1

∂α1
+ g12

∂u1

∂α2
+ g13

∂2u1

∂α2
2

+ g14
∂u2

∂α1
+

+g15
∂u2

∂α2
+ g16

∂2u2

∂α1∂α2
+ g17w + g18

∂w

∂α1
+ g19q1;

∂2u2

∂α2
1

= g21
∂u1

∂α1
+ g22

∂u1

∂α2
+ g23

∂2u1

∂α1∂α2
+ g24u2 + g25

∂u2

∂α1
+

+g26
∂u2

∂α2
+ g27

∂2u2

∂α1∂α2
+ g28

∂2u2

∂α2
2

+ g29w + g2,10
∂w

∂α2
+

+g2,11
∂ψ1

∂α1
+ g2,12

∂ψ1

∂α2
+ g2,13

∂2ψ1

∂α1∂α2
+ g2,14ψ2+

+g2,15
∂ψ2

∂α1
+ g2,16

∂ψ2

∂α2
+ g2,17

∂2ψ2

∂α2
2

+ g2,18q2;

∂2w

∂α2
1

= g31
∂u1

∂α1
+ g32u2 + g33

∂u2

∂α2
+ g34w + g35

∂w

∂α1
+ g36

∂w

∂α2
+
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+g37
∂2w

∂α2
2

+ g38ψ1 + g39
∂ψ1

∂α1
+ g3,10ψ2 + g3,11

∂ψ2

∂α2
+ g3,12q3; (3.19)

∂2ψ1

∂α2
1

= g41
∂u1

∂α2
+ g42

∂2u1

∂α2
2

+ g43
∂u2

∂α2
+ g44

∂2u2

∂α1∂α2
+ g45w+

+g46
∂w

∂α1
+ g47ψ1 + g48

∂ψ1

∂α1
+ g49

∂ψ1

∂α2
+ g4,10

∂2ψ1

∂α2
2

+

+g4,11
∂ψ2

∂α1
+ g4,12

∂ψ2

∂α2
+ g4,13

∂2ψ2

∂α1∂α2
;

∂2ψ2

∂α2
1

= g51
∂u1

∂α2
+ g52

∂2u1

∂α1α2
+ g53u2 + g54

∂u2

∂α2
+ g55

∂2u2

∂α2
2

+

+g56w + g57
∂w

∂α2
+ g58

∂ψ1

∂α1
+ g59

∂ψ1

∂α2
+ g5,10

∂2ψ1

∂α1∂α2
+

+g5,11ψ2 + g5,12
∂ψ2

∂α1
+ g5,13

∂ψ2

∂α2
+ g5,14

∂2ψ2

∂α2
2

,

äå

g11 = −a11

a12
, g12 = −a13

a12
, g13 = −a14

a12
, g14 = −a15

a12
,

g15 = −a16

a12
, g16 = −a17

a12
, g17 = −a18

a12
, g18 = −a19

a12
, g19 = − 1

a12
,

g31 = −a31

a36
, g32 = −a32

a36
, g33 = −a33

a36
, g34 = −a34

a36
,

g35 = −a35

a36
, g36 = −a37

a36
, g37 = −a38

a36
, g38 = −a39

a36
,

g39 = −a3,10

a36
, g3,10 = −a3,11

a36
, g3,11 = −a3,12

a36
, g3,12 = − 1

a36
;

g41 = −a41

a49
, g42 = −a42

a49
, g43 = −a43

a49
, g44 = −a44

a49
,

g45 = −a45

a49
, g46 = −a46

a49
, g47 = −a47

a49
,

g48 = −a48

a49
, g49 = −a4,10

a49
, g4,10 = −a4,11

a49
,

g4,11 = −a4,12

a49
, g4,12 = −a4,13

a49
, g4,13 = −a4,14

a49
,

g51 = − a51

a5,13
, g52 = − a52

a5,13
, g53 = − a53

a5,13
, g54 = − a54

a5,13
, g55 = − a55

a5,13
,

g56 = − a56

a5,13
, g57 = − a57

a5,13
, g58 = − a58

a5,13
, g59 = − a59

a5,13
, g5,10 = −a5,10

a5,13
,
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g5,11 = −a5,11

a5,13
, g5,12 = −a5,12

a5,13
, g5,13 = −a5,14

a5,13
, g5,14 = −a5,15

a5,13
.

g21 = −a21

a26
, g22 = −a22 + a2,15g51

a26
, g23 = −a23 + a2,15g52

a26
,

g24 = −a24 + a2,15g53

a26
, g25 = −a25

a26
, g26 = −a2,15g54

a26
,

g27 = −a27

a26
, g28 = −a28 + a2,15g55

a26
, g29 = −a29 + a2,15g56

a26
,

g2,10 = −a2,10 + a2,15g57

a26
, g2,11 = −a2,15g58

a26
, g2,12 = −a2,11 + a2,15g59

a26
,

g2,13 = −a2,12 + a2,15g5,10

a26
, g2,14 = −a2,13 + a2,15g5,11

a26
,

g2,15 = −a2,14 + a2,15g5,12

a26
, g2,16 = −a2,15g5,13

a26
,

g2,17 = −a2,15g5,14

a26
, g2,18 = − 1

a26
,

Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.19) ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi:

u1(α1, α2) =
N∑
i=o

u1i(α1)ϕ1i(α2), u2(α1, α2) =
N∑
i=o

u2i(α1)ϕ2i(α2),

w(α1, α2) =
N∑
i=o

wi(α1)ϕ3i(α2),

ψ1(α1, α2) =
N∑
i=o

ψ1i(α1)ϕ4i(α2), ψ2(α1, α2) =
N∑
i=o

ψ2i(α1)ϕ5i(α2),

(3.20)

äå u1i(α1), u2i(α1), wi(α1), ψ1i(α1), ψ2i(α1) �øóêàíi ôóíêöi¨ çìiííî¨ α1,

ϕji(α2) (j=1, 5) � ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ B -ñïëàéíiâ òðåòüîãî ñòåïåíÿ íà ðiâíî-

ìiðíié ñiòöi ∆: 0 = α20 < α21 < · · · < α2N = L, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi

óìîâè íà ïðÿìîëiíiéíèõ êîíòóðàõ α2 = α20 òà α2 = α21. Ïðîöåäóðà ïîáó-

äîâà ôóíêöié ϕji îïèñàíà â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi.

Ïiäñòàâèìî âèðàçè (3.20) ó (3.19)i âèìàãà¹ìî ¨õ âèêîíàííÿ â òî÷êàõ êî-

ëîêàöi¨ ξk = α2k (k = 0, N). Òîäi, ââiâøè äëÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié ïîçíà÷åííÿ
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(3.11), i çàäàþ÷è

q̄1 = [q1(α1, ξ0), q1(α1, ξ1, ), ..., q1(α1, ξN , )]
T ,

q̄2 = [q2(α1, ξ0), q2(α1, ξ1, ), ..., q2(α1, ξN , )]
T ,

q̄3 = [q3(α1, ξ0), q3(α1, ξ1, ), ..., q3(α1, ξN , )]
T , (3.21)

ḡij = [gij(α1, ξ0), dij(α1, ξ1, ), ..., dij(α1, ξN , )]
T ,

ìîæåìî çàïèñàòè ðîçâ'ÿçóâàëüíó ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ùî îäåðæàíà ç âèõiäíî¨ ñèñòåìè (3.19), ó âèãëÿäi:

ū′′1 = Φ−1
u1 (ḡ12 ∗ Φ

(1)
u1 + ḡ13 ∗ Φ

(2)
u1 )ū1 + ḡ11 ∗ ū′1+

+Φ−1
u1 (ḡ15 ∗ Φ

(1)
u2 )ū2 + Φ−1

u1 (ḡ14 ∗ Φu2 + ḡ16 ∗ Φ
(1)
u2 )ū′2+

+Φ−1
u1 (ḡ17 ∗ Φw)w̄ + Φ−1

u1 (ḡ18 ∗ Φ)
ww̄
′ + Φ−1

u1 (ḡ19 ∗ q̄1);

ū′′2 = Φ−1
u2 (ḡ22 ∗ Φ

(1)
u1 )ū1 + Φ−1

u2 (ḡ21 ∗ Φu1 + ḡ23 ∗ Φ
(1)
u1 )ū′1+

+Φ−1
u2 (ḡ24 ∗ Φu2 + ḡ26 ∗ Φ

(1)
u2 + ḡ28 ∗ Φ

(2)
u2 )ū2+

+Φ−1
u2 (ḡ25 ∗ Φu2 + ḡ27 ∗ Φ

(1)
u2 )ū′2 + Φ−1

u2 (ḡ29 ∗ Φw + ḡ2,10 ∗ Φ(1)
w )w̄+

+Φ−1
u2 (ḡ2,12 ∗ Φ

(1)
ψ1)ψ̄1 + Φ−1

u2 (ḡ2,11 ∗ Φψ1 + ḡ2,13 ∗ Φ
(1)
ψ1)ψ̄′1+

Φ−1
u2 (ḡ2,14 ∗ Φψ2 + ḡ2,16 ∗ Φ

(1)
ψ2 + ḡ2,17 ∗ Φ

(2)
ψ2)ψ̄2+

+Φ−1
u2 (ḡ2,15 ∗ Φψ2)ψ̄

′
2 + Φ−1

u2 (ḡ2,18 ∗ q̄2);

w̄′′ = Φ−1
w (ḡ31 ∗ Φ

(1)
u1 )ū′1 + Φ−1

w (ḡ32 ∗ Φu2 + ḡ33 ∗ Φ
(1)
u2 )ū2+

+Φ−1
w (ḡ34 ∗ Φw + ḡ36 ∗ Φ(1)

w + ḡ37 ∗ Φ(2)
w )w̄ + ḡ35 ∗ w̄′+

+Φ−1
w (ḡ38 ∗ Φψ1)ψ̄1 + Φ−1

w (ḡ39 ∗ Φψ1)ψ̄
′
1+

+Φ−1
w (ḡ3,10 ∗ Φψ2 + ḡ3,11 ∗ Φ

(1)
ψ2)ψ̄2 + Φ−1

w (ḡ2,12 ∗ q̄3); (3.22)

ψ̄′′1 = Φ−1
ψ1(ḡ41 ∗ Φ

(1)
u1 + ḡ42 ∗ Φ

(2)
u1 )ū1 + Φ−1

ψ1(ḡ43 ∗ Φ
(1)
u2 )ū2+

+Φ−1
ψ1(ḡ44 ∗ Φ

(1)
u2 )ū′2 + Φ−1

ψ1(ḡ45 ∗ Φw)w̄ + Φ−1
ψ1(ḡ46 ∗ Φw)w̄′+

+Φ−1
ψ1(ḡ47 ∗ Φψ1 + ḡ49 ∗ Φ

(1)
ψ1 + ḡ4,10 ∗ Φ

(2)
ψ1)ψ̄1 + d48 ∗ ψ̄′1+
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+Φ−1
ψ1(ḡ4,12 ∗ Φ

(1)
ψ2)ψ̄2 + Φ−1

ψ1(ḡ4,11 ∗ Φψ2 + ḡ4,13 ∗ Φ
(1)
ψ2)ψ̄′2

ψ̄′′2 = Φ−1
ψ2(ḡ51 ∗ Φ

(1)
u1 )ū1 + Φ−1

ψ2(ḡ52 ∗ Φ
(1)
u1 )ū′1+

+Φ−1
ψ2(ḡ53 ∗ Φu2 + ḡ54 ∗ Φ

(1)
u2 + ḡ55 ∗ Φ

(2)
u2 )ū2+

+Φ−1
ψ2(ḡ56 ∗ Φw + ḡ57 ∗ Φ(1)

w )w̄ + Φ−1
ψ2(ḡ59 ∗ Φ

(1)
ψ1)ψ̄1+

+Φ−1
ψ2(ḡ58 ∗ Φψ1 + ḡ5,10 ∗ Φ

(1)
ψ1)ψ̄′1+

+Φ−1
ψ2(ḡ5,11 ∗ Φψ2 + ḡ5,13 ∗ Φ

(1)
ψ2 + ḡ5,14 ∗ Φ

(2)
ψ2)ψ̄2 + ḡ4,12 ∗ ψ̄′2.

Ñèñòåìó (3.22) ïðèâåäåìî äî íîðìàëüíîãî âèãëÿäó Êîøi:

dR̄

dα1
= A(α1)R̄ + f̄(α1). (3.23)

Ìàòðèöÿ A(α1) â öüîìó âèïàäêó òåæ ìà¹ âèãëÿä, ÿê ó (3.15), äå íåíó-

ëüîâi ìàòðèöi Tij:

T12 = I, T21 = Φ−1
u1 (ḡ12 ∗ Φ

(1)
u1 + ḡ13 ∗ Φ

(2)
u1 ), T22 = ḡ11 ∗ I

T23 = Φ−1
u1 (ḡ15 ∗ Φ

(1)
u2 ), T24 = Φ−1

u1 (ḡ14 ∗ Φu2 + ḡ16 ∗ Φ
(1)
u2 ),

T25 = Φ−1
u1 (ḡ17 ∗ Φw), T26 = Φ−1

u1 (ḡ18 ∗ Φ)
w,

T34 = I, T41 = Φ−1
u2 (ḡ22 ∗ Φ

(1)
u1 ), T42 = Φ−1

u2 (ḡ21 ∗ Φu1 + ḡ23 ∗ Φ
(1)
u1 ),

T43 = Φ−1
u2 (ḡ24 ∗ Φu2 + ḡ26 ∗ Φ

(1)
u2 + ḡ28 ∗ Φ

(2)
u2 ),

T44 = Φ−1
u2 (ḡ25 ∗ Φu2 + ḡ27 ∗ Φ

(1)
u2 ), T45 = Φ−1

u2 (ḡ29 ∗ Φw + ḡ2,10 ∗ Φ(1)
w ),

T47 = Φ−1
u2 (ḡ2,12 ∗ Φ

(1)
ψ1), T48 = Φ−1

u2 (ḡ2,11 ∗ Φψ1 + ḡ2,13 ∗ Φ
(1)
ψ1),

T49 = Φ−1
u2 (ḡ2,14 ∗ Φψ2 + ḡ2,16 ∗ Φ

(1)
ψ2 + ḡ2,17 ∗ Φ

(2)
ψ2),

T4,10 = Φ−1
u2 (ḡ2,15 ∗ Φψ2),

T56 = I, T62 = Φ−1
w (ḡ31 ∗ Φ

(1)
u1 ), T63 = Φ−1

w (ḡ32 ∗ Φu2 + ḡ33 ∗ Φ
(1)
u2 ),

T65 = Φ−1
w (ḡ34 ∗ Φw + ḡ36 ∗ Φ(1)

w + ḡ37 ∗ Φ(2)
w ), T66 = ḡ35 ∗ I,

T67 = Φ−1
w (ḡ38 ∗ Φψ1), T68 = Φ−1

w (ḡ39 ∗ Φψ1),

T69 = Φ−1
w (ḡ3,10 ∗ Φψ2 + ḡ3,11 ∗ Φ

(1)
ψ2), (3.24)
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T78 = I, T81 = Φ−1
ψ1(ḡ41 ∗ Φ

(1)
u1 + ḡ42 ∗ Φ

(2)
u1 ), T83 = Φ−1

ψ1(ḡ43 ∗ Φ
(1)
u2 ),

T84 = Φ−1
ψ1(ḡ44 ∗ Φ

(1)
u2 ), T85 = Φ−1

ψ1(ḡ45 ∗ Φw), T86 = Φ−1
ψ1(ḡ46 ∗ Φw),

T87 = Φ−1
ψ1(ḡ47 ∗ Φψ1 + ḡ49 ∗ Φ

(1)
ψ1 + ḡ4,10 ∗ Φ

(2)
ψ1), T88 = d48 ∗ I,

T89 = Φ−1
ψ1(ḡ4,12 ∗ Φ

(1)
ψ2), T8,10 = Φ−1

ψ1(ḡ4,11 ∗ Φψ2 + ḡ4,13 ∗ Φ
(1)
ψ2),

T9,10 = I, T10,1 = Φ−1
ψ2(ḡ51 ∗ Φ

(1)
u1 ), T10,2 = Φ−1

ψ2(ḡ52 ∗ Φ
(1)
u1 ),

T10,3 = Φ−1
ψ2(ḡ53 ∗ Φu2 + ḡ54 ∗ Φ

(1)
u2 + ḡ55 ∗ Φ

(2)
u2 ),

T10,5 = Φ−1
ψ2(ḡ56 ∗ Φw + ḡ57 ∗ Φ(1)

w ), T10,7 = Φ−1
ψ2(ḡ59 ∗ Φ

(1)
ψ1),

T10,8 = Φ−1
ψ2(ḡ58 ∗ Φψ1 + ḡ5,10 ∗ Φ

(1)
ψ1),

T10,9 = Φ−1
ψ2(ḡ5,11 ∗ Φψ2 + ḡ5,13 ∗ Φ

(1)
ψ2 + ḡ5,14 ∗ Φ

(2)
ψ2), T10,10 = ḡ4,12 ∗ I.

Íåíóëüîâi åëåìåíòè âåêòîðà f̄ òàêi:

f̄2 = Φ−1
u1 (ḡ19 ∗ q̄1); f̄4 = Φ−1

u2 (ḡ2,18 ∗ q̄2); f̄6 = Φ−1
w (ḡ2,12 ∗ q̄3). (3.25)

Çàãàëüíèé âèãëÿä ãðàíè÷íèõ óìîâ áóäå ìàòè âèãëÿä (3.18), âiäìiííiñòü

ïîëÿãà¹ òiëüêè ó òîìó, ùî ó öüîìó âèïàäêó ãðàíè÷íi óìîâè çàäàþòüñÿ íà

êðèâîëiíiéíèõ êðàÿõ α1 = 0 i α1 = L.

Îòðèìàíà îäíîâèìiðíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ (2.3.2).

3.4 Íàïðóæåíèé ñòàí îáîëîíîê ç åëiïòè÷íèì ïîïåðå÷íèì

ïåðåðiçîì

Íà îñíîâi âèêëàäåíèõ âèùå ïiäõîäiâ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ñòàòèêè íåêðóãîâèõ

öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç åëiïòè÷íèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì (ðèñ. 3.1)

x1 = b cosα2, x2 = a sinα2, k - êðèâèíà íàïðÿìíî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè,

Ox1x2 � äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò [164].
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Ðèñ. 3.1 � Öèëiíäðè÷íà îáîëîíêà ç åëiïòè÷íèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì

Äîñëiäæåíî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí çàìêíåíî¨ içîòðîïíî¨ îáî-

ëîíêè ñòàëî¨ òîâùèíè, ïiâîñi ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ÿêî¨ a = 12, 5; b = 8,

ìîäóëü Þíãà E0, êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ν = 0, 3; äîâæèíà îáîëîíêè L = 30,

òîâùèíà h = 1. Òîðöi æîðñòêî çàêðiïëåíi (u1 = u2 = w = 0, ψ1 = ψ2 = 0,

α1 = const).

Îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó òîâùèíà âçäîâæ íàïðÿìíî¨ íå çìiíþ¹òüñÿ,

òî ïðè α2 = 0 i α2 =
π

2
áóäóòü ìàòè ìiñöå óìîâè ñèìåòði¨

∂u1

∂α2
=
∂w

∂α2
= 0,

∂ψ1

∂α2
= 0, ψ2 = 0, u2 = 0.

Íà îáîëîíêó äi¹ íîðìàëüíå ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå íàâàíòàæåííÿ

q3 = q0.

Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî â äâîõ âàðiàíòàõ: ïðè àïðîêñèìàöi¨ ñïëàéíàìè

âçäîâæ òâiðíî¨, i ïðè àïðîêñèìàöi¨ ñïëàéíàìè âçäîâæ íàïðÿìíî¨.

Â òàáë. 3.1 ïîêàçàíî, ÿê çìiíþþòüñÿ çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ïðîãèíiâ

w â ñåðåäíüîìó ïåðåðiçi α1 = L/2 â çàëåæíîñòi âiä íàïðÿìêó ñïëàéí-
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Òàáë. 3.1 � Ïîðiâíÿííÿ ïåðåìiùåíü, îòðèìàíèõ ïðè ðiçíié êiëüêîñòi òî÷îê
êîëîêàöi¨, â çàëåæíîñòi âiä íàïðÿìêó àïðîêñèìàöi¨

Íàïðÿìîê
wE0/q0

àïðîêñèìàöi¨
α2 N

9 11 13 15 17 19

âçäîâæ 0 1226 1225 1224 1225 1225 1226

òâiðíî¨ π/2 -559,8 -560,6 -561,4 -562,1 -562,6 -563,0

âçäîâæ 0 1203 1213 1218 1221 1223 1224

íàïðÿìíî¨ π/2 -546,8 -554,7 -558,5 -560,5 -561,6 -562,3

àïðîêñèìàöi¨ i êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨ (N + 1). ßê âèäíî ç òàáëèöi, ïðè

àïðîêñèìàöi¨ âçäîâæ òâiðíî¨ îäåðæàíå çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèíó,

ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ ïðè α2 = 0, âæå ïðè 10 òî÷êàõ êîëîêàöi¨ (N = 9) â

òðüîõ çíà÷óùèõ öèôðàõ çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì ïðîãèíó, îòðèìàíîãî ïðè

20 òî÷êàõ êîëîêàöi¨. Óòî÷íåííÿ ðîçâ'ÿçêó çi çáiëüøåííÿì òî÷îê êîëîêàöi¨

ìîæíà ñïîñòåðiãàòè â ïåðåðiçi α2 =
π

2
, äå ìàþòü ìiñöå ïðîãèíè, ïðîòèëåæíi

íàïðÿìêó äi¨ ñèëè. Ïðîòå ðiçíèöÿ ìiæ ïðîãèíàìè îòðèìàíèìè ïðè N = 9

i N = 19, ñòàíîâèòü ìåíøå 1%.

Ðiçíèöÿ ó çíà÷åííÿõ, îòðèìàíèõ äëÿ ðiçíî¨ êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨

ïðè àïðîêñèìàöi¨ âçäîâæ íàïðÿìíî¨ áiëüø ïîìiòíà, íiæ ïðè àïðîêñèìà-

öi¨ âçäîâæ òâiðíî¨. Àëå äëÿ ìàêñèìàëüíèõ ïðîãèíiâ ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi

ïðè 20 i 10 òî÷êàõ êîëîêàöi¨, âiäðiçíÿþòüñÿ ìåíø íiæ íà 2%. Òàêîæ âàð-

òî âiäçíà÷èòè, ùî âæå ïðè N = 19 íàâåäåíi çíà÷åííÿ ïðîãèíiâ ïðàêòè÷íî

çáiãàþòüñÿ äëÿ îáîõ íàïðÿìêiâ àïðîêñèìàöi¨.

ßê âèäíî ç òàáë. 3.1, äëÿ îáîëîíêè ñòàëî¨ òîâùèíè àïðîêñèìàöiÿ ñïëàé-

íàìè âçäîâæ òâiðíî¨ äà¹ áiëüø òî÷íi ðåçóëüòàòè ïðè ìåíøié êiëüêîñòi òî-

÷îê êîëîêàöi¨. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî â äàíîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íòè

ðîçâ'ÿçóâàëüíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.14) çàëåæàòü òiëüêè âiä çìiííî¨ α2.

Òàêîæ áóëî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí
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139îðòîòðîïíî¨ îáîëîíêè çìiííî¨ âçäîâæ òâiðíî¨ òîâùèíè, âèãîòîâëåíî¨ çi

ñêëîïëàñòèêó, ùî ìà¹ òàêi ïðóæíi õàðàêòåðèñòèêè: E1 = E, E2 = 4, 07E,

ν2 = 0, 277, G12 = G23 = 0, 407E, G13 = 0, 357E. Ó öüîìó âèïàäêó âîëî-

êíà êîìïîçèòó íàïðàâëåíi âçäîâæ íàïðÿìíî¨ öèëiíäðà. Òîâùèíà îáîëîíêè

çìiíþ¹òüñÿ çà çàêîíîì h = 1 + α[3 (α1/L− 1)2 − 1], i âàãà îáîëîíêè íå çà-

ëåæèòü âiä ïàðàìåòðà α. Âñi iíøi õàðàêòåðèñòèêè òàêi æ, ÿê i â ïîïåðåäíié

çàäà÷i.

α1

Ðèñ. 3.2 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü çà
òâiðíîþ â çàëåæíîñòi âiä íàïðÿì-
êó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ (α2 = 0)

2

2α /π 2

Ðèñ. 3.3 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü çà
íàïðÿìíîþ â çàëåæíîñòi âiä íà-
ïðÿìêó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ (α1 =
L/2)

Íà ðèñ. 3.2, 3.3 ïîêàçàíî ðîçïîäië ïðîãèíó w âçäîâæ òâiðíî¨ ïðè α2 = 0,

òà íàïðóæåíü σ2 âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ïðè α1 = L/2 â çàëåæíîñòi âiä ïàðà-

ìåòðà α. Äëÿ êîíòðîëþ òî÷íîñòi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷,

êîëè àïðîêñèìàöiÿ ñïëàéíàìè ïðîâîäèëàñü âçäîâæ íàïðÿìíî¨ öèëiíäðà ïðè

N = 19 (ñóöiëüíà ëiíiÿ) òà êîëè àïðîêñèìàöiÿ ïðîâîäèëàñü âçäîâæ òâiðíî¨

ïðè N = 19 (òðèêóòíèêè), N = 39 (òî÷êè). Äëÿ α = 0 òà α = 0, 3, ÿê âèäíî

ç ðèñ 3.1, çíà÷åííÿ ÿê ïðîãèíiâ òàê i íàïðóæåíü çáiãàþòüñÿ ïðè N = 19

äëÿ ðiçíèõ íàïðÿìêiâ àïðîêñèìiàöi¨ (òîìó ðåçóëüòàòè äëÿ N = 39 íå íàâå-

äåíî), à êîëè α = −0, 3 âiäìiííîñòi ìiæ çíà÷åííÿìè ïðîãèíiâ, îòðèìàíèõ
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ïðè ðiçíèõ íàïðÿìêàõ àïðîêñèìàöi¨, ïðè N = 19 áiëüø ïîìiòíi. Çi çáiëü-

øåííÿì òî÷îê êîëîêàöi¨ âçäîâæ òâiðíî¨ äî 40 òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ çðîñòà¹.

Ñõîæó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó âiä êiëüêîñòi òî÷îê êîëîêàöi¨ òà âiä íàïðÿìêó

àïðîêñèìàöi¨ ìîæíà ñïîñòåðiãàòè i äëÿ íàïðóæåíü (ðèñ 3.2). Àëå ðiçíèöÿ ó

çíà÷åííÿõ íàïðóæåíü, îòðèìàíèõ ïðè àïðîêñèìàöi¨ âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ïðè

N = 19 i N = 39 äëÿ α = −0, 3, íå òàêà çíà÷íà ÿê äëÿ ïðîãèíiâ.

Íà îñíîâi ñïëàéí-àïðîêñèìàöi¨ â íàïðÿìêó òâiðíî¨ òàêîæ áó-

ëî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó [220] ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí

òðàíñâåðñàëüíî-içîòðîïíèõ âiäêðèòèõ îáîëîíîê ç åëiïòè÷íèì ïîïåðå-

÷íèì ïåðåðiçîì ç òîâùèíîþ, ùî çìiíþ¹òüñÿ çà çàêîíîì:

h = h0 + α cos 2α2, (3.26)

ïðè ðiâíîìiðíîìó ðîçïîäiëi íàâàíòàæåííÿ q3 = q0 = const.

Íà êîíòóði α2 = π/2 îáîëîíêà æîðñòêî çàêðiïëåíà, à ïðè α2 = −π/2

øàðíiðíî îïåðòà. Òîðöi îáîëîíêè æîðñòêî çàêðiïëåíi. Ïîêëàäåìî ab = R2.

Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî ïðè òàêèõ âèõiäíèõ äàíèõ R = 10, L = 30, h0 = 1,

E1 = E2 = E, ν1 = ν2 = 0, 3, G13 = G23 = E/40.

Äîñëiäèìî âïëèâ çìiíè òîâùèíè îáîëîíêè i ïàðàìåòðiâ åëiïñà íà ðîç-

ïîäië ïðîãèíó w i íàïðóæåíü σ2 íà çîâíiøíié i âíóòðiøíié ïîâåðõíÿõ îáî-

ëîíêè ïðè òàêèõ äàíèõ: a = 5; 7, 5; 15; 20 i α = −0, 5; 0; 0, 5.

Íà ðèñ. 3.4 � 3.12 íàâåäåíî ãðàôiêè ðîçïîäiëiâ ïðîãèíiâ w i íàïðóæåíü

σ2 íà çîâíiøíié i âíóòðiøíié ïîâåðõíÿõ îáîëîíêè â ïåðåðiçi α1 = L/2

â çàëåæíîñòi âiä òîâùèíè òà ïàðàìåòðà åëiïòè÷íîñòi α. Ç ðèñ. 3.4 � 3.6

âèïëèâà¹, ùî ìàêñèìàëüíèé ïðîãèí ïðè a = 20 çi çìiíîþ òîâùèíè äëÿ

−0, 5 ≤ α ≤ 0 çìåíøó¹òüñÿ ìàéæå â äâà ðàçè, à äëÿ 0 ≤ α ≤ 0, 5 �

â ïiâòîðà ðàçè, ùî âèêëèêàíî çáiëüøåííÿì òîâùèíè îáîëîíêè â îêîëi

α2 = 0. Äëÿ a = 5 çi çìiíîþ òèõ æå çíà÷åíü α ìàêñèìàëüíèé ïðîãèí

çáiëüøó¹òüñÿ ìàéæå â òðè ðàçè. Ïðè öüîìó, ÿêùî äëÿ α = −0, 5 ðiçíi óìîâè
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íà ïðîòèëåæíèõ ïðÿìîëiíiéíèõ ñòîðîíàõ îáîëîíêè ìàéæå íå âïëèâàþòü

íà ñèìåòðiþ ðîçïîäiëiâ ïðîãèíiâ âçäîâæ íàïðÿìíî¨ âiäíîñíî α2 = 0, òî

âæå äëÿ α = 0 i α = 0, 5 âïëèâ ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïðîòèëåæíèõ

ñòîðîíàõ îáîëîíêè ïðèâîäèòü äî íåñèìåòði¨ ðîçïîäiëiâ ïðîãèíiâ âiäíîñíî

α = 0, îñîáëèâî äëÿ a = 5.

Ðèñ. 3.4 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ïðè α = −0, 5

Ðèñ. 3.5 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ïðè α = 0

Ðèñ. 3.6 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ïðè α = 0, 5

Ðèñ. 3.7 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà çîâíiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ íà-
ïðÿìíî¨ ïðè α = −0, 5
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Ðèñ. 3.8 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà çîâíiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ íà-
ïðÿìíî¨ ïðè α = 0

Ðèñ. 3.9 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà çîâíiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ íà-
ïðÿìíî¨ ïðè α = 0, 5

Ðèñ. 3.10 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ
íàïðÿìíî¨ ïðè α = −0, 5

Ðèñ. 3.11 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ
íàïðÿìíî¨ ïðè α = 0
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Ðèñ. 3.12 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ
íàïðÿìíî¨ ïðè α = 0, 5

Ðèñ. 3.13 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ïðè a = 10

Ðèñ. 3.14 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ïðè a = 8

Ðèñ. 3.15 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
âçäîâæ íàïðÿìíî¨ ïðè a = 5
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Ðèñ. 3.16 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà çîâíiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ íà-
ïðÿìíî¨ ïðè a = 10

Ðèñ. 3.17 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà çîâíiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ íà-
ïðÿìíî¨ ïðè a = 8

Ðèñ. 3.18 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà çîâíiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ íà-
ïðÿìíî¨ ïðè a = 5

Ðèñ. 3.19 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ
íàïðÿìíî¨ ïðè a = 10
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Ðèñ. 3.20 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ
íàïðÿìíî¨ ïðè a = 8

Ðèñ. 3.21 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi âçäîâæ
íàïðÿìíî¨ ïðè a = 5

Íàâåäåíi íà ðèñ. 3.7 � 3.12 ãðàôiêè ðîçïîäiëiâ íàïðóæåíü σ2 íà âíó-

òðiøíié i çîâíiøíié ïîâåðõíÿõ îáîëîíêè ïîêàçóþòü, ùî çi çìiíîþ α íà ií-

òåðâàëi −0, 5 ≤ α ≤ 0, 5 ìàêñèìàëüíå íàïðóæåííÿ íà çîâíiøíié ïîâåðõíi

σ+
2 çìåíøó¹òüñÿ ìàéæå â ÷îòèðè ðàçè i ïåðåõîäèòü âiä îáîëîíêè ç a = 20

äî îáîëîíêè ç a = 5 çà ðàõóíîê ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïðîòèëåæíèõ

ñòîðîíàõ. Äëÿ íàïðóæåíü íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi σ−2 ìà¹ìî ìàêñèìàëüíi

çíà÷åííÿ íàïðóæåííÿ ïðè a = 5 çi çìiíîþ α çìåíøó¹òüñÿ i ïðè öüîìó ìi-

íÿ¹ çíàê, ùî îáóìîâëåíî æîðñòêèì çàêðiïëåííÿì ñòîðîíè îáîëîíêè ïðè

α2 = π/2. Òàêîæ âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî ïðè α = −0, 5, òîáòî êîëè òîâùèíà

îáîëîíêè â îêîëi α2 = 0 ñòà¹ äîñèòü òîíêîþ, ðiçíi ãðàíè÷íi óìîâè ìàéæå íå

âïëèâàþòü íà çìiíó ñèìåòði¨ ó ðîçïîäiëàõ íàïðóæåíü σ2 âçäîâæ íàïðÿìíî¨.

Äàëi ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí çàìêíóòèõ

îáîëîíîê ñòàëî¨ òîâùèíè, íîðìàëüíå íàâàíòàæåííÿ íà ÿêi çìiíþ¹òüñÿ çà

òàêèì çàêîíîì:

q3 = q0(1 + η cos 2α2). (3.27)
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Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i ãåîìåòðè÷íi ïàðàìåòðè òàêi æ, ÿê i â ïîïåðå-

äíié, à ìåõàíi÷íi õàðàêòåðèñòèêè òàêi: E1 = 5E, E2 = 1, 25E, ν1 = 0, 18,

ν2 = 0, 045, G12 = 0, 4E, G13 = G23 = 0, 2E.

Íà ðèñ. 3.13 � 3.21 ïîêàçàíi ãðàôiêè ðîçïîäiëiâ ïðîãèíiâ w i íàïðóæåíü

σ2 íà âíóòðiøíié i çîâíiøíié ïîâåðõíÿõ îáîëîíêè. Íà ðèñ. 3.13 ïðè a = 10,

ùî âiäïîâiäà¹ êðóãîâié îáîëîíöi, ìà¹ìî, ùî ïðè η = 0 w = const, äëÿ

η = −0, 5 ïðè α2 = 0 ïðîãèí íàïðàâëåíèé ó ïðîòèëåæíèé áiê äî äi¨ íàâàí-

òàæåííÿ, à ïðè α2 = π/2 íàâïàêè, â áiê äi¨ íàâàíòàæåííÿ. Ïðè a = 8 (ðèñ.

3.14) ðîçïîäiëè çìiíþþòüñÿ çà ðàõóíîê åëiïòè÷íîñòi i ùå áiëüøå ïðè a = 5

(ðèñ. 3.15 ). Ïðè öüîìó äëÿ η = −0, 5 ìàêñèìàëüíèé ïðîãèí çáiëüøó¹òüñÿ

ïðè a = 8 â ÷îòèðè, à ïðè a = 5 ìàéæå ó äâàíàäöÿòü ðàçiâ.

Àíàëîãi÷íó êàðòèíó ìîæíà ñïîñòåðiãàòè i â ðîçïîäiëàõ íàïðóæåíü σ2

(ðèñ. 3.16 � 3.21 ). Çi çìiíîþ åëiïòè÷íîñòi i âåëè÷èíè íàâàíòàæåííÿ íàïðó-

æåííÿ íà çîâíiøíié ïîâåðõíi σ+
2 ïðè α2 = 0 çìåíøó¹òüñÿ, à ïðè α2 = π/2

äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó i çi çáiëüøåííÿì åëiïòè÷íîñòi êðèâi çáëèæàþòüñÿ. Ïîäi-

áíà ñèòóàöiÿ ìà¹ ìiñöå i äëÿ íàïðóæåíü σ−2 , àëå â ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó.

3.5 Íàïðóæåíî äåôîðìîâàíèé ñòàí ãîôðîâàíèõ ïëàñòèí òà

öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê

Çà äîïîìîãîþ ïiäõîäó, ùî áàçó¹òüñÿ íà çâåäåííi äâîâèìiðíî¨ êðàéîâî¨

çàäà÷i äî îäíîâèìiðíî¨ íà îñíîâi àïðîêñèìàöi¨ ñïëàéíàìè ïî íàïðÿìíié,

ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ãîôðîâàíèõ ïëàñòèí

[36] òà öèëiíäðiâ ç ãîôðîâàíèì åëiïòè÷íèì ïåðåðiçîì [221].
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Ðèñ. 3.22 � Ãîôðîâàíà ïëàñòèíà

Ó âèïàäêó ãîôðîâàíî¨ ïëàñòèíè (ðèñ. 3.22) çi ñòîðîíàìè l1, l2 ðiâíÿííÿ

¨¨ ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó çàäàìî ó âèãëÿäi:

x1 = α2, x2 = α sin

πnα2

l2

 ,

äå α � àìïëiòóäà, n � êðîê ãîôðóâàííÿ.

Íåõàé ìàòåðiàë ïëàñòèíè içîòðîïíèé ç êîåôiöi¹íòîì Ïóàññîíà ν = 0, 3,

òîâùèíà ïëàñòèíè h = 0, 5; l1 = l2 = 10, ñòîðîíè ïëàñòèíè æîðñòêî çàêði-

ïëåíi, íà íå¨ äi¹ íîðìàëüíå ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå íàâàíòàæåííÿ q3 = q0.

Íà ðèñ. 3.23, 3.24 ïîêàçàíî ðîçïîäië ïåðåìiùåíü ŵ =
wE

q0103
(E � ìî-

äóëü ïðóæíîñòi ïëàñòèíè) â çàëåæíîñòi âiä êðîêó i àìïëiòóäè ãîôðóâàííÿ

âiäïîâiäíî.

ßê âèäíî ç ðèñóíêà 3.23, çðîñòàííÿ êðîêó iñòîòíî âïëèâà¹ íà õàðàêòåð

ðîçïîäiëó ïðîãèíiâ. Àëå ïðè n = 3 âïëèâ ãîôðóâàííÿ íà ïðîãèí ïîìiòèòè
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íà ãðàôiêó ñêëàäíî, àëå âæå ïðè n = 5 ìîíîòîííiñòü ïðîïàäà¹, i ìà¹ìî

õâèëÿñòèé õàðàêòåð ïîâåäiíêè ïðîãèíiâ. Ìàêñèìàëüíi ïðîãèíè çìåíøóþ-

òüñÿ çi çáiëüøåííÿì ÷àñòîòè ãîôðóâàííÿ. Ïiêè íà ãðàôiêàõ äëÿ çíà÷åíü

n = 5 , n = 7 i n = 9 ñïiâïàäàþòü ç âåðøèíàìè i âïàäèíàìè ãîôðà.

ßê âèäíî iç ãðàôiêiâ íà ðèñ. 3.24, ïðè α = 0, 1 âïëèâ àìïëiòóäè ãîôðó-

âàííÿ íà ðîçïîäiëè ïðîãèíiâ íåçíà÷íèé, à êðèâà ïðîãèíó ìîíîòîííà ìàéæå

íà âñüîìó iíòåðâàëi. Àëå çi çðîñòàííÿì àìïëiòóäè äî α = 0, 2 êàðòèíà iñòî-

òíî çìiíþ¹òüñÿ, i íà öié êðèâié ç'ÿâëÿþòüñÿ ïiêè. Ñëiä òàêîæ âiäìiòèòè, ùî

çi çáiëüøåííÿì α âiä 0,1 äî 0,4 ìàêñèìàëüíi ïðîãèíè çìåíøóþòüñÿ áiëüø,

íiæ ó 2 ðàçè.

Ðèñ. 3.23 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
ïëàñòèíè â çàëåæíîñòi âiä êðîêó
ãîôðóâàííÿ, α = 1

Ðèñ. 3.24 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü â
çàëåæíîñòi âiä àìïëiòóäè ãîôðó-
âàííÿ, n = 11

Ó âèïàäêó ãîôðîâàíî¨ åëiïòè÷íî¨ îáîëîíêè ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç (ðèñ.

3.25) çàäàìî â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ (r, α2):

r(α2) =
a

√
1− e2 cos2 α2

+ α cosmα2,

a � ìåíøà ïiââiñü åëiïñà, e � åêñöåíòðèñèòåò, α i m � àìïëiòóäà i êðîê
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ãîôðóâàííÿ âiäïîâiäíî.

Ðèñ. 3.25 � Ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç ãîôðîâàíî¨ åëiïòè÷íî¨ îáîëîíêè

Êðèâèíà â öüîìó âèïàäêó ¹ çíàêîçìiííîþ íà âiäìiíó âiä åëiïòè÷íîãî

öèëiíäðà.

Ðèñ. 3.26 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
äëÿ ðiçíèõ àìïëiòóä ãîôðóâàííÿ
α ïðè ∆ = 0, 2 (ñóöiëüíà ëiíiÿ),
∆ = 0, 4 (ïóíêòèðíà ëiíiÿ),m = 4

Ðèñ. 3.27 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
σ+

2 /q0 äëÿ ðiçíèõ àìïëiòóä ãîôðó-
âàííÿ α ïðè ∆ = 0, 2 (ñóöiëüíà ëi-
íiÿ), ∆ = 0, 4 (ïóíêòèðíà ëiíiÿ),
m = 4

k(α2) =
r2 + 2(r′)2 − rr′′

[r2 + (r′)2]3/2
,
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r′ = −
[

ae2 sin 2α2

2(1− e2 cos2 α2)3/2
+ αm sinmα2

]
,

r′′ = −
{
ae2

2

[
2 cos 2α2

(1− e2 cos2 α2)3/2
+

3e2 sin2 α2

2(1− e2 cos2 α2)5/2

]
+ αm2 sinmα2

}
,

Ðèñ. 3.28 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
σ−2 /q0 äëÿ ðiçíèõ àìïëiòóä ãîôðó-
âàííÿ α ïðè ∆ = 0, 2 (ñóöiëüíà ëi-
íiÿ), ∆ = 0, 4 (ïóíêòèðíà ëiíiÿ),
m = 4

Ðèñ. 3.29 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
äëÿ ðiçíèõ êðîêiâ ãîôðóâàííÿ m
ïðè α = 4 (ñóöiëüíà ëiíiÿ), α = 6
(ïóíêòèðíà ëiíiÿ), ∆ = 0, 3

Äîâæèíà êðèâî¨ íåãîôðîâàíîãî åëiïñà ïðè öüîìó âèáðàíà ðiâíîþ äîâ-

æèíi êîëà ðàäióñà r0 = 40, äîâæèíà öèëiíäðà l = 60, òîâùèíà � h = 4,

ìàòåðiàë îáîëîíêè içîòðîïíèé ç êîåôiöi¹íòîì Ïóàññîíà ν = 0, 3; òîðöi îáî-

ëîíêè æîðñòêî çàêðiïëåíi, íà îáîëîíêó äi¹ íîðìàëüíå íàâàíòàæåííÿ, ðîç-

ïîäiëåíå çà çàêîíîì: q3 = q0 sin(α1π/l), äëÿ âàðiþâàííÿ åêñöåíòðèñèòåòîì

åëiïñà âèêîðèñòàíî ïàðàìåòð åëiïòè÷íîñòi ∆ =
b− a
a+ b

.

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ ïåðåìiùåíü
wE

q0103
â çàëåæíîñòi âiä àìïëiòóäè i

êðîêó ãîôðóâàííÿ íàâåäåíî íà ðèñ. 3.26 i 3.29 âiäïîâiäíî.

Íà ðèñ. 3.26 ïîêàçàíi ðîçïîäiëè ïðîãèíiâ ïðè çìiíi åëiïòè÷íîñòi ∆ i

àìïëiòóäè ãîôðóâàííÿ α â ïåðåðiçi α1 = l/2: ∆ = 0, 2 � ñóöiëüíà ëiíiÿ;
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∆ = 0, 4 � ïóíêòèðíà; α = 4; 6; 8; ïðè m = 4. Âiäçíà÷èìî, ùî ç ðîñòîì

ïàðàìåòðà α ìàêñèìàëüíi ïðîãèíè â îáîëîíöi çìåíøóþòüñÿ. Ìîæíà ïðè-

ïóñòèòè, ùî öå ¹ íàñëiäêîì çáiëüøåííÿ êðèâèíè îáîëîíêè. Çi çìiíîþ åëi-

ïòè÷íîñòi âiä 0,2 äî 0,4 âïëèâ ãîôðóâàííÿ íà ðîçïîäiëó ïðîãèíiâ ñòà¹ áiëüø

ïîìiòíèì, à âiäìiííîñòi â ¨õ çíà÷åííÿõ â îêîëi α2 = 0 çìåíøó¹òüñÿ, à ïðè

α2 = π/2 íàâïàêè � çáiëüøó¹òüñÿ.

Ðèñ. 3.30 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
σ+

2 /q0 äëÿ ðiçíèõ êðîêiâ ãîôðóâà-
ííÿ m ïðè α = 4 (ñóöiëüíà ëiíiÿ),
α = 6 (ïóíêòèðíà ëiíiÿ), ∆ = 0, 3

Ðèñ. 3.31 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü
σ−2 /q0 äëÿ ðiçíèõ êðîêiâ ãîôðóâà-
ííÿ m ïðè α = 4 (ñóöiëüíà ëiíiÿ),
α = 6 (ïóíêòèðíà ëiíiÿ), ∆ = 0, 3

Íà ðèñ. 3.27, 3.28 ïðåäñòàâëåíi ðîçïîäiëè íàïðóæåíü σ2 íà çîâíiøíié i

âíóòðiøíié ïîâåðõíÿõ îáîëîíêè âiäïîâiäíî. ßê âèäíî ç ðèñóíêiâ, äëÿ àì-

ïëiòóäè ãîôðóâàííÿ α = 4 çìiíà åëiïòè÷íîñòi âïëèâà¹ íà íàïðóæåííÿ íå-

çíà÷íî. Îäíàê óæå ïðè α = 6 çi çìiíîþ ∆ âiä 0,2 äî 0,4 ìàêñèìàëüíi

íàïðóæåííÿ ÿê íà çîâíiøíié, òàê i íà âíóòðiøíié ïîâåðõíÿõ çáiëüøóþòüñÿ

ïðèáëèçíî â 1,5 ðàçè.

Íà ðèñ. 3.29 ïîêàçàíî ðîçïîäiëè ïðîãèíiâ ïðè çìiíi êðîêó m i àìïëi-

òóäè α ãîôðóâàííÿ â ïåðåðiçi α1 = l/2: m = 4; 8; 12; α = 4 � ñóöiëüíà

ëiíiÿ; α = 6 � ïóíêòèðíà; ïðè ∆ = 0, 3. ßê âèäíî ç ãðàôiêiâ, íàÿâíiñòü
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áiëüøî¨ êiëüêîñòi ãîôðiâ ïðèçâîäèòü äî ñêëàäíîãî äåôîðìîâàíîìó ñòàíó.

ßê i ñïîñòåðiãàëîñü ðàíiøå, ó âñiõ òðüîõ âèïàäêàõ çáiëüøåííÿ àìïëiòóäè α

ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ çíà÷åíü ïðîãèíiâ. Âiäçíà÷èìî, ùî çi çðîñòàííÿì

êðîêó ãîôðóâàííÿ âåëè÷èíè ìàêñèìàëüíèõ ïðîãèíiâ òàêîæ çìåíøóþòüñÿ.

Êðîê ãîôðóâàííÿ çíà÷íî âïëèâà¹ i íà íàïðóæåííÿ σ2 â îáîëîíöi. Íà

ðèñ. 3.30, 3.31 ïîêàçàíi ðîçïîäiëè íàïðóæåíü íà çîâíiøíié i âíóòðiøíié

ïîâåðõíÿõ îáîëîíêè. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî âïëèâ àìïëiòóäè ãîôðóâàííÿ

íà íàïðóæåííÿ ó âèïàäêàõ, ùî ðîçãëÿäàëèñü (îñîáëèâî äëÿ m = 8), íå

òàêèé iñòîòíèé, ÿê âïëèâ ÷àñòîòè.

3.6 Ðåçóëüòàòè òà âèñíîâêè

1. Íà îñíîâi óòî÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà îòðèìàíî äâîâè-

ìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè, ùî îïèñó¹ íàïðóæåíèé ñòàí öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê

äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó çi çìiííîþ â äâîõ êîîðäèíàòíèõ íà-

ïðÿìêàõ òîâùèíîþ.

2. Äëÿ çâåäåííÿ äâîâèìiðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ïðî íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíèé ñòàí íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê äî îäíî-

âèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ çàñòîñîâàíî ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïðè

àïðîêñèìàöi¨ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó âçäîâæ êîîðäèíàòíèõ ëiíié ÿê çà

òâiðíîþ, òàê i çà íàïðÿìíîþ öèëiíäðà.

3. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îòðèìàíèõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó ç âiäïîâiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè çàñòîñîâà-

íî ñòiéêèé ÷èñåëüíèé ìåòîä äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

4. Âiäìi÷åíî âèñîêó òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîãî ïiä-

õîäó çà ðiçíèìè âàðiàíòàìè éîãî ðåàëiçàöi¨: ïðè âèáîði íàïðÿìêiâ àïðî-

êñèìàöi¨ çà êîîðäèíàòîþ íàïðÿìíî¨ i çà êîîðäèíàòîþ, ùî çìiíþ¹òüñÿ
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âçäîâæ òâiðíî¨.

5. Äëÿ içîòðîïíî¨ îäíîðiäíî¨ îáîëîíêè i îðòîòðîïíî¨ îáîëîíîêè çìiííî¨

òîâùèíè äîñëiäæåíà çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêó â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi

÷ëåíiâ àïðîêñèìóþ÷îãî ðÿäó.

6. Ïðîâåäåíî øèðîêå êîëî äîñëiäæåíü ùîäî âçà¹ìîâïëèâó ðiçíèõ ãåîìå-

òðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ òà æîðñòêiñíèõ âëàñòèâîñòåé öèëiíäðà íà îñîáëè-

âîñòi éîãî ÍÄÑ.

7. Ïîêàçàíî ñêëàäíèé õàðàêòåð ÍÄÑ â ãîôðîâàíèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîí-

êàõ i ïëàñòèíàõ â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ãîôðóâàííÿ � àìïëiòóäè

òà êðîêó ãîôðiâ.



Ðîçäië 4

ÍÄÑ ÖÈËIÍÄÐÈ×ÍÈÕ ÎÁÎËÎÍÎÊ ÇI ÑÊIÑÍÈÌÈ

ÇÐIÇÀÌÈ

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó áóëè öèëiíäðè÷íi îáîëîí-

êè äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó, îáìåæåíi äóãàìè êîîðäèíàòíèõ ëiíié

α1 = const, α2 = const, òàê ùî îáëàñòü çìiíè ïàðàìåòðiâ, ùî çàäàþòü

ñåðåäèííó ïîâåðõíþ îáîëîíêè, áóëà ïðÿìîêóòíèêîì. ßê ðîçøèðåííÿ öüî-

ãî êëàñó çàäà÷, â äàííîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ òi æ ñàìi îáîëîíêè â

óñêëàäíåíié ïîñòàíîâöi, ùî çâ'ÿçàíà ç íàÿâíiñòþ ñêiñíèõ çðiçiâ íà òîðöå-

âèõ êîíòóðàõ. Â öüîìó âèïàäêó ¨õ ãåîìåòðiÿ â êðèâîëiíiéíié îðòîãîíàëüíié

ñèñòåìi êîîðäèíàò Oα1α2 ïðåäñòàâëåíà òðàïåöi¹þ çàãàëüíîãî âèäó, ùî ñóò-

ò¹âî óñêëàäíþ¹ ïîñòàíîâêó i ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

Çàóâàæèìî, ùî öèëiíäðè÷íà îáîëîíêà çi ñêiñíèìè çðiçàìè íà òîðöÿõ

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ, çàçâè÷àé, ÿê ç'¹äíóâàëüíà ëàíêà â ñèñòåìàõ öèëiíäðè-

÷íèõ îáîëîíîê ç ðiçíèìè ãåîìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè, îñi ÿêèõ óòâîðþþòü

ìiæ ñîáîþ äåÿêèé íåíóëüîâèé êóò. Òàêi ñèñòåìè ¹ ðîçïîâñþäæåíèìè êîí-

ñòðóêöiÿìè âîäîïîñòà÷àëüíèõ i âîäîâiäâåäíèõ ñèñòåì, ñèñòåì ç ïåðåêà÷êè

ðiäèí, ïåðåäà÷i ñèïó÷èõ ðå÷îâèí òîùî. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ÍÄÑ îáîëîíîê çi

ñêiñíèìè çðiçàìè íà òîðöÿõ â ðîáîòi ïðîïîíó¹òüñÿ ïiäõiä, ùî âêëþ÷à¹ äâi

îñíîâíi ÷àñòèíè:

- ïîñòàíîâêó çàäà÷i â íîâié íåîðòîãîíàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò, â ÿêié

ãåîìåòðè÷íà îáëàñòü îáîëîíêè âïèñó¹òüñÿ â ëiíi¨ íîâî¨ êîîðäèíàòíî¨ ñiòêè;

- ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i çà ïðåäñòàâëåíèì â ïîïåðåäíüîìó ðîç-

148



149

äiëi àëãîðèòìîì äëÿ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðå-

ðiçó áåç çðiçiâ íà ãðàíè÷íèõ êîíòóðàõ.

Ðîçðîáëåíèé ïiäõiä çàñòîñîâàíî äëÿ âèçíà÷åííÿ ÍÄÑ öèëiíäðè÷íèõ

îáîëîíîê äâîõ òèïiâ: êðóãîâîãî (ïiäðîçäië 4.1) i åëiïòè÷íîãî (ïiäðîçäië 4.2)

ïåðåðiçiâ çi ñêiñíèìè çðiçàìè íà òîðöÿõ.

Â îáîõ âèïàäêàõ íàâîäèòüñÿ:

- ïîñòàíîâêà çàäà÷i â îðòîãîíàëüíié êðèâîëiíiéíié (¾ñòàðié¿) ñèñòåìi

êîîðäèíàò;

- ôîðìóëè ïåðåõîäó äî íåîðòîãîíàëüíî¨ (¾íîâî¨¿) êîîðäèíàòíî¨ ñèñòåìè;

- ïîñòàíîâêà çàäà÷i â ïîáóäîâàíié ¾íîâié¿ ñèñòåìi;

- ðåçóëüòàòè ÷èñëåííèõ äîñëiäæåíü ÍÄÑ îáîëîíîê â çàëåæíîñòi âiä ïà-

ðàìåòðiâ çðiçiâ.

4.1 Êðóãîâi öèëiíäðè çi ñêiñíèìè çðiçàìè

Òóò íàâîäèòüñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî ÍÄÑ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê êðó-

ãîâîãî ïåðåðiçó â âèõiäíié îðòîãîíàëüíié êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäè-

íàò [205].

Âiäíåñåìî ñåðåäèííó ïîâåðõíþ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè äî îðòîãîíàëü-

íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò Oα1α2, äå α1 = z � êîîðäèíàòà â íàïðÿìêó îñi

îáåðòàííÿ, à α2 = θ � öåíòðàëüíèé êóò â ïîïåðå÷íîìó ïåðåðiçi. Òîäi, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ óòî÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê íà îñíîâi ãiïîòåçè ïðÿìî¨

ëiíi¨, ùî âèêëàäåíi â äðóãîìó ðîçäiëi, íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí îáî-

ëîíêè ïiä äi¹þ ïîâåðõíåâîãî íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ q ìîæíà îïèñàòè

ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ó âèãëÿäi:

∂2u1

∂θ2
= a11

∂2u1

∂z2
+ a12

∂2u2

∂z∂θ
+ a13

∂w

∂z
;

∂2u2

∂θ2
= a21

∂2u1

∂z∂θ
+ a22u2 + a23

∂2u2

∂z2
+ a24

∂w

∂θ
+
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+a25
∂2ψ1

∂z∂θ
+ a26ψ2 + a27

∂2ψ2

∂z2
;

∂2w

∂θ2
= a31

∂u1

∂z
+ a32

∂u2

∂θ
+ a33w + a34

∂2w

∂z2
+

+a35
∂ψ1

∂z
+ a36

∂ψ2

∂θ
+ a37q; (4.1)

∂2ψ1

∂θ2
= a41

∂2u1

∂z2
+ a42

∂2u2

∂z∂θ
+ a43

∂w

∂z
+

+a44ψ1 + a45
∂2ψ1

∂z2
+ a46

∂2ψ2

∂z∂θ
;

∂2ψ2

∂θ2
= a51

∂2u1

∂z∂θ
+ a52u2 + a53

∂2u2

∂z2
+ a54

∂w

∂θ
+

+a55
∂2ψ1

∂z∂θ
+ a56ψ2 + a57

∂2ψ2

∂z2
,

äå

a11 = −R
2C11

C66
, a12 = −R (C12 + C66)

C66
, a13 = −RC12

C66
,

a21 = −D66 +R2C66 +R2C12

RC22
, a22 =

K2

C22
, a23 = −R

2C66

C22
,

a24 = −C22 +K2

C22
, a25 = −D66

C22
, a26 = −RK2

C22
, a27 = −RD66

C22
,

a31 =
RC12

K2
, a32 =

K2 + C22

K2
, a33 =

C22

K2
, a34 = −R

2K1

K2
,

a35 = a34, a36 = −R, a37 = −R
2

K2
, a41 =

RC11

C66
,

a42 =
C66D12 +D66C66 +D66C12

D66C66
, a43 =

R2C66K1 +D66C12 + C66D12

D66C66
, (4.2)

a44 =
R2K1

D66
, a45 = −R

2D11

D66
, a46 = −R (D12 +D66)

D66
,

a51 =
D22D66 −R2D22C66 −R2D22C12 −R2C22D66

R2D22C22
,

a52 =
K2

(
D22 −R2C22

)
RD22C22

, a53 = −RC66

C22
, a54 =

K2

(
R2C22 −D22

)
RD22C22

,

a55 = −R
2C22 (D12 +D66) +D22D66

RD22C22
, a56 =

K2

(
R2C22 −D22

)
D22C22

,

a57 = −
D66

(
R2C22 +D22

)
D22C22

.
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Â ôîðìóëàõ (4.2) R � ðàäióñ öèëiíäðà, ó âèïàäêó içîòðîïíîãî ìàòåðiàëó

C11 = C22 =
Eh

1− ν2
, C12 = νC11, C66 =

Eh

2(1 + ν)
,

D11 = D22 =
Eh3

12(1− ν2)
, D12 = νD11,

D66 =
Eh3

24(1 + ν)
, K1 = K2 =

5Eh

12(1 + ν)
,

(4.3)

h � òîâùèíà îáîëîíêè, E � ìîäóëü ïðóæíîñòi, ν � êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà.

Ðèñ. 4.1 � Öèëiíäðè÷íà îáîëîíêà çi çðiçàíèìè òîðöÿìè

Â ïðÿìîêóòíié äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò Ox1x2x3 ñåðåäèííó ïî-

âåðõíþ îáîëîíêè çi çðiçàíèìè òîðöÿìè (ðèñ. 4.1) ìîæíà çàäàòè çà äîïî-

ìîãîþ ïàðàìåòðiâ ξ1, ξ2 ñèñòåìîþ ðiâíÿíü [86,209]:


x1 = R cos ξ2,

x2 = R sin ξ2,

x3 = z = ξ1 +R [tg β1 − ξ1(tg β1 + tg β2)/L] (1− cos ξ2),

(4.4)
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äå L � äîâæèíà òâiðíî¨ öèëiíäðà â ïåðåðiçi ξ2 = 0, β1 i β2 êóòè íèæíüîãî

è âåðõíüîãî çðiçiâ âiäïîâiäíî, 0 ≤ ξ1 ≤ L, ÿêùî öèëiíäð çàìêíóòèé,

òî 0 ≤ ξ2 ≤ 2π. ßêùî êóòè β1 i β2 äîäàòíi, òî ïðîåêöiÿ öèëiíäðà íà

ïëîùèíó Ox1x3 áóäå ìàòè âèãëÿä, ïîêàçàíèé íà ðèñ. 4.2. Ó âèïàäêó, êîëè

îäèí ç êóòiâ âiä'¹ìíèé (β1 < 0), ïðîåêöiÿ îáîëîíêè ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.3.

Î÷åâèäíî, ùî âàðiàíò äâîõ âiä'¹ìíèõ êóòiâ âèáîðîì L ìîæíà çâåñòè äî

âàðiàíòà äâîõ äîäàòíèõ êóòiâ.

Ðèñ. 4.2 � Ïðîåêöiÿ öèëiíäðà ïðè äî-
äàòíèõ êóòàõ β1, β2

Ðèñ. 4.3 � Ïðîåêöiÿ öèëiíäðà ïðè ði-
çíèõ çíàêàõ êóòiâ β1, β2

Ç (4.4) ìîæíà âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü ìiæ íîâèìè êîîðäèíàòàìè ξ1, ξ2 i

êîîðäèíàòàìè öèëiíäðè÷íî¨ ñèñòåìè z, θ:

ξ1 =
az + b(cos θ − 1)

d cos θ + e
,

ξ2 = θ,

(4.5)

äå a = L, b = LR tg β1, d = R(tg β1 + tg β2), e = a− d.

Äëÿ ïåðåõîäó â (4.1) âiä êîîðäèíàò z, θ äî ξ1, ξ2 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨
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f ìà¹ìî ôîðìóëè:

∂f

∂z
=
∂f

∂ξ1

∂ξ1

∂z
+
∂f

∂ξ2

∂ξ2

∂z
,
∂f

∂θ
=
∂f

∂ξ1

∂ξ1

∂θ
+
∂f

∂ξ2

∂ξ2

∂θ
. (4.6)

Ç (4.5) i (4.6) îäåðæèìî

∂f

∂z
= λ1

∂f

∂ξ1
,
∂2f

∂z2
= λ2

1

∂2f

∂ξ2
1

,

∂2f

∂θ2
= λ3

∂f

∂ξ1
+ λ2

2

∂2f

∂ξ2
1

+
∂2f

∂ξ2
2

+ 2λ2
∂2f

∂ξ1ξ2
,

∂2f

∂z∂θ
= λ4

∂f

∂ξ1
+ λ1λ2

∂2f

∂ξ2
1

+ λ1
∂2f

∂ξ1∂ξ2
,

(4.7)

äå

λ1 = a/(d cos ξ2 + e), λ2 = λ1 (dξ1 − b) sin ξ2/a,

λ3 = dλ1[2dλ2 sin ξ2 + (dξ1 − b) cos ξ2]/a, λ4 = dλ2
1 sin ξ2/a. (4.8)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (4.7) äëÿ ôóíêöié u1, u2, w, ψ1, ψ2, ç (4.1) ìà-

¹ìî:

∂2u1

∂ξ2
2

= −λ3
∂u1

∂ξ1
+
(
a11λ

2
1 − λ2

2

) ∂2u1

∂ξ2
1

− 2λ2
∂2u1

∂ξ1∂ξ2
+ a12λ4

∂u2

∂ξ1
+

+a12λ1λ2
∂2u2

∂ξ2
1

+ a12λ1
∂2u2

∂ξ1∂ξ2
+ a13λ1

∂w

∂ξ1
,

∂2u2

∂ξ2
2

= a21λ4
∂u1

∂ξ1
+ a21λ1λ2

∂2u1

∂ξ2
1

+ a21λ1
∂2u1

∂ξ1∂ξ2
+ a22u2 − λ3

∂u2

∂ξ1
+

+
(
a23λ

2
1 − λ2

2

) ∂2u2

∂ξ2
1

− 2λ2
∂2u2

∂ξ1∂ξ2
+ a24λ2

∂w

∂ξ1
+ a24

∂w

∂ξ2
+

+a25λ4
∂ψ1

∂ξ1
+ a25λ1λ2

∂2ψ1

∂ξ2
1

+ a25λ1
∂2ψ1

∂ξ2∂ξ1
+ a26ψ2 + a27λ

2
1

∂2ψ2

∂ξ2
1

∂2w

∂ξ2
2

= a31λ1
∂u1

∂ξ1
+ a32λ2

∂u2

∂ξ1
+ a32

∂u2

∂ξ2
+ a33w − λ3

∂w

∂ξ1
+
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+
(
a34λ

2
1 − λ2

2

) ∂2w

∂ξ2
1

− 2λ2
∂2w

∂ξ1∂ξ2
+ a35λ1

∂ψ1

∂ξ1
+

+a36λ2
∂ψ2

∂ξ1
+ a36

∂ψ2

∂ξ2
+ a37q, (4.9)

∂2ψ1

∂ξ2
2

= a41λ
2
1

∂2u1

∂ξ2
1

+ a42λ4
∂u2

∂ξ1
+ a42λ1λ2

∂2u2

∂ξ2
1

+ a42λ1
∂2u2

∂ξ2∂ξ1
+

+a43λ1
∂w

∂ξ1
+ a44ψ1 − λ3

∂ψ1

∂ξ1
+
(
a45λ

2
1 − λ2

2

) ∂2ψ1

∂ξ2
1

− 2λ2
∂2ψ1

∂ξ1∂ξ2
+

+a46λ4
∂ψ2

∂ξ1
+ a46λ1λ2

∂2ψ2

∂ξ2
1

+ a46λ1
∂2ψ2

∂ξ1∂ξ2

∂2ψ2

∂ξ2
2

= a51λ4
∂u1

∂ξ1
+ a51λ1λ2

∂2u1

∂ξ2
1

+ a51λ1
∂2u1

∂ξ1∂ξ2
+ a52u2 + a53λ

2
1

∂2u2

∂ξ2
1

+

+a54λ2
∂w

∂ξ1
+ a54

∂w

∂ξ2
+ a55λ4

∂ψ1

∂ξ1
+ a55λ1λ2

∂2ψ1

∂ξ2
1

+ a55λ1
∂2ψ1

∂ξ1∂ξ2
+

+a56ψ2 − λ3
∂ψ2

∂ξ1
+
(
a57λ

2
1 − λ2

2

) ∂2ψ2

∂ξ2
1

− 2λ2
∂2ψ2

∂ξ1∂ξ2
.

Iíôîðìàöiÿ ïðî ôîðìó ãðàíè÷íîãî êîíòóðà âðàõîâàíà â âèðàçàõ äëÿ

λi. Äëÿ çðó÷íîñòi âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ âçäîâæ êîëîâî¨

êîîðäèíàòè ïåðåïèøåìî (4.9) ó âèãëÿäi:

∂2u1

∂ξ2
2

= b11
∂u1

∂ξ1
+ b12

∂2u1

∂ξ2
1

+ b13
∂2u1

∂ξ1∂ξ2
+ b14

∂u2

∂ξ1
+

+b15
∂2u2

∂ξ2
1

+ b16
∂2u2

∂ξ1∂ξ2
+ b17

∂w

∂ξ1
,

∂2u2

∂ξ2
2

= b21
∂u1

∂ξ1
+ b22

∂2u1

∂ξ2
1

+ b23
∂2u1

∂ξ1∂ξ2
+ b24u2 + b25

∂u2

∂ξ1
+

+b26
∂2u2

∂ξ2
1

+ b27
∂2u2

∂ξ1∂ξ2
+ b28

∂w

∂ξ1
+ a29

∂w

∂ξ2
+

+b2,10
∂ψ1

∂ξ1
+ b2,11

∂2ψ1

∂ξ2
1

+ b2,12
∂2ψ1

∂ξ2∂ξ1
+ b2,13ψ2 + b2,14

∂2ψ2

∂ξ2
1

∂2w

∂ξ2
2

= b31
∂u1

∂ξ1
+ b32

∂u2

∂ξ1
+ b33

∂u2

∂ξ2
+ b34w + b35

∂w

∂ξ1
+

+b36
∂2w

∂ξ2
1

+ b37
∂2w

∂ξ1∂ξ2
+ b38

∂ψ1

∂ξ1
+ b39

∂ψ2

∂ξ1
+ b3,10

∂ψ2

∂ξ2
+ b3,11q, (4.10)
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∂2ψ1

∂ξ2
2

= b41
∂2u1

∂ξ2
1

+ b42
∂u2

∂ξ1
+ b43

∂2u2

∂ξ2
1

+ b44
∂2u2

∂ξ2∂ξ1
+

+b45
∂w

∂ξ1
+ b46ψ1 + b47

∂ψ1

∂ξ1
+ b48

∂2ψ1

∂ξ2
1

+ b49
∂2ψ1

∂ξ1∂ξ2
+

+b4,10
∂ψ2

∂ξ1
+ b4,11

∂2ψ2

∂ξ2
1

+ b4,12
∂2ψ2

∂ξ1∂ξ2

∂2ψ2

∂ξ2
2

= b51
∂u1

∂ξ1
+ b52

∂2u1

∂ξ2
1

+ b53
∂2u1

∂ξ1∂ξ2
+ b54u2 + b55

∂2u2

∂ξ2
1

+

+b56
∂w

∂ξ1
+ b57

∂w

∂ξ2
+ b58

∂ψ1

∂ξ1
+ b59

∂2ψ1

∂ξ2
1

+ b5,10
∂2ψ1

∂ξ1∂ξ2
+

+b5,11ψ2 + b5,12
∂ψ2

∂ξ1
+ b5,13

∂2ψ2

∂ξ2
1

+ b5,14
∂2ψ2

∂ξ1∂ξ2
,

äå

b11 = −λ3, b12 = a11λ
2
1 − λ2

2, b13 = −2λ2b14 = a12λ4,

b15 = a12λ1λ2, b16 = a12λ1, b17 = a13λ1,

b21 = a21λ4, b22 = a21λ1, b23 = a21λ1, b24 = a22u2b25 = −λ3,

b26 = a23λ
2
1 − λ2

2, b27 = −2λ2, b28 = a24λ2, b29 = a24,

b2,10 = a25λ4, b2,11 = a25λ1λ2, b2,12 = a25λ1, b2,13 = a26, b2,14 = a27λ
2
1,

b31 = a31λ1, b32 = a32λ2, b33 = a32, b34 = a33, b35 = −λ3,

b36 = a34λ
2
1 − λ2

2, b37 = −2λ2, b38 = a35λ1,

b39 = a36λ2, b3,10 = a36, b3,11 = a37,

b41 = a41λ
2
1, b42 = a42λ4, b43 = a42λ1λ2, b44 = a42λ1,

b45 = a43λ1, b46 = a44ψ1b47 = −λ3, b48 = a45λ
2
1 − λ2

2, b49 = −2λ2,

b4,10 = a46λ4, b4,11 = a46λ1λ2, b4,12 = a46λ1,

b51 = a51λ4, b52 = a51λ1λ2, b53 = a51λ1, b54 = a52, b55 = a53λ
2
1,

b56 = a54λ2, b57 = a54, b58 = a55λ4, b59 = a55λ1, b5,10 = a55λ1,

b5,11 = a56ψ2, b5,12 = −λ3, b5,13 = a57λ
2
1 − λ2

2, b5,14 = −2λ2.
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Ãðàíè÷íi óìîâè ôîðìóëþþòüñÿ íà êîíòóðàõ ξ1 = const, ξ2 = const ó

âiäïîâiäíîñòi ç çàäàíèì ñïîñîáîì ¨õ çàêðiïëåííÿ àáî íàâàíòàæåííÿ.

Áóäåìî ïðîâîäèòè äîñëiäæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó çà-

ìêíóòèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç æîðñòêî çàêðiïëåíèìè çðiçàìè. Îòæå,

äëÿ êðà¨â ξ1 = 0 è ξ1 = L ãðàíè÷íi óìîâè çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

u1 = u2 = w = 0, ψ1 = ψ2 = 0, (4.11)

à äëÿ ξ2 = 0 è ξ2 = π âèêîðèñòà¹ìî óìîâè ñèìåòði¨:

∂u1

∂ξ2
=
∂w

∂ξ2
= 0, u2 = 0,

∂ψ1

∂ξ2
= 0, ψ2 = 0. (4.12)

Äâîâèìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó (4.10) � (4.12) ðîçâ'ÿæåìî çà äîïîìîãîþ

çâåäåííÿ äî îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i â êîëîâîìó íàìïðÿìêó ìåòîäîì ñïëàéí-

êëîêàöi¨ . Äëÿ öüîãî ïðåäñòàâèìî íåâiäîìi ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi:

u(ξ2, ξ1) =
N∑
i=0

u1i(ξ2)φi(ξ1); u2(ξ2, ξ1) =
N∑
i=0

u2i(ξ2)φi(ξ1);

w(ξ2, ξ1) =
N∑
i=0

wi(ξ2)φi(ξ1); (4.13)

ψ1(ξ2, ξ1) =
N∑
i=0

ψ1i(ξ2)φi(ξ1); ψ2(ξ2, ξ1) =
N∑
i=0

ψ2i(ξ2)φi(ξ1),

äå u1i(ξ2), u2i(ξ2), wi(ξ2), ψ1i(ξ2), ψ2i(ξ2)� øóêàíi ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ2, φi(ξ1) �

ëiíiéíi êîìáiíàöi¨B-ñïëàéíiâ òðåòüîãî ñòåïåíÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi

óìîâè (4.11) íà êîíòóðàõ ξ1 = 0 è ξ1 = L.

Ïiäñòàâèâøè ñïiââiäíîøåííÿ (4.13) â ðiâíÿííÿ (4.9) i ãðàíè÷íi óìîâè

(4.12), áóäåìî âèìàãàòè ¨õ âèêîíàííÿ â N + 1 òî÷êàõ êîëîêàöi¨ ξ1k = ζk

(k = 0, N).
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Âèêîðèñòà¹ìî îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ òî÷îê êîëîêàöi¨, îïèñàíå â ïiä-

ðîçäiëi 2.3, ïðè íåïàðíîìó N . Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ äëÿ bij(ζk, ξ2) = b̄ij i

q(ζk, ξ2) = q̄ îòðèìà¹ìî:

ū′′1 = Φ−1(b̄11 ∗ Φ1 + b̄12 ∗ Φ2)ū1 + Φ−1(b̄13 ∗ Φ1)ū
′
1+

+Φ−1(b̄14 ∗ Φ1 + b̄15 ∗ Φ2)ū2 + Φ−1(b̄16 ∗ Φ1)ū
′
2 + Φ−1(b̄17 ∗ Φ1)w̄,

ū′′2 = Φ−1(b̄21 ∗ Φ1 + b̄22 ∗ Φ2)ū1 + Φ−1(b̄23 ∗ Φ1)ū
′
1+

+Φ−1(b̄24 ∗ Φ + b̄25 ∗ Φ1 + b̄26 ∗ Φ2)ū2 + Φ−1(b̄27 ∗ Φ1)ū
′
2+

+Φ−1(b̄28 ∗ Φ1)w̄ + b̄29 ∗ w̄′ + Φ−1(b̄2,10 ∗ Φ1 + b̄2,11 ∗ Φ2)ψ̄1+

+b̄2,12 ∗ ψ̄′1 + Φ−1(b̄2,13 ∗ Φ + b̄2,14 ∗ Φ2)ψ̄2,

w̄′′ = Φ−1(b̄31 ∗ Φ1)ū1 + Φ−1(b̄32 ∗ Φ1)ū2 + b̄33 ∗ ū′2+

+Φ−1(b̄34 ∗ Φ + b̄35 ∗ Φ1 + b̄36 ∗ Φ2)w̄ + Φ−1(b̄37 ∗ Φ1)w̄
′+

+Φ−1(b̄38 ∗ Φ1)ψ̄1 + Φ−1(b̄39 ∗ Φ1)ψ̄2 + b̄3,10 ∗ ψ̄′2 + Φ−1(b̄39 ∗ q̄), (4.14)

ψ̄′′1 = Φ−1(b̄41 ∗ Φ2)ū1 + Φ−1(b̄42 ∗ Φ1 + b̄43 ∗ Φ1)ū2 + Φ−1(b̄44 ∗ Φ1)ū
′
2+

+Φ−1(b̄45 ∗ Φ1)w̄ + Φ−1(b̄46 ∗ Φ + b̄47 ∗ Φ1 + b̄48 ∗ Φ2)ψ̄1+

+Φ−1(b̄49 ∗ Φ1)ψ̄
′
1 + Φ−1(b̄4,10 ∗ Φ1 + b̄4,11 ∗ Φ2)ψ̄2 + Φ−1(b̄4,12 ∗ Φ1)ψ̄

′
2,

ψ̄′′2 = Φ−1(b̄51 ∗ Φ1 + b̄52 ∗ Φ2)ū1 + Φ−1(b̄53 ∗ Φ1)ū
′
1+

+Φ−1(b̄54 ∗ Φ + b̄55 ∗ Φ2)ū2 + Φ−1(b̄56 ∗ Φ1)w̄ + b̄57 ∗ w̄′+

+Φ−1(b̄58 ∗ Φ1 + b̄59 ∗ Φ2)ψ̄1 + Φ−1(b̄5,10 ∗ Φ1)ψ̄
′
1+

+Φ−1(b̄5,11 ∗ Φ + b̄5,12 ∗ Φ1 + b̄5,13 ∗ Φ2)ψ̄2 + Φ−1(b̄5,14 ∗ Φ1)ψ̄
′
2,

äå êîìïîíåíè ìàòðèöü Φ, Φ1, Φ2 � çíà÷åííÿ ôóíêöié φj òà ¨õ ïîõiäíèõ â

òî÷êàõ êîëîêàöi¨, òîáòî Φij = φj(ζi), Φ1ij = φ′j(ζi), Φ2ij = φ′′j (ζi).

Ñèñòåìó (4.14) çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

dY

dξ2
= AY + f̄ , (4.15)
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äå Y = {u10, ..., u1N , u
′
10, ..., u

′
1N , u20, ..., u2N , u

′
20, ..., u

′
2N , w0, ..., wN , w

′
0, ...,

w′N , ψ10, ..., ψ1N , ψ
′
10, ..., ψ

′
1N , ψ20, ..., ψ2N ,ψ

′
20, ..., ψ

′
2N}T− âåêòîð-ôóíêöiÿ

çìiííî¨ ξ2; A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ (3.15) ðîçìiðíîñòi 10(N+1)×10(N+1),

åëåìåíòè ÿêî¨ çàëåæàòü âiä ξ2; f̄ � âåêòîð ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.16).

Íåíóëüîâi áëîêè Tij ìàòðèöi A ó öüîìó âèïàäêó:

T12 = I, T21 = Φ−1(b̄11 ∗ Φ1 + b̄12 ∗ Φ2), T22 = Φ−1(b̄13 ∗ Φ1),

T23 = Φ−1(b̄14 ∗ Φ1 + b̄15 ∗ Φ2), T24 = Φ−1(b̄16 ∗ Φ1), T25 = Φ−1(b̄17 ∗ Φ1),

T34 = I, T41 = Φ−1(b̄21 ∗ Φ1 + b̄22 ∗ Φ2), T42 = Φ−1(b̄23 ∗ Φ1),

T43 = Φ−1(b̄24 ∗ Φ + b̄25 ∗ Φ1 + b̄26 ∗ Φ2), T44 = Φ−1(b̄27 ∗ Φ1),

T45 = Φ−1(b̄28 ∗ Φ1), T46 = Φ−1(b̄29 ∗ Φ), T47 = Φ−1(b̄2,10 ∗ Φ1 + b̄2,11 ∗ Φ2),

T48 = b̄2,12 ∗ I, T49 = Φ−1(b̄2,13 ∗ Φ + b̄2,14 ∗ Φ2),

T56 = I, T61 = Φ−1(b̄31 ∗ Φ1), T63 = Φ−1(b̄32 ∗ Φ1), T64 = b̄33 ∗ I,

T65 = Φ−1(b̄34 ∗ Φ + b̄35 ∗ Φ1 + b̄36 ∗ Φ2), T66 = Φ−1(b̄37 ∗ Φ1),

T67 = Φ−1(b̄38 ∗ Φ1), T69 = Φ−1(b̄39 ∗ Φ1), T6,10 = b̄3,10 ∗ I, T78 = I,

T81 = Φ−1(b̄41 ∗ Φ2), T83 = Φ−1(b̄42 ∗ Φ1 + b̄43 ∗ Φ1), T84 = Φ−1(b̄44 ∗ Φ1),

T85 = Φ−1(b̄45 ∗ Φ1), T87 = Φ−1(b̄46 ∗ Φ + b̄47 ∗ Φ1 + b̄48 ∗ Φ2),

T88 = Φ−1(b̄49 ∗ Φ1), T89 = Φ−1(b̄4,10 ∗ Φ1T82 = b̄4,11 ∗ Φ2),

T8,10 = Φ−1(b̄4,12 ∗ Φ1), T9,10 = I, T10,1 = Φ−1(b̄51 ∗ Φ1 + b̄52 ∗ Φ2),

T10,2 = Φ−1(b̄53 ∗ Φ1)ū
′
1, T10,3 = Φ−1(b̄54 ∗ Φ + b̄55 ∗ Φ2), T10,5 = Φ−1(b̄56 ∗ Φ1),

T10,6 = b̄57 ∗ I, T10,7 = Φ−1(b̄58 ∗ Φ1 + b̄59 ∗ Φ2), T10,8 = Φ−1(b̄5,10 ∗ Φ1),

T10,9 = Φ−1(b̄5,11 ∗ Φ + b̄5,12 ∗ Φ1 + b̄5,13 ∗ Φ2), T10,10 = Φ−1(b̄5,14 ∗ Φ1).

�äèíèé íåíóëüîâèé âåêòîð-êîìïîíåíò âåêòîðà f̄ ó öüîìó âèïàäêó:

f̄3 = Φ−1b̄39 ∗ q̄.
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Ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ îòðèìàíî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (4.15) ó âiäïîâiäíîñòi ç (4.12) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

BY (0) = 0̄; BY (π) = 0̄, (4.16)

äå B � ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi 5(N + 1)× 10(N + 1):

B =



O I O O O O O O O O

O O I O O O O O O O

O O O O O I O O O O

O O O O O O O I O O

O O O O O O O O I O


. (4.17)

Â (4.17) O � íóëüîâà, à I � îäèíè÷íà ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi (N + 1)×

×(N + 1). Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîâèìiðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.15), (4.16) çà-

ñòîñó¹ìî ñòiéêèé ÷èñåëüíèé ìåòîä äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Ïðîiëþñòðó¹ìî çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíîãî ïiäõîäó äî ðîçâ'ÿçàííÿ ðÿäó

çàäà÷ ñòàòèêè äëÿ êðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè çi çðiçàìè íà òîðöÿõ.

Ïîðiâíÿ¹ìî ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â [209] ç âèêîðèñòàííÿì ðiâíÿíü êëà-

ñè÷íî¨ òåîði¨ îáîëîíîê i ðîçâ'ÿçêè íà îñíîâi âèêëàäåíîãî âèùå ïiäõîäó.

Äëÿ öüîãî ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ÍÄÑ îáîëîíêè ç òàêèìè ïàðàìåòðà-

ìè: L = 60, R = 20, h = 1, β1 = β2 = β, ν = 0, 3. Â öüîìó âèïàäêó

ïðîåêöiÿ îáîëîíêè áóäå ìàòè âèãëÿä ïîêàçàíèé íà ðèñ. 4.2. Â òàáëèöi 4.1

íàâåäåíî äàíi äëÿ ïðîãèíiâ wE/q â ïåðåðiçi ξ1 = L/2 ïðè çíà÷åííÿõ êóòiâ

β = 6◦; 18◦; 30◦. Â ñòîâï÷èêó I � äàíi ç ñòàòòi [209], â II(20) � äàíi, îòðè-

ìàíi íà îñíîâi îïèñàíîãî òóò ïiäõîäó ïðè N + 1 = 20 òî÷êàõ êîëîêàöi¨, â

II(30) � ïðè N + 1 = 30. Âiäðiçîê 0 ≤ ξ1 ≤ π ðîçáèòî íà 400 ÷àñòèí. ßê

âèäíî ç òàáëèöi, äàíi, îòðèìàíi íà îñíîâi îáîõ ïiäõîäiâ, äîñòàòíüî áëèçüêi,
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i ðîçáiæíiñòü ìiæ ðåçóëüòàòàìè íå ïåðåâèùó¹ 0,5%.

Òàáë. 4.1 � Ïîðiâíÿííÿ ïðîãèíiâ, îòðèìàíèõ ç âèêîðèñòàííÿì ðiçíèõ îáî-
ëîíêîâèõ òåîðié, äëÿ öèëiíäðà ç ïðîåêöi¹þ ó âèãëÿäi òðàïåöi¨

wE/q

ξ2 β = 6◦ β = 18◦ β = 30◦

I II(20) II(30) I II(20) II(30) I II(20) II(30)

0 383,4 383,8 383,1 411,2 413,4 410,7 437,1 440,5 436,3

π/10 382,7 383,0 382,4 409,3 410,9 408,7 433,2 435,5 432,4

2π/10 380,6 380,7 380,3 403,6 403,7 402,8 422,2 422,0 421,2

3π/10 377,3 377,1 377,0 394,4 393,0 393,4 406,8 404,1 405,3

4π/10 373,1 372,5 372,8 382,6 380,2 381,6 391,3 387,7 389,3

5π/10 368,3 367,4 368,0 369,2 366,8 368,5 379,4 376,6 377,7

6π/10 363,2 362,2 363,0 355,5 354,1 355,5 369,7 368,4 368,9

7π/10 358,6 357,5 358,4 343,0 342,8 343,5 352,2 352,7 352,8

8π/10 354,7 353,7 354,7 332,8 333,5 333,6 317,6 319,8 319,8

9π/10 352,2 351,2 352,2 326,0 327,3 326,9 275,3 279,5 279,5

π 351,3 350,4 351,3 323,5 325,1 324,5 255,5 260,6 260,6

Òàêîæ ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ïðîãèíiâ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êóòà β

ó âèïàäêó, êîëè îáîëîíêà ïðîåêòó¹òüñÿ â ïàðàëåëîãðàì, òîáòî, êîëè

β = −β1 = β2. Â òàáëèöi 4.2 íàâåäåíî äàíi äëÿ ïåðåðiçó ξ2 = π, â ñòîâ-

ï÷èêó I � äàíi ç ðîáîòè [209], â ñòîâï÷èêó II � ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi íà

îñíîâi âèêëàäåíîãî âèùå ïiäõîäó (N = 29, âiäðiçîê iíòåãðóâàííÿ ðîçáè-
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òî íà 400 ÷àñòèí). ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ðiçíèöÿ ìiæ çíà÷åííÿ-

ìè, îòðèìàíèìè çà äîïîìîãîþ ðiçíèõ òåîðié, âiäðiçíÿþòüñÿ â íàéãiðøîìó

âèïàäêó ïðèáëèçíî íà 0,5%. Îòæå, ìîæíà âiäìiòèòè ãàðíó âiäïîâiäíiñòü

ïiäõîäó âèêîðèñòàíîãî â [209] i âèêëàäåíîãî âèùå.

Òàáë. 4.2 � Ïîðiâíÿííÿ ïðîãèíiâ, îòðèìàíèõ ç âèêîðèñòàííÿì ðiçíèõ îáî-
ëîíêîâèõ òåîðié, äëÿ öèëiíäðà ç ïðîåêöi¹þ ó âèãëÿäi ïàðàëåëîãðàìà

wE/q

ξ1/L β = 0◦ β = 10◦ β = 20◦ β = 30◦

I II I II I II I II

0,1 313,1 312,3 328,1 326,7 344,4 342,6 363,9 361,8

0,2 382,5 384,9 399,3 401,7 417,4 420,0 441,7 444,5

0,3 368,8 369,2 377,5 378,0 384,3 385,0 393,3 394,4

0,4 367,3 367,1 370,1 369,7 368,9 368,4 366,0 365,3

0,5 367,8 367,7 365,3 365,2 358,3 358,1 348,2 347,6

0,6 367,3 367,1 359,9 359,0 347,8 347,6 332,2 331,6

0,7 368,8 369,2 356,5 357,0 340,2 340,6 320,3 320,2

0,8 382,5 384,9 364,5 367,0 344,0 346,5 320,6 322,8

0,9 313,1 312,3 297,9 297,9 281,6 282,2 263,4 264,6

Ðîçãëÿíåìî öèëiíäðè ç ðiçíèìè çíà÷åííÿìè β1 i β2. Çàôiêñó¹ìî çíà÷åííÿ

β1 = −30◦, à β2 áóäåìî çìiíþâàòè âiä 25◦ äî −25◦. Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi

äëÿ ïåðåðiçó ξ2 = π, ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.4. Ç ãðàôiêiâ ìîæíà áà÷èòè, ÿê â

çàëåæíîñòi âiä êóòà β2 çìiíþ¹òüñÿ äîâæèíà îáîëîíêè â ïåðåðiçi ξ2 = π. Ó

çâ'ÿçêó çi çìiíîþ ïàðàìåòðiâ îáîëîíêè çìiíþ¹òüñÿ i ðîçïîäiëiâ ïðîãèíiâ. ßê
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âèäíî ç ðèñ. 4.4, ïðîãèí ïîáëèçó êðàþ ξ1 = 0 çìiíþ¹òüñÿ â íåçíà÷íié ìiði,

à ïðè çíà÷åííÿõ ξ1 â îêîëi òîðöÿ ξ1 = L ïîìiòíî çðîñòà¹ çi çìåíøåííÿì β2

îò 25◦ äî −25◦.

Ðèñ. 4.4 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü â öèëiíäðè÷íié îáîëîíöi äëÿ ðiçíèõ êóòiâ
çðiçó β2, ïðè β1 = −30◦, ξ2 = π

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ñâiä÷àòü, ùî äëÿ îïèñó îáî-

ëîíîê äîñëiäæóâàíîãî êëàñó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê óòî÷íåíó, òàê i

êëàñè÷íó òåîði¨ îáîëîíîê. Ðîçáiæíîñòi ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ïðè öüîìó íå ïå-

ðåâèùóþòü 0,5%. Öå äóæå õîðîøà çáiæíiñòü, ÿêùî âðàõîâóâàòè, ùî â ðî-

áîòi [209] ñïëàéí-àïðîêñèìàöiÿ ïðîâîäèëàñü ïî êîîðäèíàòi ξ2.

4.2 Öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè åëiïòè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó çi

ñêiñíèìè çðiçàìè

Äîñëiäæåííÿ, àíàëîãi÷íi âèêëàäåíèì â ïiäðîçäiëi 4.1 äëÿ êðóãîâîãî öèëií-

äðà, ïðîâîäÿòüñÿ äàëi äëÿ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè åëiïòè÷íîãî ïåðåðiçó çi

ñêiñíèìè çðiçàìè [50]. Ïðîåêöi¨ öi¹¨ îáîëîíêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.5.
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Ðèñ. 4.5 � Ïðîåêöi¨ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè åëiïòè÷íîãî
ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó çi ñêiñíèìè çðiçàìè

Ðiâíÿííÿ äëÿ íåêðóãîâèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ñòàëî¨ òîâùèíè ïiä

äi¹þ âíóòðiøíüîãî òèñêó q3 = q â îðòîãîíàëüíié êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êî-

îðäèíàò Oα1α2 ç âèêîðèñòàííÿì (3.3) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

a11
∂2u1

∂α2
1

+ a12
∂u1

∂α2
+ a13

∂2u1

∂α2
2

+ a14
∂2u2

∂α1∂α2
+ a15

∂w

∂α1
= 0,

a21
∂2u1

∂α2∂α1
+ a22u2 + a23

∂2u2

∂α2
1

+ a24
∂u2

∂α2
+ a25

∂2u2

∂α2
2

+ a26w+

+a27
∂w

∂α2
+ a28

∂2ψ1

∂α2∂α1
+ a29ψ2 + a2,10

∂2ψ2

∂α2
1

= 0,

a31
∂u1

∂α1
+ a32u2 + a33

∂u2

∂α2
+ a34w + a35

∂2w

∂α2
1

+ a36
∂w

∂α2
+ a37

∂2w

∂α2
2
+

+a38
∂ψ1

∂α1
+ a39

∂ψ2

∂α2
+ a3,10q = 0, (4.18)

a41
∂2u1

∂α2
1

+ a42
∂u1

∂α2
+ a43

∂2u2

∂α2∂α1
+ a44

∂w

∂α1
+ a45ψ1+

+a46
∂2ψ1

∂α2
1

+ a47
∂ψ1

∂α2
+ a48

∂2ψ1

∂α2
2

+ a49
∂2ψ2

∂α2∂α1
= 0,

a51
∂2u1

∂α2∂α1
+ a52u2 + a53

∂2u2

∂α2
1

+ a54
∂u2

∂α2
+ a55w + a56

∂w

∂α2
+

+a57
∂2ψ1

∂α1∂α2
+ a58ψ2 + a59

∂2ψ2

∂α2
1

+ a5,10
∂ψ2

∂α2
+ a5,11

∂2ψ2

∂α2
2

= 0,
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äå êîåôiöi¹íòè aij òàêi:

a11 = C11A2; a12 = −C66A
′
2

A2
2

; a13 =
C66

A2
; a14 = C12 + C66;

a15 = C12A2k2; a21 = C12 + C66 − k2
2D66; a22 = −K2A2k

2
2;

a23 = A2C66;
′a24 = −C22A

′
2

A2
2

; a25 =
C22

A2
; a26 = C22 k

′
2;

a27 = k2 (C22 +K2) ; a28 = D66k2; a29 = K2A2k2; a2,10 = D66A2k2

a31 = −C12A2k2; a32 = −K2k
′
2; a33 = −k2 (C22 +K2) ;

a34 = −C22A2k
2
2; a35 = A2K1; a36 = −K2A

′
2

A2
2

; a37 =
K2

A2
;

a38 = A2K1; a39 = K2; a3,10 = A2; a41 =
k2D66C11A2

C66
;

a42 = −D66k
′
2

A2
; a43 =

(
D66 −D12 +

D66C12

C66

)
k2;

a44 = −A2

(
k2

2

(
D12 −

C12D66

C66

)
+K1

)
; a45 = −A2K1;

a46 = D11A2; a47 = −D66A
′
2

A2
2

; a48 =
D66

A2
; a49 = D12 +D66;

a51 = − k2

C22

(
k2

2D22D66 − (C12 + C66)D22 + C22D66

)
;

a52 = A2k2K2

(
1− D22k

2
2

C22

)
; a53 =

D22C66A2k2

C22
; a54 = −k

′
2D22

A2
;

a55 = −D22k2k
′
2; a56 = K2

(
D22k

2
2

C22
− 1

)
; a57 = D12 +D66 +

k2
2D22D66

C22
;

a58 = K2A2

(
D22k

2
2

C22
− 1

)
; a59 = D66A2

(
D22k

2
2

C22
+ 1

)
;

a5,10 = −D22A
′
2

A2
2

; a5,11 =
D22

A2
.

Ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ îáîëîíêè çi çðiçàìè â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ
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x1, x2, x3 çàäà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

x1 = f1(ξ2),

x2 = f2(ξ2),

x3 =
ξ1

L
(L+ (f1(ξ2)− f1(0))(tgβ1 + tgβ2)) + (f1(0)− f1(ξ2))tgβ1,

(4.19)

0 ≤ ξ1 ≤ L, 0 ≤ ξ2 ≤ 2π, β1, β2 � êóòè çðiçiâ.

Äàëi çàìiíèìî çìiííi ó ðiâíÿííÿõ (4.18). Çâ'ÿçîê ìiæ êîîðäèíàòàìè

ξ1, ξ2 i α1, α2:

α1 =
ξ1

L
(L+ (f1(ξ2)− f1(0))(tgβ1 + tgβ2)) + (f1(0)− f1(ξ2))tgβ1,

α2 = ξ2.

(4.20)

Äëÿ ïîõiäíèõ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ìàþòü ìiñöå òàêi ôîðìóëè:

∂f

∂α1
= λ1

∂f

∂ξ1
;
∂2f

∂α2
1

= λ2
1

∂2f

∂ξ2
1

;
∂f

∂α2
= λ2

∂f

∂ξ1
+
∂f

∂ξ2
;

∂2f

∂α2
2

= λ3
∂f

∂ξ1
+ λ2

2

∂2f

∂ξ2
1

+
∂2f

∂ξ2
2

+ 2λ2
∂2f

∂ξ1∂ξ2
; (4.21)

∂2f

∂α1∂α2
= λ4

∂f

∂ξ1
+ λ1λ2

∂2f

∂ξ2
1

+ λ1
∂2f

∂ξ1∂ξ2
,

äå

λ1 =
L

∆1
; λ3 =

∆2

∆2
1

[
f ′′1 ∆1 − 2(f ′1)

2(tgβ1 + tgβ2)
]

;

λ2 =
∆2

∆1
f ′1; λ4 = − L

∆2
1

f ′1(tgβ1 + tgβ2);

∆1 = (f1 − f1(0))(tgβ1 + tgβ2) + L; (4.22)

∆2 = Ltgβ1 − ξ1(tgβ1 + ξ1tgβ2).

Ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ â íîâié íåîðòîãîíàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò
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Oξ1ξ2:

∂2u1

∂ξ2
2 = −a12 λ2 + a13 λ3

a13

∂u1

∂ξ1
− a11λ

2
1 + a13λ

2
2

a13

∂2u1

∂ξ2
1

− a12

a13

∂u1

∂ξ2
− 2λ2

∂2u1

∂ξ2∂ξ1
−

−a14 λ4

a13

∂u2

∂ξ1
− a14 λ1 λ2

a13

∂2u2

∂ξ2
1

− a14 λ1

a13

∂2u2

∂ξ2∂ξ1
− a15 λ1

a13

∂w

∂ξ1
;

∂2u2

∂ξ2
2

= −a21 λ4

a25

∂u1

∂ξ1
− a21 λ1 λ2

a25

∂2u1

∂ξ2
1

− a21 λ1

a25

∂2u1

∂ξ2∂ξ1
−

−a22 u2

a25
− a24 λ2 + a25 λ3

a25

∂u2

∂ξ1
− a23 λ

2
1 + a25 λ

2
2

a25

∂2u2

∂ξ2
1

− a24

a25

∂u2

∂ξ2
−

−2λ2
∂2u2

∂ξ2∂ξ1
− a26w

a25
− a27 λ2

a25

∂w

∂ξ1
− a27

a25

∂w

∂ξ2
− a28 λ4

a25

∂ψ1

∂ξ1
−

−a28 λ1 λ2

a25

∂2ψ1

∂ξ2
1

− a28 λ1

a25

∂2ψ1

∂ξ2∂ξ1
− a29 ψ2

a25
− a2,10 λ

2
1

a25

∂2ψ2

∂ξ2
1

;

∂2w

∂ξ2
2 = −a31 λ1

a37

∂u1

∂ξ1
− a32 u2

a37
− a33 λ2

a37

∂u2

∂ξ1
− a33

a37

∂u2

∂ξ2
− a34w

a37
−

−a36 λ2 + a37 λ3

a37

∂w

∂ξ1
− a35 λ

2
1 + a37 λ

2
2

a37

∂2w

∂ξ1
2 −

a36

a37

∂w

∂ξ2
−

−2λ2
∂2w

∂ξ2∂ξ1
− a38 λ1

a37

∂ψ1

∂ξ1
− a39 λ2

a37

∂ψ2

∂ξ1
− a39

a37

∂ψ2

∂ξ2
− a3,10 q

a37
;

∂2ψ1

∂ξ2
2 = −a42 λ2

a48

∂u1

∂ξ1
− a41 λ1

2

a48

∂2u1

∂ξ1
2 −

a42

a48

∂u1

∂ξ2
− (4.23)

−a43 λ4

a48

∂u2

∂ξ1
− a43 λ1 λ2

a48

∂2u2

∂ξ1
2 −

a43 λ1

a48

∂2u2

∂ξ2∂ξ1
− a44 λ1

a48

∂w

∂ξ1
− a45 ψ1

a48
−

−a47 λ2 + a48 λ3

a48

∂ψ1

∂ξ1
− a46 λ1

2 + a48 λ2
2

a48

∂2ψ1

∂ξ1
2 −

a47

a48

∂ψ1

∂ξ2
−

−2λ2
∂2ψ1

∂ξ1∂ξ2
− a49 λ4

a48

∂ψ2

∂ξ1
− a49 λ1 λ2

a48

∂2ψ2

∂ξ1
2 −

a49 λ1

a48

∂2ψ2

∂ξ1∂ξ2
;

∂2ψ2

∂ξ2
2 = −a51 λ4

a5,11

∂u1

∂ξ1
− a51 λ1 λ2

a5,11

∂2u1

∂ξ1
2 −

a51 λ1

a5,11

∂2u1

∂ξ2∂ξ1
− a52 u2

a5,11
−

−a54 λ2

a5,11

∂u2

∂ξ1
− a53 λ1

2

a5,11

∂2u2

∂ξ1
2 −

a54

a5,11

∂u2

∂ξ2
− a55w

a5,11
− a56 λ2

a5,11

∂w

∂ξ1
− a56

a5,11

∂w

∂ξ2
−

−a57 λ4

a5,11

∂ψ1

∂ξ1
− a57 λ1 λ2

a5,11

∂2ψ1

∂ξ1
2 −

a57 λ1

a5,11

∂2ψ1

∂ξ2∂ξ1
− a58 ψ2

a5,11
−

−a5,10 λ2 + a5,11 λ3

a5,11

∂ψ2

∂ξ1
− a5,11 λ2

2 + a59 λ1
2

a5,11

∂2ψ2

∂ξ1
2 −

a5,10

a5,11

∂ψ2

∂ξ2
− 2λ2

∂2ψ2

∂ξ2∂ξ1
.
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Ïåðåïèøåìî (4.23) ó âèãëÿäi:

∂2u1

∂ξ2
2 = b11

∂u1

∂ξ1
+ b12

∂2u1

∂ξ2
1

+ b13
∂u1

∂ξ2
+ b14

∂2u1

∂ξ2∂ξ1
+

+b15
∂u2

∂ξ1
+ b16

∂2u2

∂ξ2
1

+ b17
∂2u2

∂ξ2∂ξ1
+ b18

∂w

∂ξ1
;

∂2u2

∂ξ2
2

= b21
∂u1

∂ξ1
+ b22

∂2u1

∂ξ2
1

+ b23
∂2u1

∂ξ2∂ξ1
+

+b24u2 + b25
∂u2

∂ξ1
+ b26

∂2u2

∂ξ2
1

+ b27
∂u2

∂ξ2
+

+b28
∂2u2

∂ξ2∂ξ1
+ b29w + b2,10

∂w

∂ξ1
+ b2,11

∂w

∂ξ2
+ b2,12

∂ψ1

∂ξ1
+

+b2,13
∂2ψ1

∂ξ2
1

+ b2,14
∂2ψ1

∂ξ2∂ξ1
+ b2,15ψ2 + b2,16

∂2ψ2

∂ξ2
1

;

∂2w

∂ξ2
2 = b31

∂u1

∂ξ1
+ b32u2 + b33

∂u2

∂ξ1
+ b34

∂u2

∂ξ2
+ b35w+

+b36
∂w

∂ξ1
+ b37

∂2w

∂ξ1
2 + b38

∂w

∂ξ2
+ b39

∂2w

∂ξ2∂ξ1
+

+b3,10
∂ψ1

∂ξ1
+ b3,11

∂ψ2

∂ξ1
+ b3,12

∂ψ2

∂ξ2
+ b3,13q;

∂2ψ1

∂ξ2
2 = b41

∂u1

∂ξ1
+ b42

∂2u1

∂ξ1
2 + b43

∂u1

∂ξ2
+ (4.24)

+b44
∂u2

∂ξ1
+ b45

∂2u2

∂ξ1
2 + b46

∂2u2

∂ξ2∂ξ1
+ b47

∂w

∂ξ1
+ b48ψ1+

+b49
∂ψ1

∂ξ1
+ b4,10

∂2ψ1

∂ξ1
2 + b4,11

∂ψ1

∂ξ2
+ b4,12

∂2ψ1

∂ξ1∂ξ2
+

+b4,13
∂ψ2

∂ξ1
+ b4,14

∂2ψ2

∂ξ1
2 + b4,15

∂2ψ2

∂ξ1∂ξ2

∂2ψ2

∂ξ2
2 = b51

∂u1

∂ξ1
+ b52

∂2u1

∂ξ1
2 + b53

∂2u1

∂ξ2∂ξ1
+ b54u2+

+b55
∂u2

∂ξ1
+ b56

∂2u2

∂ξ1
2 + b57

∂u2

∂ξ2
+ b58w + b59

∂w

∂ξ1
+ b5,10

∂w

∂ξ2
+

+b5,11
∂ψ1

∂ξ1
+ b5,12

∂2ψ1

∂ξ1
2 + b5,13

∂2ψ1

∂ξ2∂ξ1
+ b5,14ψ2+

+b5,15
∂ψ2

∂ξ1
+ b5,16

∂2ψ2

∂ξ1
2 + b5,17

∂ψ2

∂ξ2
+ b5,18

∂2ψ2

∂ξ2∂ξ1
,
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äå

b11 = −a12 λ2 + a13 λ3

a13
, b12 = −a11λ

2
1 + a13λ

2
2

a13
, b13 = −a12

a13
, b14 = −2λ2,

b15 = −a14 λ4

a13
, b16 = −a14 λ1 λ2

a13
, b17 = −a14 λ1

a13
, b18 = −a15 λ1

a13
,

b21 = −a21 λ4

a25
, b22 = −a21 λ1 λ2

a25
, b23 = −a21 λ1

a25
,

b24 = −a22

a25
b25 = −a24 λ2 + a25 λ3

a25
, b26 = −a23 λ

2
1 + a25 λ

2
2

a25
, b27 = −a24

a25
,

b28 = −2λ2, b29 = −a26

a25
b2,10 = −a27 λ2

a25
, b2,11 = −a27

a25
, b2,12 = −a28 λ4

a25
,

b2,13 = −a28 λ1 λ2

a25
, b2,14 = −a28 λ1

a25
, b2,15 = −a29

a25
, b2,16 = −a2,10 λ

2
1

a25
,

b31 = −a31 λ1

a37
, b32 = −a32

a37
, b33 = −a33 λ2

a37
, b34 = −a33

a37
, b35 = −a34

a37
,

b36 = −a36 λ2 + a37 λ3

a37
, b37 = −a35 λ

2
1 + a37 λ

2
2

a37
, b38 = −a36

a37
, b39 = −2λ2,

b3,10 = −a38 λ1

a37
, b3,11 = −a39 λ2

a37
, b3,12 = −a39

a37
, b3,13 = −a3,10

a37
;

b41 = −a42 λ2

a48
, b42 = −a41 λ1

2

a48
, b43 = −a42

a48
,

b44 = −a43 λ4

a48
, b45 = −a43 λ1 λ2

a48
, b46 = −a43 λ1

a48
, b47 = −a44 λ1

a48
, b48 = −a45

a48

b49 = −a47 λ2 + a48 λ3

a48
, b4,10 = −a46 λ1

2 + a48 λ2
2

a48
, b4,11 = −a47

a48
,

b4,12 = −2λ2, b4,13 = −a49 λ4

a48
, b4,14 = −a49 λ1 λ2

a48
, b4,15 = −a49 λ1

a48
,

b51 = −a51 λ4

a5,11
, b52 = −a51 λ1 λ2

a5,11
, b53 = −a51 λ1

a5,11
, b54 = −a52 u2

a5,11

b55 = −a54 λ2

a5,11
, b56 = −a53 λ1

2

a5,11
, b57 = − a54

a5,11
,

b58 = −a55w

a5,11
, b59 = −a56 λ2

a5,11
, b5,10 = − a56

a5,11
,

b5,11 = −a57 λ4

a5,11
, b5,12 = −a57 λ1 λ2

a5,11
, b5,13 = −a57 λ1

a5,11
, b5,14 = − a58

a5,11
,

b5,15 = −a5,10 λ2 + a5,11 λ3

a5,11
, b5,16 = −a5,11 λ2

2 + a59 λ1
2

a5,11
,
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b5,17 = −a5,10

a5,11
, b5,18 = −2λ2.

Äîäàâøè äî (4.24) óìîâè æîðñòêîãî çàêðiïëåííÿ (4.11) íà êîíòóðàõ

ξ1 = const òà óìîâè ñèìåòði¨ (4.12) ïðè ξ2 = 0 òà ξ2 = π, îäåðæèìî äâî-

âèìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó âiäíîñíî íåâiäîìèõ ïåðåìiùåíü i ïîâíèõ êóòiâ ïî-

âîðîòó, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi (4.13). Çàñòîñóâàâøè äî ðiâíÿíü

(4.24) ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ â íàïðÿìêó íàïðÿìíî¨ öèëiíäðà i ââiâøè ïî-

çíà÷åííÿ, îïèñàíi â ïiäðîçäiëi 4.1, îòðèìà¹ìî:

ū′′1 = Φ−1(b̄11 ∗ Φ1 + b̄12 ∗ Φ2)ū1 + Φ−1(b̄13 ∗ Φ + b̄14 ∗ Φ1)ū
′
1+

+Φ−1(b̄15 ∗ Φ + b̄16 ∗ Φ1)ū2 + Φ−1(b̄17 ∗ Φ1)ū
′
2 + Φ−1(b̄18 ∗ Φ1)w̄,

ū′′2 = Φ−1(b̄21 ∗ Φ1 + b̄22 ∗ Φ2)ū1 + Φ−1(b̄23 ∗ Φ1)ū
′
1+

+Φ−1(b̄24 ∗ Φ + b̄25 ∗ Φ1 + b̄26 ∗ Φ2)ū2 + Φ−1(b̄27 ∗ Φ + b̄28 ∗ Φ1)ū
′
2+

+Φ−1(b̄29 ∗ Φ + b̄2,10 ∗ Φ1)w̄ + b̄2,11 ∗ w̄′ + Φ−1(b̄2,12 ∗ Φ1 + b̄2,13 ∗ Φ2)ψ̄1+

+(b̄2,14 ∗ Φ1)ψ̄
′
1 + Φ−1(b̄2,15 ∗ Φ + b̄2,16 ∗ Φ2)ψ̄2,

w̄′′ = Φ−1(b̄31 ∗ Φ1)ū1 + Φ−1(b̄32 ∗ Φ + b̄33 ∗ Φ1)ū2 + b̄34 ∗ ū′2+

+Φ−1(b̄35 ∗ Φ + b̄36 ∗ Φ1 + b̄37 ∗ Φ2)w̄ + Φ−1(b̄38 ∗ Φ + b̄39 ∗ Φ1)w̄
′+

+Φ−1(b̄3,10 ∗ Φ1)ψ̄1 + Φ−1(b̄3,11 ∗ Φ1)ψ̄2 + b̄3,12 ∗ ψ̄′2 + Φ−1(b̄3,13 ∗ q̄), (4.25)

ψ̄′′1 = Φ−1(b̄41 ∗ Φ1 + b̄42 ∗ Φ2)ū1 + b̄43 ∗ ū′1 + Φ−1(b̄44 ∗ Φ1 + b̄45 ∗ Φ1)ū2+

+Φ−1(b̄46 ∗ Φ1)ū
′
2 + Φ−1(b̄47 ∗ Φ1)w̄ + Φ−1(b̄48 ∗ Φ + b̄49 ∗ Φ1 + b̄4,10 ∗ Φ2)ψ̄1+

+Φ−1(b̄4,11 ∗ Φ + b̄4,12 ∗ Φ1)ψ̄
′
1 + Φ−1(b̄4,13 ∗ Φ1 + b̄4,14 ∗ Φ2)ψ̄2+

+Φ−1(b̄4,15 ∗ Φ1)ψ̄
′
2,

ψ̄′′2 = Φ−1(b̄51 ∗ Φ1 + b̄52 ∗ Φ2)ū1 + Φ−1(b̄53 ∗ Φ1)ū
′
1+

+Φ−1(b̄54 ∗ Φ + b̄55 ∗ Φ1 + b̄56 ∗ Φ2)ū2 + b̄57 ∗ ū2
′+

+Φ−1(b̄58 ∗ Φ + b̄59 ∗ Φ1)w̄ + b̄5,10 ∗ w̄′+

+Φ−1(b̄5,11 ∗ Φ1 + b̄5,12 ∗ Φ2)ψ̄1 + Φ−1(b̄5,13 ∗ Φ1)ψ̄
′
1+
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+Φ−1(b̄5,14 ∗ Φ + b̄5,15 ∗ Φ1 + b̄5,16 ∗ Φ2)ψ̄2 + Φ−1(b̄5,17 ∗ Φ + b̄5,18 ∗ Φ1)ψ̄
′
2.

Àíàëîãi÷íî ç âèïàäêîì öèëiíäðà êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó öþ

ñèñòåìó ìîæíà çâåñòè äî íîðìàëüíîãî âèãëÿäó (4.15). Íåíóëüîâi áëîêè ìà-

òðèöi A â öüîìó âèïàäêó:

T12 = I, T21 = Φ−1(b̄11 ∗ Φ1 + b̄12 ∗ Φ2), T22 = Φ−1(b̄13 ∗ Φ + b̄14 ∗ Φ1),

T23 = Φ−1(b̄15 ∗ Φ + b̄16 ∗ Φ1), T24 = Φ−1(b̄17 ∗ Φ1), T25 = Φ−1(b̄18 ∗ Φ1)w̄,

T34 = I, T41 = Φ−1(b̄21 ∗ Φ1 + b̄22 ∗ Φ2), T42 = Φ−1(b̄23 ∗ Φ1),

T43 = Φ−1(b̄24 ∗ Φ + b̄25 ∗ Φ1 + b̄26 ∗ Φ2), T44 = Φ−1(b̄27 ∗ Φ + b̄28 ∗ Φ1),

T45 = Φ−1(b̄29 ∗ Φ + b̄2,10 ∗ Φ1), T46 = b̄2,11 ∗ IT47 = Φ−1(b̄2,12 ∗ Φ1 + b̄2,13 ∗ Φ2),

T48 = (b̄2,14 ∗ Φ1), T49 = Φ−1(b̄2,15 ∗ Φ + b̄2,16 ∗ Φ2),

T56 = I, T61 = Φ−1(b̄31 ∗ Φ1), T63 = Φ−1(b̄32 ∗ Φ + b̄33 ∗ Φ1), T64 = b̄34 ∗ I,

T65 = Φ−1(b̄35 ∗ Φ + b̄36 ∗ Φ1 + b̄37 ∗ Φ2), T66 = Φ−1(b̄38 ∗ Φ + b̄39 ∗ Φ1),

T67 = Φ−1(b̄3,10 ∗ Φ1), T69 = Φ−1(b̄3,11 ∗ Φ1), T6,10 = b̄3,12 ∗ ψ̄′2,

T78 = I, T81 = Φ−1(b̄41 ∗ Φ1 + b̄42 ∗ Φ2), T82 = b̄43 ∗ I,

T83 = Φ−1(b̄44 ∗ Φ1 + b̄45 ∗ Φ1), T84 = Φ−1(b̄46 ∗ Φ1),

T85 = Φ−1(b̄47 ∗ Φ1), T87 = Φ−1(b̄48 ∗ Φ + b̄49 ∗ Φ1 + b̄4,10 ∗ Φ2),

T88 = Φ−1(b̄4,11 ∗ Φ + b̄4,12 ∗ Φ1), T89 = Φ−1(b̄4,13 ∗ Φ1 + b̄4,14 ∗ Φ2),

T8,10 = Φ−1(b̄4,15 ∗ Φ1),

T9,10 = I, T10,1 = Φ−1(b̄51 ∗ Φ1 + b̄52 ∗ Φ2), T10,2 = Φ−1(b̄53 ∗ Φ1),

T10,3 = Φ−1(b̄54 ∗ Φ + b̄55 ∗ Φ1 + b̄56 ∗ Φ2), T10,4 = b̄57 ∗ I,

T10,5 = Φ−1(b̄58 ∗ Φ + b̄59 ∗ Φ1), T10,6 = b̄5,10 ∗ I,

T10,7 = Φ−1(b̄5,11 ∗ Φ1 + b̄5,12 ∗ Φ2), T10,8 = Φ−1(b̄5,13 ∗ Φ1),

T10,9 = Φ−1(b̄5,14 ∗ Φ + b̄5,15 ∗ Φ1 + b̄5,16 ∗ Φ2),

T10,10 = Φ−1(b̄5,17 ∗ Φ + b̄5,18 ∗ Φ1),
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à íåíóëüîâi êîìïîíåíòè âåêòîðà f̄ :

f̄3 = Φ−1(b̄3,13 ∗ q̄). (4.26)

Ðèñ. 4.6 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü â
îáîëîíöi åëiïòè÷íîãî ïîïåðå÷íî-
ãî ïåðåðiçó ç ïiâîñÿìè a = 25, b =
16 äëÿ êóòiâ çðiçiâ β1 = β2; ξ1 =
L/2

Ðèñ. 4.7 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü â
îáîëîíöi åëiïòè÷íîãî ïîïåðå÷íî-
ãî ïåðåðiçó ç ïiâîñÿìè a = 16, b =
25 äëÿ êóòiâ çðiçiâ β1 = β2; ξ1 =
L/2

Íà îñíîâi öi¹¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i áóëî ïðîâåäåíî àíàëiç ÍÄÑ öèëiíäðè-

÷íî¨ îáîëîíêè åëiïòè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó.

Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíèé ñòàí öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè åëi-

ïòè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó x1 = a cos ξ2, x2 = b sin ξ2 ç ïiâîñÿìè

a = 25, b = 16 òà a = 16, b = 25; L = 60, h = 1, ν = 0, 3.

Êóòè çðiçiâ β1 i β2 ó öüîìó âèïàäêó âèáðàíî ðiâíèìè.

Íà ðèñ. 4.6 ïîêàçàíî ðîçïîäië ïåðåìiùåíü äëÿ b = 16, a = 25 â çàëå-

æíîñòi âiä êóòiâ çðiçó β1 = β2 = 0◦; 15◦; 25◦. Ðåçóëüòàòè äëÿ íóëüîâèõ êóòiâ

çðiçó áóëî ïîðiâíÿíî ç ðåçóëüòàòàìè, ùî îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ïiäõîäiâ,

îïèñàíèõ ó òðåòüîìó ðîçäiëi. Âîíè ïîâíiñòþ çáiãàþòüñÿ. ßê âèäíî ç ãðàôi-

êiâ, ìàêñèìàëüíi ïðîãèíè äëÿ îáîëîíêè ç åëiïòè÷íèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì

áiëüøi â ïîðiâíÿííi ç êðóãîâèì öèëiíäðîì íà ïîðÿäîê. Â ïåðåðiçi ξ2 = 0

ïåðåìiùåííÿ ìàéæå íå çìiíþþòüñÿ â çàëåæíîñòi âiä êóòiâ çðiçó, à îò ïðè
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íàáëèæåííi ξ2 = π ¨õ ìîäóëi çìåíøóþòüñÿ. Ïðè β1 = β2 = 25◦ îáîëîíêà

â îêîëi ξ2 = π ìàéæå íå äåôîðìó¹òüñÿ. Äëÿ âèïàäêó a = 16, b = 25 (ðèñ.

4.7), ìàêñèìàëüíi ïåðåìiùåííÿ wE/q ñïîñòåðiãàþòüñÿ ïðè ξ2 = 0 i, òàê ÿê

i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ìàëî çàëåæàòü âiä êóòiâ çðiçiâ. Îäíàê â ïåðåðiçi

ξ2 = π äëÿ β1 = β2 = 30◦ ïåðåìiùåííÿ áiëüø íiæ â 3 ðàçè çìåíøóþòüñÿ â

ïîðiâíÿííi ç îáîëîíêîþ áåç çðiçiâ.

Íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü åôåêòèâíiñòü âèêëàäåíîãî ïiäõîäó, ÿêèé

äà¹ çìîãó ïðîâîäèòè áàãàòîâàðiàíòíi ÷èñëîâi åêñïåðèìåíòè ç ìåòîþ âèáîðó

ðàöiîíàëüíèõ ïàðàìåòðiâ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê åëiïòè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî

ïåðåðiçó çi ñêiñíèìè çðiçàìè.

4.3 Ðåçóëüòàòè òà âèñíîâêè

1. Ç âèêîðèñòàííÿì óòî÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà îäåðæàíî

ðiâíÿííÿ ÍÄÑ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê êðóãîâîãî i íåêðóãîâîãî ïîïåðå-

÷íèõ ïåðåðiçiâ çi ñêiñíèìè çðiçàìè íà òîðöÿõ â íîâié íåîðòîãîíàëüíié

ñèñòåìi êîîðäèíàò.

2. Îäåðæàíi äâîâèìiðíi êðàéîâi çäà÷i çâåäåíî äî îäíîâèìiðíèõ çà äîïî-

ìîãîþ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïðè àïðîêñèìàöi¨ çà òâiðíîþ, à îñòàííi

ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðîãîíàëiçàöi¨.

3. Ó âèïàäêó êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ïîðiâíÿíî ç

ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè iç çàñòîñóâàííÿì êëàñè÷íî¨ òåîði¨ îáîëîíîê

Êiðõãîôà-Ëÿâà. Âñòàíîâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè, îòðèìàíi ç âèêîðèñòàííÿì

ðiçíèõ òåîði¨ äëÿ êëàñiâ îáîëîíîê, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, âiäðiçíÿþòüñÿ

íåcóòò¹âî.
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4. Ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ âïëèâó ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ñêiñíîãî çði-

çó íà ðîçïîäië ïîëiâ ïåðåìiùåíü. Ïîêàçàíî, ùî íàÿâíiñòü çðiçiâ íå çìi-

íþ¹ ÿêiñíî¨ êàðòèíè ðîçïîäiëó öèõ ïîëiâ, à êiëüêiñíi çìiíè ñïîñòåðiãà-

þòüñÿ ïåðåâàæíî â îêîëi òîðöiâ.



Ðîçäië 5

ÎÑÅÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÇÀÄÀ×I ÏÐÎ

ÍÀÏÐÓÆÅÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÎÂÀÍÈÉ ÑÒÀÍ I ÊÎËÈÂÀÍÍß

ÖÈËIÍÄÐIÂ ÑÊIÍ×ÅÍÍÎ� ÄÎÂÆÈÍÈ ÒÀ

ÏÎÐÎÆÍÈÑÒÈÕ ÊÓËÜ Â ÏÐÎÑÒÎÐÎÂIÉ ÏÎÑÒÀÍÎÂÖI

Â ïðàêòèöi iíæåíåðíèõ ðîçðàõóíêiâ i ïðè òåîðåòè÷íîìó äîñëiäæåííi çàêî-

íîìiðíîñòåé ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ òîíêîñòiííèõ êîíñòðóêöié øèðî-

êå ðîçïîâñþäæåííÿ íàáóëè íàáëèæåíi îáîëîíêîâi ìîäåëi � áåçìîìåíòíà, .

Äîííåëëà-Ìóøòàði-Âëàñîâà, êëàñè÷íà Êiðõãîôà-Ëÿâà, óòî÷íåíi çñóâíi ìî-

äåëi ðiçíîãî ïîðÿäêó, óòî÷íåíà ç âðàõóâàííÿì ïîïåðå÷íîãî îáòèñêó òî-

ùî [47]. Íà îñíîâi öèõ ìîäåëåé âäàëîñÿ ñêëàñòè äîñèòü ïîâíó êàðòèíó ÍÄÑ,

êîëèâàíü, ñòiéêîñòi áàãàòüîõ ðåàëüíèõ êîíñòðóêöié i âèÿâèòè îñîáëèâîñòi

¨õ ïîâåäiíêè â ñèòóàöiÿõ, áëèçüêèõ äî ðåàëüíèõ ðåæèìiâ åêñïëóàòàöi¨.

Àëå ïðè îöiíöi äîñòîâiðíîñòi îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ i âèñíîâêiâ ïèòàííÿ

ïðàâîìiðíîñòi çàñòîñóâàííÿ íàáëèæåíèõ òåîðié çàâæäè áóëè â öåíòði óâàãè

íàóêîâöiâ. Îñîáëèâî ãîñòðî âîíè âèíèêàëè ó âèïàäêàõ, êîëè îáîëîíêè, ùî

ðîçãëÿäàëèñÿ, ìàëè ñêëàäíó ñòðóêòóðó çà òîâùèíîþ, çîêðåìà, áóëè íåïå-

ðåðâíî (ôóíêöiîíàëüíî-ãðàäi¹íòíi ìàòåðiàëè) àáî äèñêðåòíî (áàãàòîøàðîâi

ç ðiçêèìè âiäìiííîñòÿìè ïðóæíèõ õàðàêòåðèñòèê øàðiâ) íåîäíîðiäíèìè.

Îäíèì ç âàãîìèõ iíäóêòèâíèõ êðèòåði¨â ïðàâîìiðíîñòi çàñòîñóâàííÿ íà-

áëèæåíèõ ìîäåëåé, äå íåîäíîðiäíiñòü çà òîâùèíîþ âðàõîâóâàëàñü, çàçâè-

÷àé, îñåðåäíåíî, áóëî ïîðiâíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè, îäåðæàíèìè íà îñíîâi

ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi, äå öi îñîáëèâîñòi âðàõîâóâàëèñü â äèôåðåí-

174
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öiàëüíié ôîðìi.

Öå ñïîíóêàëî íàóêîâöiâ äî ðîçðîáêè ïiäõîäiâ, äå ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ñòà-

öiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ ïðóæíèõ òië ïðîâîäèëîñÿ çà òåîði¹þ ïðóæíîñòi

íåîäíîðiäíîãî àíiçîòðîïíîãî òiëà. Îäèí ç òàêèõ ïiäõîäiâ ïðîïîíó¹òüñÿ â

äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ îñåñèìåòðè÷íèé ÍÄÑ êðóãîâèõ öèëiíäðiâ (ïiäðîçäië 5.1)

i ïîðîæíèñòèõ êóëü (ïiäðîçäië 5.2) çi çìiííèìè çà ðàäiàëüíîþ êîîðäèíà-

òîþ (òîáòî ïî òîâùèíi) ôiçèêî-ìåõàíi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðià-

ëiâ. Äëÿ ðîç'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ïðîïîíó¹òüñÿ ÷èñåëüíî-

àíàëiòè÷íèé ïiäõiä íà îñíîâi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ òà äèñ-

êðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, ùî â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ áóâ àïðîáîâàíèé íà çà-

äà÷àõ òåîði¨ îáîëîíîê çà óòî÷íåíîþ ìîäåëëþ Òèìîøåíêà.

Äëÿ ïðàêòè÷íîãî îá ðóíòóâàííÿ ðîçðîáëåíîãî ïiäõîäó â êëàñi ïðîñòîðî-

âèõ çàäà÷ ïðîâîäèòüñÿ ïîðiâíÿííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ç ðåçóëüòàòàìè

çà ìåòîäàìè ðîçâèíåííÿ â ðÿäè Ôóð'¹ òà ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ÌÑÅ).

Ìàòåðiàë äîñëiäæåííÿ ïîäà¹òüñÿ çà çâè÷íîþ ñõåìîþ:

- ïîñòàíîâêà çàäà÷i ó äèôåðåíöiéíié i âàðiàöiéíié ôîðìàõ ó âiäïîâiäíié

ïðîñòîðîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò: öèëiíäðè÷íié (íåîäíîðiäíi êðóãîâi öèëií-

äðè) òà ñôåðè÷íié (íåîäíîðiäíi ïîðîæíèñòi êóëi);

- ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ç âèêîðèñòàííÿì òàêèõ ìå-

òîäiâ: ñïëàéí-êîëîêàöié â ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨,

âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ç âèêîðèñòàííÿì ðÿäiâ Ôóð'¹, ìåòîäó ñêií÷åííèõ

åëåìåíòiâ;

- ïîðiâíÿííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ïiäõîäè íà îñíîâi ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåí-

òiâ ïðåäñòàâëåíi â ïiäðîçäiëi 5.3 äëÿ äîñëiäæåííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü

ï'¹çîêåðàìi÷íîãî öèëiíäðà.

Íà áàçi îñíîâíèõ ñïiââiäíîøåíü òåîði¨ åëåêòðîïðóæíîñòi äàþòüñÿ äèôå-
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ðåíöiàëüíà i âàðiàöiéíà ïîñòàíîâêè çàäà÷i, ùî ìiñòèòü ÷èñëîâèé ïàðàìåòð

ω, ÿêèé âiäïîâiäà¹ øóêàíèì ðåçîíàíñíèì ÷àñòîòàì. Äëÿ ¨õ çíàõîäæåííÿ âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîäè ñïëàéí-êîëîêàöié, äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, ÌÑÅ

i ïîêðîêîâîãî ïîøóêó.

5.1 ÍÄÑ íåîäíîðiäíîãî öèëiíäðà

Ðîçãëÿíåìî ïîðîæíèñòèé îðòîòðîïíèé öèëiíäð ç âíóòðiøíiì ðàäióñîì

R−H i çîâíiøíiì ðàäióñîì R+H (R � ðàäióñ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi, 2H � òîâ-

ùèíà öèëiíäðà) i äîâæèíîþ L â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàòOrθz [202].

Ðèñ. 5.1 � Ïîðîæíèñòèé öèëiíäð

Îñåñèìåòðè÷íèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí òàêîãî öèëiíäðà îïè-

ñóþòü ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi:

er =
∂ur
∂r

; eθ =
ur
r

; ez =
∂uz
∂z

; 2erz =
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

; (5.1)

çàêîí Ãóêà äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðiàëó:

σr = c11er + c12eθ + c13ez; σθ = c12er + c22eθ + c23ez;

σz = c13er + c23eθ + c33ez; σrz = 2c55erz
(5.2)

(äëÿ içîòðîïíîãî òiëà � c11 = c22 = c33 = λ + 2µ ; c12 = c13 = c23 = λ ;
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c55 = µ), ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè:

∂σr
∂r

+
∂σrz
∂z

+
σr − σθ

r
= 0;

∂σrz
∂r

+
∂σz
∂z

+
σrz
r

= 0; (5.3)

rðàíè÷íi óìîâè íà ái÷íèõ ïîâåðõíÿõ:

σr(R−H, z) = q1;σr(R +H, z) = q2;σrz(R±H, z) = 0,

íà òîðöÿõ z = 0 i z = L :

1) σz = 0; ur = 0, àáî
∂uz

∂z
= 0; ur = 0 (øàðíiðíå îïèðàííÿ);

2) uz = 0;
∂ur

∂z
= 0 (óìîâè ñèìåòði¨);

3) ur = 0; uz = 0 (æîðñòêå çàêðiïëåííÿ).

Ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü ÍÄÑ íåîäíîðiäíîãî îðòîòðîïíî-

ãî öèëiíäðà, äëÿ çðó÷íîñòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïîäàìî

ó âèãëÿäi:

∂2ur
∂r2

=

(
c22

c11

1

r2
− 1

c11

∂c12

∂r

1

r

)
ur −

1

c11

∂c55

∂z

∂ur
∂z
− c55

c11

∂2ur
∂z2
−

−
(

1

c11

∂c11

∂r
+

1

r

)
∂ur
∂r
−
(

1

c11

∂c13

∂r
− c23 − c13

c11

1

r

)
∂uz
∂z
−

− 1

c11

∂c55

∂z

∂uz
∂r
− c13 + c55

c11

∂2uz
∂z∂r

;

∂2uz
∂r2

= − 1

c55

∂c23

∂z

ur
r
−
(

1

c55

∂c55

∂r
+
c23

c55

1

r
+

1

r

)
∂ur
∂z
− (5.4)

−
(

1 +
c13

c55

)
∂2ur
∂r∂z

− 1

c55

∂c13

∂z

∂ur
∂r
− 1

c55

∂c33

∂z

∂uz
∂z
−

−c33

c55

∂2uz
∂z2
−
(

1

r
+

1

c55

∂c55

∂r

)
∂uz
∂r

.

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (5.4) òàêèì ÷èíîì:

∂2ur
∂r2

= a11ur + a12
∂ur
∂z

+ a13
∂2ur
∂z2

+ a14
∂ur
∂r

+

+a15
∂uz
∂z

+ a16
∂uz
∂r

+ a17
∂2uz
∂r∂z

,
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∂2uz
∂r2

= a21ur + a22
∂ur
∂z

+ a23
∂ur
∂r

+ a24
∂2ur
∂r∂z

+ (5.5)

+a25
∂uz
∂z

+ a26
∂2uz
∂z2

+ a27
∂uz
∂r

,

äå êîåôiöi¹íòè akl = akl(r, z) òàêi:

a11 = − 1

c11r

∂c12

∂r
+

c22

c11r2
; a12 = − 1

c11

∂c55

∂z
; a13 = −c55

c11
;

a14 = −
(

1

c11

∂c11

∂r
+

1

r

)
; a15 = −

(
1

c11

∂c13

∂r
− c23 − c13

c11r

)
;

a16 = − 1

c11

∂c55

∂z
; a17 = −c13 + c55

c11
, a21 = − 1

c55r

∂c23

∂z
,

a22 = −
(

1

c55

∂c55

∂r
+
c23

c55

1

r
+

1

r

)
, a23 = − 1

c55

∂c13

∂z
,

a24 = −
(

1 +
c13

c55

)
, a25 = − 1

c55

∂c33

∂z
,

a26 = −c33

c55
, a27 = −

(
1

r
+

1

c55

∂c55

∂r

)
.

Ãðàíè÷íi óìîâè íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi öèëiíäðà:

c11

∂ur

∂r
+ c12

ur

r
+ c13

∂uz

∂z
= q1, c55

∂ur
∂z

+
∂uz

∂r

 = 0,

íà çîâíiøíié:

c11

∂ur

∂r
+ c12

ur

r
+ c13

∂uz

∂z
= q2, c55

∂ur
∂z

+
∂uz

∂r

 = 0.

Êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè (5.5) ç âiäïîâiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâà-

ìè ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨. Äëÿ öüîãî

íåâiäîìi ôóíêöi¨ ur(r, z), uz(r, z) ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi:

ur =
N∑
i=0

uri(r)ϕri(z), uz =
N∑
i=0

uzi(r)ϕzi(z), (5.6)

äå uri(r), uzi(r) � øóêàíi ôóíêöi¨ çìiííî¨ r, ϕri(z), ϕzi(z) (i = 0, 1, ... , N)

� ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ íîðìàëiçîâàíèõ B-ñïëàéíiâ òðåòüîãî ñòåïåíÿ íà ðiâíî-

ìiðíié ñiòöi ∆: z−3 < z−2 < z−1 < 0 = z0 < z1 < ... < zN = L < zN+1 <
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zN+2 < zN+3, ùî âðàõîâóþòü ãðàíè÷íi óìîâè ïðè z = 0 i z = L.

Òîäi ïiäñòàâèâøè (5.6) â (5.5) i âèìàãàþ÷è âèêîíàííÿ îòðèìàíèõ ðiâíÿíü

â òî÷êàõ êîëîêàöi¨ ξk = zk (k = 0, N) îòðèìà¹ìî:

ū′′r = Φ−1
1 (ā11 ∗ Φ1 + ā12 ∗ Φ′1 + ā13 ∗ Φ′′1)ūr + Φ−1

1 (ā14 ∗ Φ1)ū′r+

+Φ−1
1 (ā15 ∗ Φ′2)ūz + Φ−1

1 (ā16 ∗ Φ2 + ā17 ∗ Φ′2)ū
′
z,

ū′′z = Φ−1
2 (ā21Φ1 + ā22Φ

′
1)ūr + Φ−1

2 (ā23 ∗ Φ′1)ū
′
r+ (5.7)

+Φ−1
2 (ā24 ∗ Φ2 + ā25 ∗ Φ′2 + ā26 ∗ Φ′′2)ūz + Φ−1

2 (ā27 ∗ Φ2)ū′z,

äå Φk � ìàòðèöi ç êîìïîíåíòàìè Φ1ij = ϕrj(ξi), Φ2ij = ϕzj(ξi),

øòðèõàìè ïîçíà÷åíî ìàòðèöi, êîìïîíåíòè ÿêèõ ¹ ïîõiäíèìè ôóíêöié

ϕ, ūr = {ur0, ur1, ... , urN}T , ū′r = {u′r0, u′r1, ... , u′rN}
T ,

ūz = {uz0, uz1, ... , uzN}T ; ū′z = {u′z0, u′z1, ... , u′zN}
T , āTkl =

{akl(r, ξ0), akl(r, ξ1), ..., akl(r, ξN)}.

Çàïèøåìî (5.7) â íîðìàëüíié ôîðìi Êîøi:

dȲ

dr
= A(r)Ȳ (R−H ≤ r ≤ R +H), (5.8)

äå Ȳ = {ur0, ... urN , u′r0, ... , u′rN , uz0, ... , uzN , u′zo, ... , u′zN}T� âåêòîð-

ôóíêöiÿ, ùî çàëåæèòü âiä r, à A(r) êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó 4(N +1)×

×4(N + 1), ÿêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

A =



T11 T12 T13 T14

T21 T22 T23 T24

T31 T32 T33 T34

T41 T42 T43 T44


. (5.9)
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Íåíóëüîâi ìàòðèöi â (5.9):

T12 = I, T21 = Φ−1
1 (ā11 ∗ Φ1 + ā12 ∗ Φ′1 + ā13 ∗ Φ′′1), T22 = Φ−1

1 (ā14 ∗ Φ1),

T23 = Φ−1
1 (ā15 ∗ Φ′2), T24 = Φ−1

1 (ā16 ∗ Φ2 + ā17 ∗ Φ′2)ū
′
z,

T34 = I, T41 = I,Φ−1
2 (ā21Φ1 + ā22Φ

′
1), T42 = Φ−1

2 (ā23 ∗ Φ′1)ū
′
r,

T43 = Φ−1
2 (ā24 ∗ Φ2 + ā25 ∗ Φ′2 + ā26 ∗ Φ′′2)T44 = Φ−1

2 (ā27 ∗ Φ2)ū′z.

Ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (5.8)

ìîæíà çàïèñàòè òàê:

B1Ȳ (R−H) = b̄1, B2Ȳ (R +H) = b̄2, (5.10)

äå B1 i B2 ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó 2(N + 1) × 4(N + 1), à b̄1 i b̄2�

âiäïîâiäíi âåêòîðè.

Êðàéîâó çàäà÷ó (5.8), (5.10) ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíà-

ëiçàöi¨.

Ó âèïàäêó, êîëè òîðöi öèëiíäðà øàðíiðíî îïåðòi, çàäà÷ó ìîæíà

ðîçâ'ÿçàòè, ïîäàþ÷è øóêàíi ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ðÿäiâ Ôóð'¹:

ur(r, z) =
M∑

m=1,3,5,...

urm(r) sin
mπz

L
, uz(r, z) =

M∑
m=1,3,5,...

uzi(r) cos
mπz

L
.

(5.11)

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (5.11) â ðiâíÿííÿ (5.5) i ãðàíè÷íi óìîâè îòðèìà¹-

ìî ïîñëiäîâíiñòü îêðåìèõ îäíîâèìiðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ çíàõîäæåííÿ

øóêàíèõ ôóíêöié urm(r) è uzm(r). Êîæíó ç öèõ çàäà÷ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè

ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ ïðè æîðñòêîìó çàêðiïëåííi êðà¨â ìîæíà

çàñòîñóâàòè ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

Ïðè äi¨ íà âíóòðiøíþ i çîâíiøíþ ái÷íi ïîâåðõíi öèëiíäðà òèñêiâ q1 i q2
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âiäïîâiäíî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨ ìà¹ âèãëÿä:

Π = 2π

∫ L

0

∫ R+H

R−H

{
1

2
(σrer + σzez + σθeθ) + σrzerz

}
rdzdr+

+2π(R−H)

∫ L

0
q1urdz − 2π(R +H)

∫ L

0
q2urdz.

(5.12)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ïîäàìî ïîòåíöi-

àëüíó åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ â ïåðåìiùåííÿõ:

Π =

∫ L

0

∫ R+H

R−H

π

r

{
r2(λ+ 2µ)

(
∂ur
∂r

)2

+ 2 rλur
∂ur
∂r

+ 2r2λ
∂uz
∂z

∂ur
∂r

+

+2rλur
∂uz
∂z

+ r2(λ+ 2µ)

(
∂uz
∂z

)2

+ (λ+ 2µ)u2
r + µr2

(
∂ur
∂z

)2

+

+2µr2∂ur
∂z

∂uz
∂r

+ µr2

(
∂uz
∂r

)2
}
dzdr+

+2π(R−H)

∫ L

0
q1urdz − 2π(R +H)

∫ L

0
q2urdz.

(5.13)

Äàëi ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ çàñòîñó¹ìî ïðÿìîêóòíi ÷îòèðèâóçëîâi ñêií-

÷åííi åëåìåíòè. Iíòåãðóâàííÿ äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ïðîâåäåíî ìåòîäîì

êâàäðàòóð Ãàóññà ç âèêîðèñòàííÿì 3 òî÷îê äëÿ îäíîâèìiðíèõ iíòåãðàëiâ i 9

äëÿ ïîäâiéíèõ. Îòðèìàíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçàíî

ìåòîäîì Ãàóññà.

Ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíèõ ïiäõîäiâ âèçíà÷åíî ÍÄÑ ïîðîæíè-

ñòèõ öèëiíäðiâ ç òàêèìè ïàðàìåòðàìè: äîâæèíà L = 5, âíóòðiøíié ðàäióñ

R − H = 3, çîâíiøíié ðàäióñ R + H = 5, êîåôiöi¹íò Ïóàñîíà ν = 0, 4.

Ìîäóëü ïðóæíîñòi çìiíþ¹òüñÿ çà çàêîíîì E(r) = ar2 + br + c. Ðîçãëÿíóòî

òðè âèïàäêè:

1) ìîäóëü Þíãà çðîñòà¹:

E(R−H) = 11E0/15, E(R) = E0, E(R +H) = 81E0/50,
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a = 0, 1767, b = −0, 97, c = 2, 053; (5.14)

2) ìîäóëü Þíãà ñïàäà¹:

E(R−H) = 81E0/50, E(R) = E0, E(R +H) = 11E0/15,

a = 0, 1767, b = −1, 857, c = 5, 6; (5.15)

3) ñåðåäíié ìîäóëü Þíãà: E = 1, 0589E0.

Íåõàé íà âíóòðiøíþ ïîâåðõíþ òiëà äi¹ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé òèñê

q1 = q. Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ç âèêîðèñòàí-

íÿì ìåòîäó Ôóð'¹, ÌÑÅ òà ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨, êîëè íà òîðöÿõ çàäàíi

ãðàíè÷íi óìîâè øàðíiðíîãî îïèðàííÿ, à ìîäóëü Þíãà âiäïîâiäà¹ âèïàäêó

1).

Â ðÿäàõ Ôóð'¹ (5.11) óòðèìóâàëîñü M = 55 ÷ëåíiâ àïðîêñèìàöi¨, ïðè

iíòåãðóâàííi âiäðiçîê ðîçáèâàëè íà 200 ÷àñòèí. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷

ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i ÌÑÅ âíàñëiäîê ñèìåòði¨ çàäà÷ó ðîçâ'ÿçóâàëè

íà iíòåðâàëi [0, L/2]. Òîìó äëÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïðè z = L/2 çàäà-

íî óìîâè ñèìåòði¨, âiäðiçîê iíòåãðóâàííÿ â öüîìó âèïàäêó ðîçáèòî íà 400

÷àñòèí. Äëÿ âèêîðèñòàííÿ ÌÑÅ îáëàñòü áóëà ðîçáèòà íà êâàäðàòíi åëå-

ìåíòè ðîçìiðó 0, 1 × 0, 1, ïðè öüîìó â óçëîâèõ òî÷êàõ, äëÿ ÿêèõ z = 0,

âèìàãàëîñü âèêîíàííÿ óìîâè ur = 0, à â òî÷êàõ z = L/2 � óìîâè uz = 0.

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ äëÿ ïåðåìiùåíü ûz = uzE0/q ïðè z = 0 íàâå-

äåíî â òàáë 5.1, a ûr = urE0/q â ïåðåðiçi z = L/2 � â òàáë. 5.2 (N + 1

� êiëüêiñòü òî÷îê êîëîêàöi¨) â ðiçíèõ òî÷êàõ ïî ðàäióñó öèëiíäðà. Ïðè

ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ îáëàñòü ðîçáèâàëàñü íà

êâàäðàòè 0, 1× 0, 1.

ßê âèäíî ç òàáëèöü, ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ðiçíèìè ìåòîäàìè, áëèçüêi

ìiæ ñîáîþ. Ïðè çáiëüøåííi òî÷îê êîëîêàöi¨ âiäìiííîñòi ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè
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Òàáë. 5.1 � Ïîðiâíÿííÿ ïåðåìiùåíü ûz = uzE0/q, îòðèìàíèõ ðiçíèìè ìåòî-
äàìè, z = 0

r Ñïëàéí-êîëîêàöiÿ ÌÑÅ Ðÿäè Ôóð'å

N=39 N=49 N=59

3 3,188 3,172 3,161 3,044 3,081

4 0,6129 0,6095 0,6073 0,5958 0,5966

5 -1,337 -1,336 -1,335 -1,329 -1,331

Òàáë. 5.2 � Ïîðiâíÿííÿ ïåðåìiùåíü ûr = urE0/q, îòðèìàíèõ ðiçíèìè ìåòî-
äàìè, z = L/2

r Ñïëàéí-êîëîêàöiÿ ÌÑÅ Ðÿäè Ôóð'¹

N=40 N=50 N=60

3 5,612 5,606 5,602 5,578 5,58

4 4,89 4,882 4,877 4,85 4,853

5 4,054 4,047 4,042 4,017 4,02

çìåíøóþòüñÿ.

Òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i äëÿ äàíîãî öèëiíäðà ïðè òàêîìó æ íàâàíòà-

æåííi ó âèïàäêó æîðñòêîãî çàêðiïëåííÿ òîðöiâ. Íà ðèñ. 5.2 ïîêàçàíî ðîç-

ïîäiëè ïåðåìiùåíü ûz = uzE0/q â ïåðåðiçi z = L/5, à íà ðèñ. 5.3 � ðîçïîäië

ïåðåìiùåíü ûr = urE0/q â ïåðåðiçi z = L/2, öèôðè íà ìàëþíêàõ âiäïîâiäà-

þòü âàðiàíòàì çìiíè ìîäóëÿ ïðóæíîñòi. Cóöiëüíi ëiíi¨ � ðåçóëüòàòè, îòðè-

ìàíi ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨, òðèêóòíèêè � ÌÑÅ (ðîçìiðè öèëiíäðà òàêi

æ ÿê ó ïîïåðåäíié çàäà÷i). ßê âèäíî ç ãðàôiêiâ, ðåçóëüòàòè äëÿ ïåðøîãî

i äðóãîãî âàðiàíòiâ ìîäóëÿ ïðóæíîñòi âiäðiçíÿþòüñÿ íåçíà÷íî, ãðàôiê äëÿ

òðåòüîãî âàðiàíòà ðîçìiùåíèé ìiæ ïåðøèì i äðóãèì. Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî

ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ÌÑÅ i ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨ äëÿ ûz, ïðàêòè÷íî

çáiãàþòüñÿ, à äëÿ ûr ðîçáiæíîñòi áiëüø ïîìiòíi.

Äàëi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ðîçïîäiëåíèé òèñê äi¹ íà çîâíiøíþ ïî-

âåðõíþ öèëiíäðà (ïðè öüîìó òîðöi çàëèøàþòüñÿ æîðñòêî çàùåìëèíèìè).
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Â öüîìó âèïàäêó q2 = −q, à q1 = 0.

Ðèñ. 5.2 � Çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü
ûz âiä õàðàêòåðó çìiíè ìîäóëÿ
ïðóæíîñòi ïðè äi¨ âíóòðiøíüîãî
òèñêó q1 = q, z = L/5

Ðèñ. 5.3 � Çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü
ûr âiä õàðàêòåðó çìiíè ìîäóëÿ
ïðóæíîñòi ïðè äi¨ âíóòðiøíüîãî
òèñêó q1 = q, z = L/2

Ðèñ. 5.4 � Çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü
ûz âiä õàðàêòåðó çìiíè ìîäóëÿ
ïðóæíîñòi ïðè äi¨ çîâíiøíüîãî òè-
ñêó q2 = q, z = L/5

Ðèñ. 5.5 � Çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü
ûr âiä õàðàêòåðó çìiíè ìîäóëÿ
ïðóæíîñòi ïðè äi¨ çîâíiøíüîãî òè-
ñêó q2 = q, z = L/2
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Íà ðèñ. 5.4 ïîêàçàíî ðîçïîäië ïåðåìiùåíü ûz â ïåðåðiçi z = L/5, à íà

ðèñ. 5.5 ðîçïîäië ïåðåìiùåíü ûr â ïåðåðiçi z = L/2. Ïîçíà÷åííÿ ðåçóëüòàòiâ

òàêi æ, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi. Ç ãðàôiêiâ âèäíî, ùî ïåðåìiùåííÿ ûz

â äàíîìó âèïàäêó, òàê ÿê i â ïîïåðåäíüîìó, íåñóòò¹âî çàëåæàòü âiä çìiíè

ìîäóëÿ ïðóæíîñòi, à ðiçíèöi â ïåðåìiùåííÿõ ûr áiëüø ñóòò¹âi.

Òàêîæ ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ìîäóëü ïðóæíîñòi E çìiíþ¹òüñÿ

âçäîâæ ðàäiàëüíî¨ êîîðäèíàòè r çà ñòåïåíåâèì çàêîíîì [196]:

E(r) =
E0

1 + α

(
1 + α

(
r

R−H

)β)
. (5.16)

Ïðè ðîçðàõóíêàõ áóëî âèêîðèñòàíî òàêi ïàðàìåòðè: äîâæèíà öèëiíäðà �

L = 10, ðàäióñ � R = 10, òîâùèíà öèëiíäðà � 2H = 2, êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà

� ν = 0.34. Êiíöi öèëiíäðà æîðñòêî çàêðiïëåíi, à íà âíóòðiøíþ ïîâåðõíþ

öèëiíäðà äi¹ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé òèñê q. Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì

êîëîêàöi¨ ç çàñòîñóâàííÿì ñïëàéí-àïðîêñèìàöi¨ â íàïðÿìêó òâiðíî¨ öèëií-

äðà.

Çàëåæíiñòü ðàäiàëüíîãî ïåðåìiùåííÿ ûr = urE0/q i íàïðóæåíü â êîëî-

âîìó íàïðÿìêó σ̂θ = σθ/q âiä ïàðàìåòðiâ, ùî âïëèâàþòü íà çìiíó ìîäóëÿ

ïðóæíîñòi (5.16), ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.6 � 5.9 (α = 1 ïðè çìiíi β, i β = 1

ïðè çìiíi α). Ïåðåìiùåííÿ òà íàïðóæåííÿ â ñåðåäíüîìó ïåðåðiçi öèëiíäðà

ïðè z = L/2 ïîêàçàíî äëÿ âíóòðiøíüî¨ ïîâåðõíi ïðè r = R −H (ñóöiëüíi

ëiíi¨), äëÿ r = R−H/2 (øòðèõîâàíà ëiíiÿ), äëÿ r = R (ïóòíêòèðíà ëiíiÿ),

äëÿ r = R + H/2 (øòðèõ ïóíêòèðíà ëiíiÿ), i íà çîâíiøíié ïîâåðõíi ïðè

r = R +H (øòðèõ äâà ïóíêòèðè ëiíiÿ).

Ðàäiàëüíå ïåðåìiùåííÿ ûr ñïàäà¹ ç ðîñòîì ïàðàìåòðà β âiä -5 äî 5

(ðèñ.5.6). Ðiçíèöÿ ìiæ ïåðåìiùåííÿìè íà âíóòðiøíié i çîâíiøíié ïîâåðõíÿ-

ìè çìåíøó¹òüñÿ ç ðîñòîì β.

Ç ðèñ. 5.7 âèäíî, ùî êîëîâå íàïðóæåííÿ σ̂θ íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi çìåí-
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øó¹òüñÿ ç ðîñòîì β. Íàïðóæåííÿ íà çîâíiøíié ïîâåðõíi ìà¹ ïðîòèëåæíèé

õàðàêòåð. À â ñåðåäíié ïîâåðõíi (ïðè r = R) ñóòò¹âî¨ çìiíè íàïðóæåíü

íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ. Òàêîæ äëÿ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü β êîëîâi íàïðóæåííÿ íà

âíóòðiøíié ïîâåðõíi áiëüøi, íiæ íà çîâíiøiíié, à äëÿ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü β

� íàâïàêè.

Ðèñ. 5.8 ïîêàçó¹, ùî ïåðåìiùåííÿ ûr ñïàäàþòü ç ðîñòîì ïàðàìåòðà α

âiä 0 äî 10. Ç ðèñóíêà òàêîæ âèäíî, ùî íàéáiëüøi çìiíè â ïåðåìiùåííÿõ

âiäáóâàþòüñÿ íà iíòåðâàëi 0 ≤ α ≤ 5, à â iíòåðâàëi 5 ≤ α ≤ 10 ïåðåìi-

ùåííÿ çìiíþþòüñÿ íåçíà÷íî. Òîé ñàìèé åôåêò ñïîñòåðiãà¹òüñÿ i ó âèïàäêó

íàïðóæåíü (ðèñ. 5.9). Êðiì òîãî êîëîâi íàïðóæåííÿ σ̂θ çáiëüøóþòüñÿ íà

çîâíiøíié ïîâåðõíi i çìåíøóþòüñÿ íà âíóòðiøíié çi çáiëüøåííÿì α, òàê ñà-

ìî ÿê i äëÿ β. Òàêîæ ìàêñèìàëüíi êîëîâi íàâàíòàæåííÿ σ̂θ ïåðåõîäÿòü ç

âíóòðiøíüî¨ ïîâåðõíi íà çîâíiøíþ çi çáiëüøåííÿì α.

Ç ðèñ. 5.10 âèäíî ÿê çìiíþþòüñÿ ðàäiàëüíi íàïðóæåííÿ σ̂r = σr/q ç çîâ-

íiøíüî¨ äî âíóòðiøíüî¨ ïîâåðõíi â ñåðåäíüîìó ïåðåðiçi öèëiíäðà (z = L/2)

â çàëåæíîñòi âiä âåëè÷èíè ïàðàìåòðà β . Íà ðèñóíêó âèêîðèñòàíî òàêi

ïîçíà÷åííÿ: ñóöiëüíà ëiíiÿ � β = −10, øòðèõîâà � β = −5, ïóíêòèðíà

� β = 0, øòðèõ-ïóíêòèðíà β = 5, øòðèõîâà ç ïîäâiéíèì ïóíêòèðîì�

β = 10 (α = 1). ßê i ñëiä áóëî î÷iêóâàòè (ç ãðàíè÷íèõ óìîâ) ðàäiàëiüíi

íàïðóæåííÿ íà âíóòðiøíié i çîâíiøíié ïîâåðõíÿõ äîðiâíþþòü −1 òà 0,

âiäïîâiäíî. Êðèâi çìiíþþòüñÿ ç îïóêëî¨ äî âíóòî¨ ç ðîñòîì β. Çàëåæíiñòü

íàïðóæåíü âiä ðàäióñà ¹ íàéáëèæ÷îþ äî ïðÿìîëiíiéíîþ ïðè β = 5.
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Ðèñ. 5.6 � Çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü ûr âiä ïàðàìåòðà β, α = 1, z = L/2

Ðèñ. 5.7 � Çàëåæíiñòü íàïðóæåíü σ̂θ âiä ïàðàìåòðà β, α = 1, z = L/2
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Ðèñ. 5.8 � Çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü ûr âiä ïàðàìåòðà α, β = 1, z = L/2

Ðèñ. 5.9 � Çàëåæíiñòü íàïðóæåíü σ̂θ âiä ïàðàìåòðà α, β = 1, z = L/2
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Ðèñ. 5.10 � Ðîçïîäië íàïðóæåíü σ̂r âçäîâæ ðàäióñà ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðà β, α = 1, z = L/2

5.2 ÍÄÑ íåîäíîðiäíî¨ ïîðîæíèñòî¨ êóëi

Íà îñíîâi çàãàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi (2.26),

(2.27), (2.28) ðîçäiëó 2 äàëi äà¹òüñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî ÍÄÑ îñåñèìå-

òðè÷íî¨ íåîäíîðiäíî¨ ïî ðàäióñó ïîðîæíèñòî¨ êóëi [201].

Ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi â ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ:

er =
∂ur
∂r

; eθ =
1

r
(ur + uϕctgϕ); eϕ =

1

r

(
∂uϕ
∂ϕ

+ ur

)
;

2erϕ =
∂uϕ
∂r

+
1

r

(
∂ur
∂ϕ
− uϕ

)
; (5.17)

çàêîí Ãóêà:

σr = c11er + c12eθ + c13eϕ;σθ = c12er + c22eθ + c23eϕ;

σz = c13er + c23eθ + c33eϕ;σrϕ = 2c55erϕ; (5.18)
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ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè:

∂σr
∂r

+
1

r

∂σrϕ
∂ϕ

+
2σr − σϕ − σθ + σrϕctgϕ

r
= 0;

∂σrϕ
∂r

+
1

r

∂σϕ
∂ϕ

+
(σϕ − σθ)ctgϕ+3σrϕ

r
= 0; (5.19)

ãðàíè÷íi óìîâè íà âíóòðiøíié i çîâíiøíié ïîâåðõíÿõ êóëi:

σr(R−H, ϕ) = q1;σr(R +H, ϕ) = q2;σrϕ(R±H, ϕ) = 0; (5.20)

ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨:

Π = 2π

∫ ϕ2

ϕ1

∫ R+H

R−H

{
1

2
(σrer + σϕeϕ + σθeθ) + σrϕerϕ

}
r2 sinϕdϕdr+

+2π(R−H)2

∫ ϕ2

ϕ1

q1ur sinϕdz − 2π(R +H)2

∫ ϕ2

ϕ1

q2ur sinϕdϕ. (5.21)

Ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ ÍÄÑ íåîäíîðiäíî¨ ïîðîæíèñòî¨ êóëi äëÿ çðó-

÷íîñòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨, âèáðàâøè çà íåâiäîìi ôóí-

êöi¨ ïåðåìiùåííÿ, çàïèøåìî òàê:

∂2ur
∂r2

=
c22 + c33 + 2c23 − c12 − c13 − c′12r

c11r2
ur−

−c55ctgϕ

c11r2

∂ur
∂ϕ
− c55

c11r2

∂2ur
∂ϕ2

− 2c11 + c′11r

c11r

∂ur
∂r

+

(c55 − c12 + c22 + c23 − c′12r)ctgϕ

c11r2
uϕ+

+
c33 − c13 + c23 + c55 − c′13r

c11r2

∂uϕ
∂ϕ
− (5.22)

−(c12 + c55)ctgϕ

c11r

∂uϕ
∂r
− c13 + c55

c11r

∂2uϕ
∂r∂ϕ

;

∂2uϕ
∂r2

=
(c22 − c33)ctgϕ

c55r2
ur −

c23 + c33 + 2c55 + c′55r

c55r2

∂ur
∂ϕ

+

+
(c12 − c13)ctgϕ

c55r

∂ur
∂r
− c55 + c13

c55r

∂2ur
∂r∂ϕ

+
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+
2c55 + c22ctg2ϕ+ c23 + c′55r

c55r2
uϕ−

−c33ctgϕ

c55r2

∂uϕ
∂ϕ
− c33

c55r2

∂2uϕ
∂ϕ2

− 2c55 + c′55r

c55r

∂uϕ
∂r

.

Ãðàíè÷íi óìîâè â ïåðåìiùåííÿõ íà ïîâåðõíi r = R−H êóëi:

c12 + c13

r
ur + c11

∂ur
∂r

+
c12ctgϕ

r
uϕ +

c13

r

∂uϕ
∂ϕ

= q1;
1

r

∂ur
∂ϕ
− uϕ

r
+
∂uϕ
∂r

= 0.

Ïåðåïèøåìî (5.22) ó âèãëÿäi:

∂2ur
∂r2

= a11ur + a12
∂ur
∂ϕ

+ a13
∂2ur
∂ϕ2

+ a14
∂ur
∂r

+

+a15uϕ + a16
∂uϕ
∂ϕ

+ a17
∂uϕ
∂r

+ a18
∂2uϕ
∂r∂ϕ

;

∂2uϕ
∂r2

= a21ur + a22
∂ur
∂ϕ

+ a23
∂ur
∂r

+ a24
∂2ur
∂r∂ϕ

+ (5.23)

+a25uϕ + a26
∂uϕ
∂ϕ

+ a27
∂2uϕ
∂ϕ2

+ a28
∂uϕ
∂r

,

äå

a11 =
c22 + c33 + 2c23 − c12 − c13 − c′12r

c11r2
,

a12 = −c55ctgϕ

c11r2
, a13 = − c55

c11r2
, a14 = −2c11 + c′11r

c11r
,

a15 =
(c55 − c12 + c22 + c23 − c′12r)ctgϕ

c11r2
,

a16 =
c33 − c13 + c23 + c55 − c′13r

c11r2
,

a17 = −(c12 + c55)ctgϕ

c11r
, a18 = −c13 + c55

c11r
,

a21 =
(c22 − c33)ctgϕ

c55r2
, a22 = −c23 + c33 + 2c55 + c′55r

c55r2
,

a23 =
(c12 − c13)ctgϕ

c55r
, a24 =

c55 + c13

c55r
,
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a25 = +
2c55 + c22ctg2ϕ+ c23 + c′55r

c55r2
,

a26 = −c33ctgϕ

c55r2
, a27 = − c33

c55r2
, a28 = −2c55 + c′55r

c55r
.

ßê i ó âèïàäêó öèëiíäðà, øóêàíi ôóíêöi¨ ur(r, ϕ), uϕ(r, ϕ) ïðåäñòàâè-

ìî ó âèãëÿäi:

ur(r, ϕ) =
N∑
i=0

uri(r)φri(ϕ), uz =
N∑
i=0

uzi(r)φzi(ϕ), (5.24)

äå uri(r), uzi(r) � íåâiäîìi ôóíêöi¨ çìiííî¨ r, à φri(ϕ), φzi(ϕ) (i =

0, 1, ... , N) � ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ íîðìàëiçîâàíèõ B-ñïëàéíiâ òðåòüîãî

ñòåïåíÿ íà ðiâíîìiðíié ñiòöi, ùî âðàõîâóþòü ãðàíè÷íi óìîâè ïðè ϕ = ϕ1 i

ϕ = ϕ2. Çàñòîñóâàâøè ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i ââiâøè ïîçíà÷åííÿ, àíàëî-

ãi÷íi äî ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó, îòðèìà¹ìî:

ū′′r = Φ−1
1 (ā11 ∗ Φ1 + ā12 ∗ Φ′1 + ā13 ∗ Φ′′1)ūr + Φ−1

1 (ā14 ∗ Φ1)ū′r+

+Φ−1
1 (ā15 ∗ Φ2 + ā16 ∗ Φ′2)ūϕ + Φ−1

1 (ā17 ∗ Φ2 + ā18 ∗ Φ′2)ū
′
ϕ,

ū′′z = Φ−1
2 (ā21Φ1 + ā22Φ

′
1)ūr + Φ−1

2 (ā23 ∗ Φ1 + ā24 ∗ Φ′1)ū
′
r+ (5.25)

+Φ−1
2 (ā25 ∗ Φ2 + ā26 ∗ Φ′2 + ā27 ∗ Φ′′2)ūϕ + Φ−1

2 (ā28 ∗ Φ2)ū′ϕ,

Ñèñòåìó ðiâíÿíü (5.25) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (5.8). Íåíóëüîâi áëîêè

Tij ó öüîìó âèïàäêó:

T12 = T34 = I, T21 = Φ−1
1 (ā11 ∗ Φ1 + ā12 ∗ Φ′1 + ā13 ∗ Φ′′1), T22 = Φ−1

1 (ā14 ∗ Φ1),

T23 = Φ−1
1 (ā15 ∗ Φ2 + ā16 ∗ Φ′2), T24 = Φ−1

1 (ā17 ∗ Φ2 + ā18 ∗ Φ′2),

T41 = Φ−1
2 (ā21Φ1 + ā22Φ

′
1), T42 = Φ−1

2 (ā23 ∗ Φ1 + ā24 ∗ Φ′1),

T43 = Φ−1
2 (ā25 ∗ Φ2 + ā26 ∗ Φ′2 + ā27 ∗ Φ′′2), T44 = Φ−1

2 (ā28 ∗ Φ2).

Îòðèìàíó îäíîâèìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îð-
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òîãîíàëiçàöi¨.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàïèøåìî âèðàç

äëÿ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ äåôîðìàöi¨ (5.21) â ïåðåìiùåííÿõ:

Π = 2π

∫ ϕ2

ϕ1

∫ R+H

R−H

[
1

2
sinϕ(λ+ µ)u2

r +
1

2
sinϕ(λ+ 2µ)

(
∂uϕ
∂ϕ

)2

+

+
1

2
sinϕµ

(
∂ur
∂ϕ

)2

+
1

2
sinϕ(µ+ (λ+ 2µ)ctg2(ϕ))u2

ϕ+

+
1

2
r2 sinϕ(λ+ 2µ)

(
∂ur
∂r

)2

+
1

2
r2 sinϕµ

(
∂uϕ
∂r

)2

+ cosϕλuϕ
∂uϕ
∂ϕ

+

+r cosϕλuϕ
∂ur
∂r

+ 2 cosϕ(λ+ µ)uruϕ + r sinϕλ
∂ur
∂r

∂uϕ
∂ϕ

+ (5.26)

+2r sinϕλur
∂ur
∂r

+ 2 sinϕ(λ+ µ)ur
∂uϕ
∂ϕ

+ r sinϕµ
∂uϕ
∂r

∂ur
∂ϕ
−

−r sinϕµuϕ
∂uϕ
∂r
− sinϕµuϕ

∂ur
∂ϕ

]
dϕdr+

+2π(R−H)2

∫ ϕ2

ϕ1

q1ur sinϕdz − 2π(R +H)2

∫ ϕ2

ϕ1

q2ur sinϕdϕ.

Äëÿ îòðèìàííÿ ìàòðèöi æîðñòêîñòi ñêií÷åííîãî åëåìåíòà ïðåäñòàâèìî

ðîçâ'ÿçóâàëüíi ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi:

ur = uriNi, uϕ = uϕiNi , (5.27)

äå uri, uϕi� øóêàíi çíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü ó âóçëàõ, à Ni � ôóíêöi¨ ôîðìè,

ùî çàëåæàòü âiä âèáðàíîãî ñêií÷åííîãî åëåìåíòà (òóò i äàëi ïðè íàÿâíîñòi

ïàðíèõ iíäåêñiâ çíàê ñóìè íå ïèøåìî).

Ïiäñòàâèâøè (5.27) ó ïåðøèé ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç I1 (5.26), îòðèìà¹-

ìî:

I1 = 2 sinϕ(λ+ µ)(uriNi)
2 +

1

2
sinϕ(λ+ 2µ)(uϕiNϕi)

2 +
1

2
sinϕµ (uriNϕi)

2+

+
1

2
sinϕ(µ+ (λ+ 2µ) ctg2 ϕ)(uϕiNi)

2 +
1

2
r2 sinϕ(λ+ 2µ) (uriNri)

2 +
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+
1

2
r2 sinϕµ (uϕiNri)

2 + cosϕλ(uϕiNi)(uϕiNϕi) + r cosϕλ (uϕiNi)(uriNri)+

+2 cosϕ(λ+ µ)(uriNi)(uϕiNi) + r sinϕλ(uriNri)(uϕiNϕi)+ (5.28)

+2 r sinϕλ (uriNi)(uriNri) + 2 sinϕ(λ+ µ)(uriNi)(uϕiNϕi)+

+r sinϕµ (uϕiNri)(uriNϕi)− r sinϕµ (uϕiNi)(uϕiNri)− sinϕµ (uϕiNi)(uriNϕi),

äå Nri =
∂Ni

∂r
; Nϕi =

∂Ni

∂ϕ
.

Ïðîâàðiþ¹ìî (5.28) ïî urj , îòðèìà¹ìî:

I1,urj = 4 sinϕ(λ+ µ)(uriNi)Nj + sinϕµ (uriNϕi)Nϕj + r2 sinϕ(λ+ 2µ)×

×(uriNri)Nrj + 2 r sinϕλ (uriNri)Nj + 2 r sinϕλ (uriNi)Nrj+ (5.29)

+r cosϕλ (uϕiNi)Nrj + 2 cosϕ(λ+ µ)(uϕiNi)Nj + r sinϕλ(uϕiNϕi)Nrj+

+2 sinϕ(λ+ µ)(uϕiNϕi)Nj + r sinϕµ (uϕiNri)Nϕj − sinϕµ (uϕiNi)Nϕj,

ïî uϕj �

I1,uϕj
= r cosϕλ(uriNri)Nj + 2 cosϕ(λ+ µ)(uriNi)Nj + r sinϕλ(uriNri)Nϕj+

+2 sinϕ(λ+ µ)(uriNi)Nϕj + r sinϕµ(uriNϕi)Nrj − sinϕµ(uriNϕi)Nj+

+ sinϕ(λ+ 2µ)(uϕiNϕi)Nϕj + sinϕ(µ+ (λ+ 2µ) ctg2 ϕ)(uϕiNi)Nj+ (5.30)

+r2 sinϕµ (uϕiNri)Nrj + cosϕλ((uϕiNi)(Nϕj) + (uϕiNϕi)Nj)−

−r sinϕµ((uϕiNri)Nj + (uϕiNi)Nrj).

Ïðîiíòåãðóâàâøè âèðàçè (5.29) i (5.30) ïî ïëîùi cêií÷åííîãî åëåìåíòà i

çàïèñàâøè ¨õ â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi, îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ æîðñòêîñòi åëå-

ìåíòà. Äëÿ åëåìåíòiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà ãðàíèöi, ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè

òàêîæ îäíîâèìiðíi iíòåãðàëè â (5.26), à òàêîæ ãðàíè÷íi óìîâè íà êîíòóðàõ

ϕ = const. Ñêëàâøè ç ìàòðèöü æîðñòêîñòåé i âåêòîðiâ ïðàâèõ ÷àñòèí äëÿ
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êîæíîãî åëåìåíòà àíñàìáëü, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ

ïåðåìiùåíü ó âñiõ âóçëîâèõ òî÷êàõ îáëàñòi.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ

ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ñòàòèêè äëÿ êóëü ç òàêèìè ïàðàìåòðàìè: âíóòðiøíié ðà-

äióñ R−H = 3, çîâíiøíié ðàäèóñ R+H = 5, êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ν = 0, 4;

ìîäóëü ïðóæíîñòi E(r) = ar2 + br + c,

1) ìîäóëü Þíãà çðîñòà¹ âçäîâæ ðàäióñà (5.14),

2) ìîäóëü Þíãà ñïàäà¹ � (5.15),

3) ñåðåäíié ìîäóëü Þíãà E = 1, 0589E0.

Íà âíóòðiøíþ ïîâåðõíþ äi¹ íîðìàëüíî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé òèñê

q, q1 = −q, à q2 = 0.

Ïðîâåäåìî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ç âèêîðèñòàííÿì

ÌÑÅ i ìåòîäà ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ó âèïàäêó, êîëè íà êîíòóðàõ ϕ1 =
π

6
,

ϕ2 =
5π

6
çàäàíî óìîâè æîðñòêîãî çàêðiïëåííÿ, à ìîäóëü Þíãà çìiíþ¹òüñÿ

çà âàðiàíòîì 1).

Íà ðèñ. 5.11 ïîêàçàíî ðîçïîäiëè âçäîâæ ìåðèäiàíà ïåðåìiùåíü ûr =

urE0

q
, à íà ðèñ. 5.12 � ûϕ =

uϕE0

q
íà ðiçíèõ ïîâåðõíÿõ êóëi: âíóòðiøíié 1),

çîâíiøíié 3) i ñåðåäèííié 2).

Òàê ÿê çàäà÷à ñèìåòðè÷íà ïî ϕ ðîçâ'ÿçîê ïîêàçàíî íà ïîëîâèíi âiä-

ðiçêà. Ñóöiëüíi ëiíi¨ � ðåçóëüòàò ðîçðàõóíêó ìåòîäîì ñïëàéí-êîëëîêàöi¨,

òî÷êè � ÌÑÅ. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàíi ìåòîäîì ñïëàéí-êîëëîêàöi¨ N=49, òî÷îê

iíòåãðóâàííÿ � 400. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ÌÑÅ âiäðiçîê ïî r áóëî ðîçäiëåíî

íà 20 ÷àñòèí, à ïî ϕ � íà 60, òàêèì ÷èíîì îáëàñòü áóëî ðîçáèòî íà 1200

¾ïðÿìîêóòíèõ¿ ÷îòèðèâóçëîâèõ åëåìåíòiâ.

Ç ðèñ. 5.11 âèäíî ùî ïåðåìiùåííÿ ûr, îòðèìàíi ðiçíèìè ìåòîäàìè, âiäði-

çíÿþòüñÿ íåçíà÷íî, çîêðåìà, íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi êóëi ðiçíèöÿ ñêëàäà¹

áiëÿ 3%. Áiëüø ïîìiòíi ðîçáiæíîñòi â ðîçðàõóíêàõ äëÿ ûϕ . Îäíàê, öi ïåðå-
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ìiùåííÿ ïðèáëèçíî â 3 ðàçè ìåíøi, íiæ ûr, ïðè÷îìó íà çîâíiøíié ïîâåðõíi

ïîâåðõíi êóëi âîíè áëèçüêi äî íóëÿ.

Ïðè òèõ æå ãðàíè÷íèõ óìîâàõ äëÿ ðiçíèõ âàðiàíòiâ çìiíè ìîäóëÿ ïðó-

æíîñòi 1), 2), 3) ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó äëÿ íåñèìèòðè÷íî¨ ïî ϕ êóëi, êîëè

ϕ1 =
π

20
, à ϕ2 =

π

2
.

Íà ðèñ. 5.13 i 5.14 íàâåäåíî ãðàôiêè ðîçïîäiëiâ âçäîâæ ìåðèäiàíà ïå-

ðåìiùåíü ûr íà çîâíiøíié i âíóòðiøíié ïîâåðõíÿõ ïîðîæíèñòî¨ êóëi âiäïî-

âiäíî. Î÷iêóâàíî, ïåðåìiùåííÿ ûr äëÿ âàðiàíòà 1) íàéáiëüøi, îñêiëüêè â

çîíi íàâàíòàæåííÿ ìîäóëü ïðóæíîñòi öüîãî ìàòåðiàëó íèæ÷å. Òàêîæ ìî-

æíà âiäçíà÷èòè, ùî íà çîâíiøíié ïîâåðõíi êóëi (ðèñ. 5.14) ìîæíà ñïîñòå-

ðiãàòè ïîìiòíó ðiçíèöþ â ðîçâ'ÿçêàõ, îòðèìàíèõ ðiçíèìè ìåòîäàìè. Õî÷

ìàêñèìàëüíi ïåðåìiùåííÿ âiäðiçíÿþòüñÿ ìàëî, àëå ãðàôiêè, îòðèìàíi çà

äîïîìîãîþ ÌÑÅ, ïîìiòíî çñóíóòi âëiâî. Òàêó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà,

ìîæëèâî, ïîÿñíèòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè âðàõóâàííÿ óìîâ æîðñòêîãî çàêði-

ïëåííÿ.

Ðèñ. 5.11 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
ûr íà ðiçíèõ ïîâåðõíÿõ êóëi äëÿ
çðîñòàþ÷îãî ìîäóëÿ ïðóæíîñòi
(π/6 ≤ ϕ ≤ 5π/6)

Ðèñ. 5.12 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
ûϕ íà ðiçíèõ ïîâåðõíÿõ êóëi äëÿ
çðîñòàþ÷îãî ìîäóëÿ ïðóæíîñòi
(π/6 ≤ ϕ ≤ 5π/6)
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Ðèñ. 5.13 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
ûr íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi êóëi
äëÿ ðiçíèõ âàðiàíòiâ ìîäóëÿ ïðó-
æíîñòi (π/20 ≤ ϕ ≤ π/2)

Ðèñ. 5.14 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
ûr íà çîâíiøíié ïîâåðõíi êóëi äëÿ
ðiçíèõ âàðiàíòiâ ìîäóëÿ ïðóæíî-
ñòi (π/20 ≤ ϕ ≤ π/2)

5.3 Îñåñèìåòðè÷íi êîëèâàííÿ ï'¹çîåëåêòðè÷íîãî öèëiíäðà

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êîëèâàííÿ ï'¹çîêåðàìi÷íèõ òië ÿê ìåõàíi÷íèé ïðî-

öåñ îïèñóþòü ðiâíÿííÿ åëåêòðîïðóæíîñòi, äî ÿêèõ âõîäÿòü

ìåõàíi÷íi ðiâíÿííÿ ðóõó:

divσ = ρ
∂2u

∂t2
, (5.31)

äå σ òåíçîð íàïðóæåíü, ρ ãóñòèíà ìàòåðiàëó, u � âåêòîð ïåðåìiùåíü, i

ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëà:

rotE = −1

c

∂B

∂t
, rotH = −1

c

∂D

∂t
, divB = 0, divD = 0, (5.32)

äåB � âåêòîð ìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨,E � íàïðóæåíiñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ,D �

âåêòîð åëåêòðè÷íî¨ iíäóêöi¨, H � âåêòîð íàïðóæåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ, à

c � øâèäêiñòü ñâiòëà.

Ïðè íèçüêî÷àñòîòíèõ êîëèâàííÿõ åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå ðîçäiëÿ¹òüñÿ

íà åëåêòðè÷íå i ìàãíiòíå, ùî âçà¹ìíî íå çâ'ÿçàíi. Íàñ öiêàâèòü òiëüêè åëå-
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êòðè÷íå ïîëå, òîìó çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëà â òàêié ôîðìi:

rotE = 0, divD = 0. (5.33)

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî åëåêòðè÷íå ïîëå ïîòåíöiàëüíå, îòæå

E = −gradϕ, (5.34)

äå ϕ � åëåêòðîñòàòè÷íèé ïîòåíöiàë. Öi ðiâíÿííÿ òàêîæ âiäîìi ÿê êâàçiñòà-

òè÷íà àïðîêñèìàöiÿ ðiâíÿíü Ìàêñâåëà. Îòæå, ñèñòåìà ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹

êîëèâàííÿ ï'¹çîêåðàìi÷íîãî òiëà ìà¹ âèãëÿä:

divσ = ρ
∂2u

∂t2
, divD = 0, E = −gradϕ. (5.35)

Â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò Orθz îñåñèìåòðè÷íi êîëèâàííÿ ï'¹çî-

êåðàìi÷íèõ öèëiíäðiâ îïèñóþòü ðiâíÿííÿ ðóõó [193]:

∂σrr
∂r

+
σrr + σθθ

r
+
∂σrz
∂z

+ρω2ur = 0,
∂σrz
∂r

+
σrz
r

+
∂σzz
∂z

+ρω2uz = 0; (5.36)

cïiââiäíîøåííÿ Êîøi:

εrr =
∂ur
∂r

; εθθ =
ur
r

; εzz =
∂uz
∂z

; 2εrz =
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

; (5.37)

åëåêòðîñòàòè÷íi ðiâíÿííÿ:

∂Dr

∂r
+
Dr

r
+
∂Dz

∂z
= 0;Er = −∂ϕ

∂r
;Ez = −∂ϕ

∂z
, (5.38)

äå Dr, Dz � êîìïîíåíòè âåêòîðà åëåêòðè÷íî¨ iíäóêöi¨ D, Er, Ez � êîìïî-

íåíòè âåêòîðà íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ E.

Ôiçè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ï'¹çîêåðàìi÷íîãî ìàòåðiàëó, ïîëÿðèçîâàíî-
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ãî â ðàäiàëüíîìó íàïðÿìêó:

σrr = c33εrr + c13(εθθ + εzz)− e33Er, σθθ = c13εrr + c11εθθ + c12εzz − e13Er,

σzz = c13εrr + c12εθθ + c11εzz − e13Er, σrz = 2c55εrz − e15Ez;

Dr = e33εrr + e13(εθθ + εzz) + ε33Er, Dz = 2e15εrz + ε11Ez.

(5.39)

Â (5.39) cij � êîìïîíåíòè òåíçîðà ìîäóëiâ ïðóæíîñòi; eij � êîìïîíåíòè

òåíçîðà ï'¹çîìîäóëiâ; εij � êîìïîíåíòè òåíçîðà äiåëåêòðè÷íî¨ ïðîíèêíîñòi

ìàòåðiàëó.

Ó âàðiàöiéíié ïîñòàíîâöi êîëèâàííÿ öèëiíäðà îïèñóþòüñÿ ôóíêöiîíà-

ëîì:

J = π

∫ L

0

∫ r1

r0

(σrrεrr+σθθεθθ+σzzεzz+2σrzεrz−ErDr−EzDz−ρω2(u2
r+u

2
z))rdzdr,

(5.40)

äå L, r0 i r1 � äîâæèíà òà âíóòðiøíié i çîâíiøíié ðàäióñè öèëiíäðà.

Òîðöi öèëèíäðà z = 0 i z = L æîðñòêî çàùåìëåíi: ur = uz = 0, i ïîêðèòi

òîíêèìè çàêîðî÷åíèìè åëåêòðîäàìè, ϕ = 0. Ái÷íi ïîâåðõíi r = r0 è r = r1

âiëüíi: σrr = σrz = 0, íà íèõ çàäàíî ðiçíèöþ ïîòåíöiàëiâ ϕ = V0z.

Äëÿ çðó÷íîñòi âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ðîçâ'ÿçóâàëüíó

ñèñòåìó ïîäàìî ó âèãëÿäi:

∂2ϕ

∂r2
= −c33 ε11 + e15e33

∆

∂2ϕ

∂z2
+
e13e33 − c33ε33 − e2

33

r∆

∂ϕ

∂r
+

+

(
c11 e33 − ρω2r2e33

)
ur

r2∆
+
c33e15 − c55e33

∆

∂2ur
∂z2

+
c33e13

r∆

∂ur
∂r

+

+
c12e33 − c13e33 + c33e13

r∆

∂uz
∂z

+
c33e13 + c33e15 − c13e33 − c55e33

∆

∂2uz
∂z∂r

;

∂2ur
∂r2

=
e33 ε11 − e15ε33

∆

∂2ϕ

∂z2
+
ε33 e13

r∆

∂ϕ

∂r
−

−
(
ε33ρω

2r2 − ε33 c11

)
ur

r2∆
− ε33 c55 + e15 e33

∆

∂2ur
∂z2
− c33 ε33 + e13 e33 + e2

33

r∆

∂ur
∂r

+

(5.41)
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+
ε33 c12 − ε33c13 − e13 e33

r∆

∂uz
∂z
− ε33c13 + ε33c55 + e13 e33 + e15e33

∆

∂2uz
∂z∂r

;

∂2uz
∂r2

= − e15

c55 r

∂ϕ

∂z
− e15 + e13

c55

∂2ϕ

∂z∂r
−
(
c12

c55
+ 1

)
1

r

∂ur
∂z
−

−
(

1 +
c13

c55

)
∂2ur
∂z∂r

− ρω2uz
c55

− c11

c55

∂2uz
∂z2
− 1

r

∂uz
∂r

,

äå ∆ = c33ε33 + e2
33.

Ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâèìî òàêèì ÷èíîì:

ϕ(r, z) =
N∑
i=0

ϕi(r)φ1i(z); ur(r, z) =
N∑
i=0

uri(r)φ2i(z);

uz(r, z) =
N∑
i=0

uzi(r)φ3i(z), (5.42)

äå ϕi(r), uri(r), uzi(r) � íåâiäîìi ôóíêöi¨, à φji(z) � ëèíiéíi êîìáiíàöi¨ B-

ñïëàéíiâ òðåòüîãî ñòåïåíÿ. Ïiäñòàâèâøè (5.42) â (5.41) i â ãðàíè÷íi óìîâè

áóäåìî âèìàãàòè ¨õ âèêîíàííÿ â òî÷êàõ êîëîêàöi¨ zk. Â ðåçóëüòàòi äëÿ ÷à-

ñòîò îòðèìà¹ìî îäíîâèìiðíó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ìåòî-

äîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨. Äàëi ìåòîäîì ïîêðîêîâîãî ïîøóêó, òîáòî

çìiíîþ ç äåÿêèì êðîêîì çíà÷åííÿ ÷àñòîòè ω, çíàéäåìî òi ÷àñòîòè, äëÿ ÿêèõ

ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ðåçîíàíñ â ïåðåìiùåííÿõ.

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàïèøåìî ôóíêöiîíàë

âàðiàöiéíî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i ç íåâiäîìèìè ïåðåìiùåííÿìè ur(r, z), uz(r, z)

òà åëåêòðîñòàòè÷íèì ïîòåíöiàëîì ϕ(r, z):

J = π

L∫
0

r1∫
r0

{
c33

(
∂ur
∂r

)2

+ c11

(
∂uz
∂z

)2

+ c55

(
∂ur
∂z

)2

+ c55

(
∂uz
∂r

)2

−

−ε33

(
∂ϕ

∂r

)2

− ε11

(
∂ϕ

∂z

)2

+ c11

(ur
r

)2
+ 2c13

ur
r

∂ur
∂r

+ 2c12
ur
r

∂uz
∂z

+

+2e13
ur
r

∂ϕ

∂r
+ 2c13

∂ur
∂r

∂uz
∂z

+ 2e33
∂ur
∂r

∂ϕ

∂r
+ +2e13

∂uz
∂z

∂ϕ

∂r
+ (5.43)
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+2e15
∂ur
∂z

∂ϕ

∂z
+ 2e15

∂uz
∂r

∂ϕ

∂z
+ 2c55

∂ur
∂z

∂uz
∂r
− ρω2

(
u2
r + u2

z

)}
rdrdz.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi âèêîðèñòàíi ÷îòèðèâóçëîâi ïðÿìîêóòíi åëåìåíòè, òîìó

ðîçâ'ÿçîê ïîäàìî ó âèãëÿäi :

ϕ =
4∑
i=1

ϕiNi; ur =
4∑
i=1

uriNi; uz =
4∑
i=1

uziNi, (5.44)

äå ϕi, uri, uzi � çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié â óçëàõ ñêií÷åííîãî åëåìåíòà,

Ni � ôóíêöi¨ ôîðìè.

Ïiäñòàâèâøè (5.44) â (5.43) i âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó δJ = 0 ìîæíà îòðè-

ìàòè ñèñòåìó äëÿ åëåìåíòà ïëîùi Sk:

2π

∫∫
Sk

{c33r (uriNri)Nrj + c55r (uriNzi)Nzj + (
c11

r
− rρω2)(uriNi)Nj

+c13((uriNri)Nj + (uriNi)Nrj) + c12(uziNzi)Nj + c55r(uziNri)Nzj+

+c13r(uziNzi)Nrj + e33r(ϕiNri)Nrj + e15r(ϕiNzi)Nzj + e13(ϕiNri)Nj}drdz = 0;

2π

∫∫
Sk

{c12(uriNi)Nzj + c13r(uriNri)Nzj + c55r(uriNzi)Nrj + c11r (uziNzi)Nzj+

+c55r (uziNri)Nrj − rρω2(uziNi)Nj + e13r(ϕiNri)Nzj + e15r(ϕiNzi)Nrj}drdz = 0;

2π

∫∫
Sk

{2e13(uriNi)Nrj + e33r(uriNri)Nrj + e15r(uriNzi)Nzj + e13r(uziNzi)Nrj+

+e15r(uziNri)Nzj − ε33r (ϕiNri)Nrj − ε11r (ϕiNzi)Nzj}drdz = 0;

(5.45)

Â (5.45) ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ ïî ïàðíèõ iíäåêñàõ, íàïðèêëàä,

uiNi =
4∑
i=1

uiNi. Òàêîæ ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ: Nri =
∂Ni

∂r
, Nzi =

∂Ni

∂z
.

Iíòåãðóâàííÿ â (5.45) ïðîâåäåíî ìåòîäîì êâàäðàòóð Ãàóññà ó 9 òî-

÷êàõ. Ðîçðàõóíêè áóëî ïðîâåäåíî ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ öèëèíäðà ç

ï'¹çîêåðàìiêè PZT-4:

r0 = 3ñì, r1 = 5ñì, L = 10ñì, ρ = 7, 5 · 103êã/ì3, c11 = 13, 9 · 1010Í/ì2,
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Òàáë. 5.3 � Ðåçîíàíñíi ÷àñòîòè, îòðèìàíi ÌÑÅ i ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨

Ω
ÌÑÊ ÌÑÅ

N = 15 N = 19 N = 23 K = 500 K = 2000 K = 8000

Ω1 0.8 0.802 0.803 0.807 0.806 0.806

Ω2 0.875 0.879 0.881 0.891 0.889 0.888

Ω3 1.062 1.065 1.066 1.076 1.074 1.073

Ω4 1.431 1.428 1.428 1.441 1.436 1.434

Ω5 1.841 1.846 1.849 1.866 1.862 1.861

Ω6 1.999 1.99 1.988 2.002 1.992 1.989

c12 = 7, 43 · 1010Í/ì2, c13 = 7, 78 · 1010Í/ì2, c33 = 11, 5 · 1010Í/ì2,

c55 = 2, 56 · 1010Í/ì2, e13 = −5, 2 Êë/ì2, e15 = 12, 7 Êë/ì2, e33 = 15, 1

Êë/ì2, ε11 = 730ε0; ε33 = 635ε0, V0 = 1 Â, ε0 � äiåëåêòðè÷íà ïðîíèêíiñòü

âàêóóìó.

Áóëî âèêîðèñòàíî òàêi áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè: r̃ = r/h, z̃ = z/h,

ũr = ur/h, ũz = uz/h, ϕ̃ = ϕ
√
ε0/(h

√
λ), Ω = ωh

√
ρ/λ, c̃ij = cij/λ,

ẽij = eij/
√
ε0λ, ε̃ij = εij/ε0, äå λ = 1010Í/ì2, h = (r1 − r0)/2.

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ðiçíèìè ìåòîäàìè, íàâåäåíî â òàáë. 5.3 äëÿ 6-òè

íèæ÷èõ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò öèëiíäðà (K � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ â ÌÑÅ,

íà ÿêi áóëà ðîçáèòà îáëàñòü, N + 1 � âiäïîâiäà¹ êiëüêîñòi àïðîêñèìóþ÷èõ

÷ëåíiâ â ìåòîäi ñïëàéí-êîëîêàöi¨. ßê âèäíî ç òàáëèöi, íàâåäåíi ðåçóëüòàòè

ïî ÌÑÊ i ÌÑÅ âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ â ìåæàõ 0,1%.

5.4 Ðåçóëüòàòè òà âèñíîâêè

1. Äàíî ïîñòàíîâêè i íîâi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ñòàòèêè äëÿ íåîäíîðiäíèõ òië

öèëiíäðè÷íî¨ i ñôåðè÷íî¨ ôîðìè çi çìiííèìè çà ðàäiàëüíîþ êîîðäèíà-

òîþ ôiçèêî-ìåõàíi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðiàëó.

2. Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç ðåçóëüòàòiâ, îäåðæàíèõ íà îñíîâi ði-
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çíèõ ìåòîäiâ: ìåòîäó âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ çà Ôóð'¹, ÌÑÅ òà çàïðî-

ïîíîâàíèì ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèì ïiäõîäîì íà îñíîâi ìåòîäó ñïëàéí-

êîëîêàöi¨ ç âèêîðèñòàííÿì äâîâèìiðíèõ ñïëàéíiâ ó ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì

äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨. Ïîêàçàíà íåçíà÷íà âiäìiííiñòü ðåçóëüòàòiâ,

îäåðæàíèõ çà ìåòîäàìè, ùî ïîðiâíþþòüñÿ (ó ìåæàõ 0,5%).

3. Äîñëiäæåíî âïëèâ íåîäíîðiäíîñòi ìàòåðiàëó íà ðîçïîäië ïîëiâ ïåðåìi-

ùåíü â öèõ òiëàõ. Ïîêàçàíî, ùî êàðòèíà ÍÄÑ ìîæå ÿêiñíî çìiíþâàòèñü

çi çìiíîþ ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåðiàëó.

4. Íàâåäåíî îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ ïîðîæíèñòîãî

öèëiíäðà ç ï'¹çîêåðàìi÷íîãî ìàòåðiàëó.

5. Îäåðæàíî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò, ùî

îòðèìàíi íà îñíîâi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöié â ïî¹äíàííi

ç ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ i ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

Äëÿ íàâåäåíèõ øåñòè ïåðøèõ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò âiäìi÷åíà âèñîêèé

ñòóïiíü ¨õ ñïiâïàäiííÿ (ó ìåæàõ 0,1%), ùî ñâiä÷èòü ïðî äîñòîâiðíiñòü

îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Òàêèì ÷èíîì, â ðîçäiëi äà¹òüñÿ îá ðóíòóâàííÿ ïiäõîäó, îñíîâàíîãî íà

ïî¹äíàííi ìåòîäiâ ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i äèñêðåòíîð¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, äî

÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ â ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi äâîõ îñíîâíèõ çàäà÷

ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ � çàäà÷i ïðî ÍÄÑ òà çàäà÷i ïðî êîëèâà-

ííÿ. Îá ðóíòóâàííÿ áàçó¹òüñÿ íà ïîðiâíÿííi îäåðæàíèõ çà öèì ïiä-

õîäîì ðåçóëüòàòiâ ç ðåçóëüòàòàìè íà îñíîâi ìåòîäó Ôóð'¹ òà ìåòîäó

ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Áëèçüêi çà çíà÷åííÿì ïîðiâíþâàëüíi ðîçâ'ÿçêè

ðÿäó ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ äîçâîëÿþòü ðåêîìåíäóâàòè ðîçðîáëåíèé ïiäõiä

ÿê åòàëîííèé ïðè îöiíöi äîïóñòèìîñòi çàñòîñóâàííÿ íàáëèæåíèõ îáî-

ëîíêîâèõ ìîäåëåé äëÿ åëåìåíòiâ ñêëàäíî¨ çà òîâùèíîþ íåîäíîðiäíî¨

ñòðóêòóðè.



Ðîçäië 6

ÍÄÑ ÊÐÓÃÎÂÎÃÎ I ÅËIÏÒÈ×ÍÎÃÎ ÖÈËIÍÄÐÀ Â

ÒÐÈÂÈÌIÐÍIÉ ÏÎÑÒÀÍÎÂÖI

Öåé ðîçäië ¹ ïðîäîâæåííÿì ðîçäiëó 5 â ïëàíi ðîçøèðåííÿ i óñêëàäíåííÿ

ðîçãëÿíóòèõ òàì çàäà÷. Òóò, íà âiäìiíó âiä äâîâèìiðíèõ çàäà÷ ñòàòèêè äëÿ

îñåñèìåòðè÷íèõ òië îáåðòàííÿ ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó, îá'¹êòîì äîñëiäæåí-

íÿ ¹ ÍÄÑ, ùî îïèñó¹òüñÿ ñóòî òðèâèìiðíèìè çàäà÷àìè òåîði¨ ïðóæíîñòi

íåîäíîðiäíîãî òiëà.

Ðîçãëÿíóòî äâà êëàñè ïðóæíèõ îá'¹êòiâ: íåîäíîðiäíi êðóãîâi ïîðîæíèñòi

öèëiíäðè òà öèëiíäðè ç åëiïòè÷íèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì.

Äëÿ êðóãîâèõ íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðiâ (ïiäðîçäië 6.1) çàäà÷à ñòàòè-

êè ïðåäñòàâëåíà äèôåðåíöiàëüíîþ i âàðiàöiéíîþ ïîñòàíîâêàìè. Äëÿ ¨¨

ðîçâ'ÿçàííÿ â äèôåðåíöiéíié ïîñòàíîâöi ïîáóäîâàíî ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé

ïiäõiä ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó êîëîêàöi¨ ç äâîâèìiðíèìè ñïëàéí-

ôóíêöiÿìè â êîëîâîìó i îñüîâîìó íàïðÿìêàõ.

Îäåðæàíi ïðè öüîìó îäíîâèìiðíi ëiíiéíi êðàéîâi çàäà÷i ðîçâ'ÿçóþòüñÿ,

ÿê çàçâè÷àé, ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i â âàðiàöiéíié ïîñòàíîâöi çàñòîñîâàíî ìåòîä ñêií-

÷åííèõ åëåìåíòiâ. Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ çà öèìè äâîìà ïiäõî-

äàìè i ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [237], ùî ñâiä÷èòü ïðî äîñòàòíüî âèñîêó òî÷íiñòü

îäåðæàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äëÿ ïðîñòîðîâîãî öèëiíäðà ç åëiïòè÷íèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì (ïiä-

ðîçäië 6.2) äàíà âàðiàöiéíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i çà ïðèíöèïîì ñòàöiîíàðíîñòi

204
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ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ äåôîðìàöi¨. Ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç öèëiíäðà, ùî îïè-

ñàíèé â åëiïòè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò, îáiéìà¹ îáëàñòü, îáìåæåíó êîôî-

êàëüíèìè åëiïñàìè. Ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ âiäïîâiäíîãî ôóíêöiîíàëà âè-

çíà÷à¹òüñÿ çà ÌÑÅ, à îäåðæàíà ñèñòåìà àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ñòði÷êîâî¨

ñòðóêòóðè ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì Ãàóññà.

6.1 ÍÄÑ íåîäíîðiäíîãî êðóãîâîãî öèëiíäðà

Ðîçãëÿíåìî ïîðîæíèñòèé îðòîòðîïíèé öèëiíäð ç âíóòðiøíiì ðàäióñîì

R−H i çîâíiøíiì ðàäióñîì R+H (R � ðàäióñ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi, 2H � òîâ-

ùèíà öèëiíäðà) i äîâæèíîþ L â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàòOrθz [204].

Ðiâíÿííÿ òðèâèìiðíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi â öüîìó âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä:

ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi:

er =
∂ur
∂r

; eθ =
1

r

(
ur +

∂uθ
∂θ

)
; ez =

∂uz
∂z

; 2erz =
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

;

2erθ =
∂uθ
∂r

+
1

r

(
∂ur
∂θ
− uθ

)
; 2eθz =

∂uθ
∂z

+
1

r

∂uz
∂θ

; (6.1)

çàêîí Ãóêà äëÿ îðòîòðîïíîãî òiëà:

σr = c11er + c12eθ + c13ez; σθ = c12er + c22eθ + c23ez;

σz = c13er + c23eθ + c33ez; σrθ = 2c44erz; (6.2)

σrz = 2c55erz; σθz = 2c66erz;

(äëÿ içîòðîïíîãî òiëà c11 = c22 = c33 = λ + 2µ; c12 = c13 = c23 = λ;c44 = µ;

c55 = µ; c66 = µ);

ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè:

∂σr
∂r

+
1

r

(
∂σrθ
∂θ

+ σr − σθ
)

+
∂σrz
∂z

= 0;
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∂σrθ
∂r

+
1

r

(
∂σθ
∂θ

+ 2σrθ

)
+
∂σθz
∂z

= 0; (6.3)

∂σrz
∂r

+
1

r

(
∂σθz
∂θ

+ 2σrz

)
+
∂σz
∂z

= 0;

ãðàíè÷íi óìîâè íà ái÷íèõ ïîâåðõíÿõ: σr |r=R−H = q1; σr |r=R+H = q2;

σrz |r=R±H = 0; σθz |r=R±H = 0;

íà òîðöÿõ z = const:

- æîðñòêå çàêðiïëåííÿ: ur = 0; uθ = 0; uz = 0;

- óìîâè ñèìåòði¨ :
∂ur

∂z
= 0;

∂uθ

∂z
= 0, uz = 0;

íà ïëîùèíàõ θ = 0 i θ = θe � óìîâè ñèìåòði¨ àáî æîðñòêîãî çàêðiïëåííÿ;

ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨:

Π =

L∫
0

θe∫
0

R+H∫
R−H

{
1

2
(σrer + σzez + σθeθ) + σrθerz + σrzerz + σθzeθz

}
rdzdθdr+

+(R−H)

∫ L

0

∫ θe

0
q1urdzdθ − (R +H)

∫ L

0

∫ θe

0
q2urdzdθ. (6.4)

Ðîçâ'ÿçóâàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ çðó÷íîñòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí-

êîëîêàöi¨:

∂2ur
∂r2

= a11ur + a12
∂2ur
∂θ2

+ a13
∂2ur
∂z2

+ a14
∂ur
∂r

+ a15
∂uθ
∂θ

+

+a16
∂uθ
∂r∂θ

+ a17
∂uz
∂z

+ a18
∂2uz
∂r∂z

,

∂2ur
∂r2

= a21
∂ur
∂θ

+ a22
∂2ur
∂r∂θ

+ a23uθ + a24
∂2uθ
∂θ2

+ (6.5)

+a25
∂uθ
∂z2

+ a26
∂uθ
∂r

+ a27
∂2uz
∂θ∂z

∂2uz
∂r2

= a31
∂ur
∂z

+ a32
∂2ur
∂z∂r

+ a33
∂2uθ
∂θ∂z

+ a34
∂2uz
∂θ2

+ a35
∂2uz
∂z2

+ a36
∂uz
∂r

,

äå aij � çìiííi êîåôiöi¹íòè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ãåîìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè
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òà ïðóæíèìè âëàñòèâîñòÿìè ìàòåðiàëó òiëà.

Ãðàíè÷íi óìîâè â ïåðåìiùåííÿõ íà ái÷íié ïîâåðõíi r = R−H:

c11
∂ur
∂r

+
c12

r

(
ur +

∂uθ
∂θ

)
+ c13

∂uz
∂z

= q1,

1

r

(
∂ur
∂θ
− uθ

)
+
∂uθ
∂r

= 0,
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

= 0. (6.6)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (6.5), (6.6) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äâi ñèñòåìè

ñïëàéí-ôóíêöié � çà ðàäiàëüíîþ êîîðäèíàòîþ i çà òâiðíîþ.

Øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê ïîäàìî ó âèãëÿäi:

ur =
M∑
i=0

N∑
j=0

urij(r)φ
(r)
i (θ)ψ

(r)
j (z),

uθ =
M∑
i=0

N∑
j=0

uθij(r)φ
(θ)
i (θ)ψ

(θ)
j (z), (6.7)

uz =
M∑
i=0

N∑
j=0

uzij(r)φ
(z)
i (θ)ψ

(z)
j (z).

äå urij(r), uθij(r), wij(r) � íåâiäîìi ôóíêöi¨, à ôóíêöi¨ ϕ(α)
i (θ), ψ

(α)
j (z)(α =

r, θ, z) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ B - ñïëàéíiâ íà ðiâíîìiðíèõ

ñiòêàõ 0 = θ0 < θ1 < ... < θN = θe i 0 = z0 < z1 < ... < zM = L âiäïîâiäíî ç

óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðè z = 0, z = L , θ = 0, θ = θe.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

Φ(α): ϕ(α)
i(N+1)+j,m(N+1)+n = φ

(α)
m (ξi)ψ

(α)
n (ζj),

Φ
(α)
θ : ϕ(α)θ

i(N+1)+j,m(N+1)+n =
(
φ

(α)
m

)′
(ξi)ψ

(α)
j (ζj),

Φ
(α)
z : ϕ(α)z

i(N+1)+j,m(N+1)+n = φ
(α)
m (ξi)

(
ψ

(α)
n

)′
(ζj),

Φ
(α)
θθ : ϕ

(α)θθ
i(N+1)+j,m(N+1)+n =

(
φ

(α)
m

)′′
(ξi)ψn(ζj)

i ò. ä. (i,m = 0, ...,M ; j, n = 0, ..., N),

ūr = {ur0, ur1, ... , ur,(M+1)(N+1)}T , ūθ = {uθ0, uθ1, ... uθ,(M+1)(N+1)}T ,
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ūz = {uz0, uz1, ... , uz,(M+1)(N+1)}T .

Òîäi ðîçâ'ÿçóâàëüíà ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìàòè-

ìå âèãëÿä:

dūr
dr

= ū′r,
dūθ
dr

= ū′θ,
dūz
dr

= ū′z,

dū′r
dr

=
(

Φ(r)
)−1

(a11Φ
(r) + a12Φ

(r)
θθ + a13Φ

(r)
zz )ūr + a14ū

′
r + a15

(
Φ(r)

)−1
Φθūθ+

+a16

(
Φ(r)

)−1
Φθū

′
θ + a17

(
Φ(r)

)−1
Φzūz + a18

(
Φ(r)

)−1
Φzū

′
z,

dū′θ
dr

= a21

(
Φ(θ)

)−1
Φ

(r)
θ ūr + a22

(
Φ(θ)

)−1
Φ

(r)
θ ū

′
r +

(
Φ(θ)

)−1
(a23Φ

(θ)+ (6.8)

+a24Φ
(θ)
θθ + a25Φ

(θ)
zz )ūθ + a26ū

′
θ + ā27

(
Φ(θ)

)−1
Φ

(z)
θz ūz,

dū′z
dr

= a31

(
Φ(z)

)−1
Φ(r)
z ūr + a32

(
Φ(z)

)−1
Φ(r)
z ū

′
r + a33

(
Φ(z)

)−1
Φ

(θ)
θz ūθ+

+
(

Φ(z)
)−1

(a34Φ
(z)
θθ + a35Φ

(z)
zz )ūz + a36ū′z,

à ãðàíè÷íi óìîâè íà ái÷íié ïîâåðõíi r = R − H äëÿ îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i

çàïèøåìî òàê:

c11Φ
(r)ū′r +

c12

r

(
Φ(r)ūr + Φ

(θ)
θ ūθ

)
+ c13Φ

(z)
z uz = q̄1,

1

r

(
Φ

(r)
θ ūr − Φ(θ)ūθ

)
+ Φ(θ)ū′θ = 0, Φ(r)

z ūr + Φ(z)ū′z = 0. (6.9)

Òàêèì ÷èíîì, âèõiäíà òðèâèìiðíà çàäà÷à ïðî ÍÄÑ íåîäíîðiäíîãî

êðóãîâîãî öèëiíäðà ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöié ç àïðîêñèìàöi¹þ ñïëàéí-

ôóíêöiÿìè çà çìiííèìè z i θ çâåëàñü äî îäíîâèìiðíî¨ ëiíiéíî¨ êðàéîâî¨

çàäà÷i (6.8), (6.9).

Öÿ çàäà÷à, ÿê i â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ÷èñåëüíî ìåòîäîì

äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàïèøåìî ïîòåí-
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öiàëüíó åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ (6.4) ó ïåðåìiùåííÿõ:

Π =

∫ L

0

∫ θe

0

∫ R+H

R−H

{c11r

2

(
∂ur
∂r

)2

+
c22

2r

(
∂uθ
∂θ

)2

+
c33r

2

(
∂uz
∂z

)2

+

+
c44

2r

(
∂ur
∂θ

)2

+
c44r

2

(
∂uθ
∂r

)2

+
c55r

2

(
∂ur
∂z

)2

+
c55r

2

(
∂uz
∂r

)2

+

+
c66r

2

(
∂uθ
∂z

)2

+
c66

2r

(
∂uz
∂θ

)2

+ c12
∂ur
∂r

∂uθ
∂θ

+ c12ur
∂ur
∂r

+
c22ur
r

∂uθ
∂θ

+

+c23
∂uθ
∂θ

∂uz
∂z

+ c23ur
∂uz
∂z
− c44uθ

r

∂ur
∂θ

+ c44
∂ur
∂θ

∂uθ
∂r
− c44uθ

∂uθ
∂r

+ (6.10)

+c13r
∂ur
∂r

∂uz
∂z

+
c22u

2
r

2r
+
c44u

2
θ

2r
+ c55r

∂ur
∂z

∂uz
∂r

+ c66
∂uθ
∂z

∂uz
∂θ

}
dzdθdr+

+(R−H)

∫ L

0

∫ θe

0
q1urdzdθ − (R +H)

∫ L

0

∫ θe

0
q2urdzdθ.

Øóêàíi ôóíêöi¨ çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

ur =
n∑
i=1

uriNi; uθ =
n∑
i=1

uθiNi; uz =
n∑
i=1

uziNi, (6.11)

äå n � êiëüêiñòü âóçëiâ ñêií÷åííîãî åëåìåíòà.

Âèêîðèñòàâøè óìîâó ñòàöiîíàðíîñòi ôóíêöiîíàëó δΠ = 0, cèñòåìó ðiâ-

íÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ âóçëîâèõ ïåðåìiùåíü â åëåìåíòi, ùî ìà¹ îá'¹ì V i ç

ïëîùåþ ãðàíi S, íà ÿêó äi¹ íàâàíòàæåííÿ, áóäå ìàòè âèãëÿä:

∫∫∫
V

[c11 r(uriNri)Nrj +
c44

r
(uriNθi)Nθj + c55r(uriNzi)Nzj+

+c12(uθiNθi)Nrj + c12((uriNri)Nj + (uriNi)Nrj) +
c22

r
(uθiNθi)Nj+

+c23r(uziNzi)Nj −
c44

r
(uθiNi)Nθj + c44((uθiNri)Nθj + c13r(uziNzi)Nrj+

+
c22

r
(uriNi)Nj + c55r(uziNri) Nzj] dzdθdr = −(R−H)

∫∫
S
q1Njdzdθ∫∫∫

V

[c22

r
(uθiNθi)Nθj + c44r(uθiNri)Nrj + c66r(uθiNzi)Nzj+
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+c12(uriNri)Nθj +
c22

r
(uriNi)Nθj + c23r(uziNzi)Nθj

−c44

r
(uriNθi)Nj + c44(uriNθi)Nrj − c44((uθiNri)Nj + (uθiNi)Nrj)

+
c44

r
(uθiNi)Nj + c66(uziNθi) Nzj] dzdθdr = 0;∫∫∫

V
[c33 r(uziNzi)Nzj + c55r(uziNri)Nrj +

c66

r
(uziNθi)Nθj+

+c23(uθiNθi)Nzj + c23(uriNi)Nzj + c13r(uriNri)Nzj+

+c55r(uriNzi)Nrj + c66(uθiNzi) Nθj] dzdθdr = 0,

Â (6.1) ïðèïóñêà¹òüñÿ ñóìóâàííÿ ïî ïàðíèõ iíäåêñàõ. Äàëi ïðè ðîç-

ðàõóíêàõ áóëè âèêîðèñòàíi âîñüìèâóçëîâi i äâàäöÿòèâóçëîâi åëåìåíòè â

âèãëÿäi ïàðàëåëåïiïåäiâ. Iíòåãðàëè â (6.1) îá÷èñëþþòüñÿ ìåòîäîì Ãàóññà

(òðèâèìiðíi â 27 òî÷êàõ, à äâîâèìiðíi â 9). Îòðèìàíà ïiñëÿ àíñàìáëþâàííÿ

âñiõ åëåìåíòiâ ñèñòåìà ñòði÷êîâî¨ ñòðóêòóðè äëÿ ñóêóïíîñòi âñiõ åëåìåíòiâ

ðîçâ'ÿçàíà ìåòîäîì Ãàóññà.

Ñïî÷àòêó ïðîâåäåìî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ çà âèêëàäåíè-

ìè ìåòîäèêàìè, ç ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè â ñòàòòi [237] äëÿ çàìêíóòîãî

içîòðîïíîãî öèëiíäðà ç ðîçìiðàìè L = 20, R = 10, H = 2, 5 i êîåôiöi¹íòîì

Ïóàññîíà ν = 0, 3 . Òîðöi z = 0 i z = L çàêðiïëåíi æîðñòêî, íà âíóòðiøíþ

ïîâåðõíþ öèëiíäðà äi¹ òèñê q1 = q0 cos(kθ).

Îñêiëüêè çàäà÷à ñèìåòðè÷íà, âîíà áóëà ðîçâ'ÿçàíà íà âiäðiçêàõ

0 ≤ z ≤ L/2, 0 ≤ θ ≤ π (ïðè k = 0, 1), 0 ≤ θ ≤ π/2 (ïðè k = 2).

Ó òàáëèöi 6.1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïåðåìiùåííÿ urE/q0 ïðè z = L/2, r =

7, 5, θ = 0, îòðèìàíi ìåòîäàìè ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïðè ðiçíîìó ÷èñëi òî÷îê

êîëîêàöi¨ (âiäðiçîê iíòåãðóâàííÿ ïðè öüîìó áóâ ðîçáèòèé íà 100 ÷àñòèí)

i ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (8 âóçëiâ) ïðè ðiçíié êiëüêîñòi åëåìåíòiâ

(åëåìåíòè îòðèìàíi ðîçïîäiëîì âiäðiçêiâ ïî r, θ, z íà îäíå i òî æ ÷èñëî,

îòæå êiëüêiñòü åëåìåíòiâ Ke äîðiâíþâàëà 103, 153, 203).

ßê âèäíî ç òàáëèöi, ðiçíèöÿ â ðåçóëüòàòàõ, îòðèìàíèõ ðiçíèìè ìåòîäà-
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Òàáë. 6.1 � Ïîðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ çàìêíóòîãî öèëiíäðà

k urE/q0

Ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöi¨ (ÌÑÅ) [237]

M = 11, N = 9 M = N = 11 M = 11,N = 13

(Ke = 103) (Ke = 153) (Ke = 203)

0 16,244 16,199 16,172 16,2

(16.014) (16,050) (16,065)

1 23,716 23,617 23,557 23,9

(23,174) (23,267) (23,305)

2 23,199 23,106 23,050 23,1

(22,255) (22,579) (22,7)

ìè, ñòàíîâèòü íå áiëüøå 2 %.

Çà äîïîìîãîþ âèêëàäåíèõ ïiäõîäiâ âèçíà÷èìî íàïðóæåíî-

äåôîðìîâàíèé ñòàí íåçàìêíóòèõ öèëiíäðiâ ç òèìè æ ëiíiéíèìè ðîçìiðàìè

ç æîðñòêî çàêðiïëåíèìè òîðöÿìè i êðàÿìè θ = 0, θ = π ïðè ðiâíîìiðíî

ðîçïîäiëåíîìó òèñêó q1 = q0. Ó öüîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà

ν = 0, 4, à ìîäóëü ïðóæíîñòi çìiíþ¹òüñÿ çà çàêîíîì E(r) = ar2 + br + c.

Ðîçãëÿäàëè òàêi âèïàäêè:

1) cïàäàþ÷èé ìîäóëü Þíãà (E(R−H) = 2E0, E(R) = E0, E(R+H) =

0, 5E0, a = 0, 04, b = −1, 1, c = 8);

2) çðîñòàþ÷èé ìîäóëüÞíãà (E(R−H) = 0, 5E0,E(R) = E0,E(R+H) =

2E0, a = 0, 04, b = −0, 5, c = 2).

Ç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà â îáëàñòi 0 ≤ θ ≤ π/2,

0 ≤ z ≤ L/2.

Íà ðèñ. 6.1 � 6.2 ïîêàçàíî ðîçïîäiëè ïåðåìiùåíü ur ïðè θ = π/2, z = L/2,

uz ïðè r = R−H, θ = π/2, ëiíi¨ áåç ìàðêåðiâ - ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ìåòî-

äîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨ (ñóöiëüíi � ñïàäàþ÷èé ìîäóëü ïðóæíîñòi, ïóíêòèðíi�

çðîñòàþ÷èé), ëiíi¨ ç ìàðêåðàìè � ðåçóëüòàòè îòðèìàíi ÌÑÅ (âîñüìèâóçëî-
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âèé ñêií÷åííèé åëåìåíò) (òî÷êè � ñïàäàþ÷èé ìîäóëü ïðóæíîñòi, òðèêóòíè-

êè � çðîñòàþ÷èé).

Ïðè ðîçðàõóíêàõ ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ïðèéìàëîñÿ: M = N = 11 i

100 òî÷îê iíòåãðóâàííÿ, ïðè ðîçðàõóíêàõ ÌÑÅ âèêîðèñòàíî 153 åëåìåíòiâ.

ßê âèäíî ç ãðàôiêiâ, õàðàêòåð ðîçïîäiëó ïåðåìiùåíü çáiãà¹òüñÿ äëÿ ðå-

çóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ðiçíèìè ìåòîäàìè, ïðîòå âiäìiííîñòi ìiæ íèìè âñå

æ iñòîòíi, îñîáëèâî öå ñòîñó¹òüñÿ ïåðåìiùåíü uz. Òàêîæ öÿ çàäà÷à áóëà

ðîçâ'ÿçàíà ç âèêîðèñòàííÿì 20-òè âóçëîâèõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ïðè ñïiâ-

ìiðíié ç ïåðøèì âèïàäêîì êiëüêîñòi âóçëiâ. Îäíàê, ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi

öèì ñïîñîáîì, ïðàêòè÷íî çáiãàþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ 8-ìè âóçëîâèõ åëå-

ìåíòiâ (íà ãðàôiêàõ ëiíi¨ ìàéæå íå âiäðiçíÿþòüñÿ i äëÿ äðóãîãî âèïàäêó ¨õ

íå íàâåäåíî). Ìîæëèâî, çãóùåííÿì ñiòîê êiíöåâèõ åëåìåíòiâ i ñïëàéíiâ, ìî-

æíà äîìîãòèñÿ áiëüø òî÷íîãî çáiãó, àëå ñëiä âðàõîâóâàòè, ùî ïðè öüîìó

çðîñòàþòü âèìîãè äî îá÷èñëþâàëüíèõ ïîòóæíîñòåé i, î÷åâèäíî, âèòðàòè â

÷àñi íà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷.

Ðèñ. 6.1 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
urE0/q0 âçäîâæ ðàäióñà äëÿ ði-
çíèõ âàðiàíòiâ ìîäóëÿ Þíãà,
îäåðæàíi ðiçíèìè ìåòîäàìè, θ =
π/2, z = L/2

Ðèñ. 6.2 � Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü
uzE0/q0 âçäîâæ òâiðíî¨ äëÿ ði-
çíèõ âàðiàíòiâ ìîäóëÿ Þíãà,
îäåðæàíi ðiçíèìè ìåòîäàìè, θ =
π/2, r = R−H

Òàêèì ÷èíîì, íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó çà iäåîëîãi÷íî ðiçíè-
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ìè ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèìè ìåòîäèêàìè, ùî ïîáóäîâàíi íà îñíîâi ìåòîäó

ñïëàéí-êîëîêàöié i ÌÑÅ, ÿêiñíî âiðíî i êiëüêiñíî çàäîâiëüíî âiäòâîðþþòü

õàðàêòåð äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íåîäíîðiäíîãî íåçàìêíóòîãî êðóãîâîãî öè-

ëiíäðà.

6.2 ÍÄÑ åëiïòè÷íîãî öèëiíäðà

Ðîçãëÿíåìî öèëiíäð, ïëîùèíà ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ÿêîãî çàäà¹òüñÿ â äâî-

âèìiðíié åëiïòè÷íié îðòîãîíàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ξ, η i îáìåæåíà êî-

ôîêàëüíèìè åëiïñàìè ξ = ξ1, ξ = ξ2, 0 ≤ η ≤ 2π [34]. Êîîðäèíàòà, ùî

çìiíþ¹òüñÿ ïî íîðìàëi äî öi¹¨ ïëîùèíè 0 ≤ z ≤ L, L � äîâæèíà öèëiíäðà.

Çâ'ÿçîê ìiæ äåêàðòîâîþ i åëiïòè÷íîþ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëàìè:

x = c cosh ξ cos η, y = c sinh ξ sin η, z = z. (6.12)

Êîåôiöi¹íòè Ëàìå ñèñòåìè êîîðäèíàò Oξηz:

Hξ = Hη = H = c

√
sinh2 ξ + sin2 η, Hz = 1. (6.13)

Ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi :

eξ =
1

H

∂uξ
∂ξ

+
1

H2

∂H

∂η
uη, eη =

1

H

∂uη
∂η

+
1

H2

∂H

∂ξ
uξ, ez =

∂uz
∂z

,

eξη =
1

2

(
∂

∂η

(uξ
H

)
+

∂

∂ξ

(uη
H

))
, eξz =

1

2

(
1

H

∂uz
∂ξ

+
∂uξ
∂z

)
, (6.14)

eηz =
1

2

(
1

H

∂uz
∂η

+
∂uη
∂z

)
.

Çàêîí Ãóêà:

σξ = c11eξ + c12eη + c13ez, ση = c12eξ + c22eη + c23ez,

σz = c13eξ + c23eη + c33ez, σξη = 2c44eξη, σξz = 2c55eξz, σηz = 2c66eηz.
(6.15)
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Íåõàé íà âíóòðiøíþ ïîâåðõíþ ξ = ξ1 äi¹ íîðìàëüíèé ðiâíîìiðíî ðîç-

ïîäiëåíèé òèñê q. Òîäi ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨:

Π =

L∫
0

2π∫
0

ξ2∫
ξ1

{
1

2
(σξeξ + σηeη + σzez) + σξηeξη + σξzeξz + σηzeηz

}
H2dzdηdξ−

−q
L∫

0

2π∫
0

uξHdzdη, (6.16)

â ïåðåìiùåííÿõ:

L∫
0

2π∫
0

ξ2∫
ξ1

{
c11

2

(
∂uξ
∂ξ

)2

+
c22

2

(
∂uη
∂η

)2

+
c44

2

(
∂uξ
∂η

)2

+
c44

2

(
∂uη
∂ξ

)2

+

+
c55

2

(
∂uz
∂ξ

)2

+
c66

2

(
∂uz
∂η

)2

+
c2∆c33

2

(
∂uz
∂z

)2

+
c2∆c55

2

(
∂uξ
∂z

)2

+

+
c2∆c66

2

(
∂uη
∂z

)2

+
sinh 2ξ sin 2η (c12 + c44)

4∆2
uξuη +

c12 sin 2η

2∆
uη
∂uη
∂η

+

+
c12 sinh 2ξ

2∆
uξ
∂uξ
∂ξ

+
cc13 sin 2η

2
√

∆
uη
∂uz
∂z

+
cc23 sinh 2ξ

2
√

∆
uξ
∂uz
∂z

+

+
c22 sinh 2ξ

2∆
uξ
∂uη
∂η
− c44 sin 2η

2∆
uξ
∂uξ
∂η
− c44 sinh 2ξ

2∆
uη
∂uξ
∂η
− (6.17)

−c44 sin 2η

2∆
uξ
∂uη
∂ξ
− c44 sinh 2ξ

2∆
uη
∂uη
∂ξ

+
c22 sinh2 2ξ + c44 sin2 2η

8∆2
u2
ξ+

+
c44 sinh2 2ξ + c11 sin2 2η

8∆2
u2
η +

c11 sin 2η

2∆
uη
∂uξ
∂ξ

+ c12
∂uη
∂η

∂uξ
∂ξ

+cc13

√
∆
∂uz
∂z

∂uξ
∂ξ

+ cc23

√
∆
∂uz
∂z

∂uη
∂η

+ c44
∂uξ
∂η

∂uη
∂ξ

+

+cc55

√
∆
∂uz
∂ξ

∂uξ
∂z

+ cc66

√
∆
∂uη
∂z

∂uz
∂η

}
dzdηdξ − q

L∫
0

2π∫
0

uξHdzdη,

äå ∆ = cosh2 ξ − cos2 η.

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ÍÄÑ åëiïòè÷íîãî öèëiíäðà íà îñíîâi

ñïiââiäíîøåíü òðèâèìiðíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi (6.14)�(6.17) ïðîâîäèòüñÿ ç âè-
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êîðèñòàííÿì ÌÑÅ ç çàïèñîì ñêií÷åííîãî åëåìåíòó ó âiäïîâiäíié åëiïòè÷íié

ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Ïðåäñòàâèìî øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi:

uξ = uξiNi, uη = uηiNi, uz = uziNi, (6.18)

òóò i äàëi ïðèéìà¹òüñÿ ñóìóâàííÿ ïî ïàðíèõ iíäåêñàõ.

Ðiâíÿííÿ äëÿ ñêií÷åííîãî åëåìåíòà:

∫∫∫
V

[
c11(uξiNξi)Nξj + c44(uξiNηi)Nηj + c2∆c55(uξiNzi)Nzj+

+
c12 sinh 2ξ

2∆
((uξiNξi)Nj + (uξiNi)Nξj) +

c22 sinh2 2ξ + c44 sin2 2η

4∆2
(uξiNi)Nj−

−c44 sin 2η

2∆
((uξiNηi)Nj + (uξiNi)Nηj) +

sinh 2ξ sin 2η (c12 + c44)

4∆2
(uηiNi)Nj+

+
c22 sinh 2ξ

2∆
(uηiNηi)Nj −

c44 sinh 2ξ

2∆
(uηiNi)Nηj −

c44 sin 2η

2∆
(uηiNξi)Nj+

+c44(uηiNξi)Nηj +
c11 sin 2η

2∆
(uηiNi)Nξj + c12(uηiNηi)Nξj+

+cc13

√
∆(uziNzi)Nξj + cc55

√
∆(uziNξi)Nzj+

+
cc23 sinh 2ξ

2
√

∆
(uziNzi)Nj

]
dV − q

∫∫
S

NjHdS = 0,

∫∫∫
V

[
c22 sinh 2ξ

2∆
(uξiNi)Nηj −

c44 sinh 2ξ

2∆
(uξiNηi)Nj −

c44 sin 2η

2∆
(uξiNi)Nξj+

+
sinh 2ξ sin 2η (c12 + c44)

4∆2
(uξiNß)Nj + c44(uξiNηi)Nξj +

c11 sin 2η

2∆
(uξiNξi)Nj+

+c12(uξiNξi)Nηj + +c22 (uηiNηi)Nηj + c44 (uηiNξj)Nξj+

+c2∆c66 (uηiNzi)Nzi +
c12 sin 2η

2∆
((uηiNηi)Nj + (uηiNi)Nηj)−

−c44 sinh 2ξ

2∆
((uηiNξi)Nj + (uηiNi)Nξj) +

c44 sinh2 2ξ + c11 sin2 2η

4∆2
(uηiNi)Nj+

+
cc13 sin 2η

2
√

∆
(uziNzi)Nj + cc23

√
∆(uziNzi)Nηj + cc66

√
∆(uziNηi)Nzj

]
dV = 0,
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∫∫∫
V

[
cc23 sinh 2ξ

2
√

∆
(uξiNi)Nzj + cc13

√
∆(uξiNξi)Nzj + cc55

√
∆(uξiNzi)Nξj+

+cc66

√
∆(uηiNzi)Nηj +

cc13 sin 2η

2
√

∆
(uηiNi)Nzj + cc23

√
∆(uηiNηi)Nzj+

+c55 (uziNξi)Nξj + c66 (uziNηi)Nηj + c2∆c33 (uziNzi)Nzj

]
dV = 0.

Ðîçãëÿíóòî çàìêíóòi ïîðîæíèñòi öèëiíäðè, óìîâíà ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ

ÿêèõ, � öèëiíäðè÷íà ïîâåðõíÿ ç íàïðÿìíîþ ó âèãëÿäi åëiïñà ç ïiâîñÿìè

a i b. Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè ðiâíÿííÿ öüîãî åëiïñà â ñèñòåìi êîîðäè-

íàò Oξη íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ a sinh ξ = b cosh ξ, êîðiíü ÿêîãî

ξ0 =
1

2
ln
a+ b

a− b
.

Îòæå ðiâííÿííÿ �ñåðåäèííîãî� åëiïñà ìà¹ âèãëÿä:

x = c0 cosh ξ0 cos η, y = c0 sinh ξ0 cos η, 0 ≤ η ≤ 2π, c0 = a/ cosh ξ0.

Íåõàé äîâæèíà öèëiíäðà L = 20, ab = 100, ξ0 − 0, 05 ≤ ξ ≤ ξ0 + 0, 05,

òîðöi öèëiíäðà æîðñòêî çàùåìëåíî, ìàòåðèàë � içîòðîïíèé ç êîåôiöi¹íòîì

Ïóàññîíà ν = 0, 3.

Äîñëiäæåíî ðîçïîäië ïåðåìiùåíü íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi öèëiíäðà â çà-

ëåæíîñòi âiä ôîðìè åëiïñà â ïîïåðå÷íîìó ïåðåðiçi. Ïðîâåäåíî ðîçðàõóíêè

äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ìåíøî¨ ïiâîñi åëiïñà b = 9, 999; 8; 7; 6, 25. Ïîïåðå÷íi

ïåðåðiçè òiëà, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ ïðè b = 9, 999; 8; 6, 25, ïîêàçàíî íà ðèñ.

6.3.

Ç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà â îáëàñòi [0;L/2] × [0;π/2]×

×[ξ0− 0, 05; ξ0 + 0, 05]. Òàê ÿê â öüîìó âèïàäêó ðîçìiðè òiëà ïî êîîðäèíàòi

ξ íåçíà÷íi, äëÿ îöiíêè òî÷íîñòi âèáðàíî òàêi òðè âàðiàíòè ðîçáèòòÿ îáëàñòi

íà åëåìåíòè ïî ξ, η, z:

(i) � 6× 10× 15,

(ii) � 8× 15× 20,

(iii) � 10× 20× 25.

Â òàáë. 6.2 íàâåäåíî ãåîìåòðè÷íi ïàðàìåòðè öèëiíäðiâ, ùî äîñëiäæóþ-



217

Òàáë. 6.2 � Çíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü uξE/q íà âíóòíiøíié ïîâåðõíi öèëiíäðà

uξE/q

b ha hb η = 0 η = π/2

(i) (ii) (iii) (i) (ii) (iii)

9, 999 1,0003 1,0005 96,953 96,565 96,378 97,246 96,872 96,690

9 0,9003 1,1115 -39,364 -48,232 -52,124 266,15 272,04 274,15

8 0,8003 1,2505 -146,12 -167,84 -178,24 470,63 482,09 486,06

7 0,7002 1,4291 -205,26 -243,40 -263,38 658,19 673,88 679,64

6, 25 0,6252 1,6006 -206,91 -255,55 -282,83 722,49 738,08 744,44

òüñÿ, à òàêîæ çíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü uξE/q íà âíóòíiøíié ïîâåðõíi öèëií-

äðà ïðè z = L/2 (ha � òîâùèíà öèëiíäðà ïðè η = 0, hb � ïðè η = π/2).

Ðèñ. 6.3 � Ôîðìè ïîïåðå÷íèõ ïå-
ðåðiçiâ öèëiíäðà

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
-400

-200

0

200

400

600

u  E/q
6,25

7

8

9

b=9,999

Ðèñ. 6.4 � Ðîçïîäiëè ïåðåìiùåíü
â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü ïiâîñi b
åëiïñà

Ïàðàìåòð b = 9, 999 âèáðàíî äëÿ òîãî, ùîá ïîðiâíÿòè îòðèìàíèé

ðîçâ'ÿçîê ç ðîçâ'ÿçêîì äëÿ êðóãîâîãî öèëiíäðà. Â öüîìó âèïàäêó åëiïòè-

÷íèé öèëiíäð áóäå äóæå áëèçüêèì äî êðóãîâîãî ç âíóòðiøíiì ðàäióñîì 9,51

è òîâùèíîþ 1. Öþ çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ â îáëà-
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ñòi [0;L/2]× [9, 51; 10, 51], ÿêó áóëî ðîçáèòî íà 100× 100 åëåìåíòiâ. Çíà÷å-

ííÿ urE/q â öüîìó âèïàäêó äîðiâíþ¹ 96,193. Ðîçïîäië ïåðåìiùåíü uξE/q

íà âíóòíiøíié ïîâåðõíi öèëiíäðà ïðè z = L/2 â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ

ïiâîñi b åëiïñà ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.4.

6.3 Ðåçóëüòàòè òà âèñíîâêè

1. Íàâåäåíî ïîñòàíîâêó çàäà÷i ïðî ÍÄÑ ïîðîæíèñòîãî êðóãîâîãî íåçà-

ìêíóòîãî öèëiíäðà çi çìiííèìè çà ðàäiàëüíîþ êîîðäèíàòîþ ïðóæíèìè

âëàñòèâîñòÿìè ìàòåðiàëó, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ íîðìàëüíîãî òèñêó

íà ái÷íèõ ïîâåðõíÿõ i ìà¹ æîðñòêå çàêðiïëåííÿ íà òîðöåâèõ ïëîùèíàõ

i íà ïëîùèíàõ â ïåðåðiçàõ θ = const.

2. Äàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà îñíîâi ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöié ç çàñòîñóâàí-

íÿì äâîâèìiðíèõ ñïëàéíiâ çà êîëîâîþ êîîðäèíàòîþ i êîîðäèíàòîþ, ùî

çìiíþ¹òüñÿ âçäîâæ îñi öèëiíäðà.

3. Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ òà ðåçóëüòàòiâ ÌÑÅ ç âè-

êîðèñòàííÿì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ó âèãëÿäi ïàðàëåëåïiïåäiâ ç 8-ìà òà

20-ìà âóçëàìè, âiäìi÷åíî çàäîâiëüíå ñïiâïàäiííÿ ïåðåìiùåíü äëÿ ðiçíèõ

âàðiàíòiâ íåîäíîðiäíîñòi ìàòåðiàëó.

4. Äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî ÍÄÑ îäíîðiäíîãî çàìêíóòîãî öèëiíäðà,

ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç ÿêîãî îáìåæåíèé êîíôîêàëüíèìè ïîâåðõíÿìè.

5. Îäåðæàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ÍÄÑ ïðîðîæíèñòîãî öèëiíäðà ç åëiïòè-

÷íèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì â âàðiàíòi ÌÑÅ, êîëè ñêií÷åíèé åëåìåíò

çàïèñàíèé â åëiïòè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

6. Ïîêàçàíî çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêó ïðè çáiëüøåííi äèñêðåòèçàöi¨ îáëàñòi òà

íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ïåðåìiùåíü öèëiíäðà âiä åêñöåíòðèñèòåòó åëi-

ïñà ç ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì äî âèïàäêó êðóãîâîãî öèëiíäðà.
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ÎÑÍÎÂÍI ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÒÀ ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ïðåäñòàâëåíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ñòàöiîíàð-

íîãî äåôîðìóâàííÿ òîâñòîñòiííèõ íåîäíîðiäíèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê òà

ïîðîæíèñòèõ êóëü ìåòîäàìè ÷èñåëüíîãî àíàëiçó, ùî ¹ àêòóàëüíîþ ïðîáëå-

ìîþ ìåõàíiêè äåôîðìiâíîãî òâåðäîãî òiëà.

Íà îñíîâi ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi òà óòî÷íåíî¨ òåîði¨ îáîëîíîê

òèïó Òèìîøåíêà áóëî ðîçðîáëåíî äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèé i ðîçâèíóòî

äèñêðåòíèé ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ äâîâèìiðíèõ i òðèâèìiðíèõ

êðàéîâèõ çàäà÷, ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè ¨õ ðåàëiçàöi¨ i ïðîãðàìíi êîìïëåêñè,

ùî çàáåçïå÷óþòü âèñîêèé ñòóïiíü òî÷íîñòi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Îäåðæàíî íîâi ðîçâ'ÿçêè øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìó-

âàííÿ i ïðîâåäåíî àíàëiç âïëèâó íåîäíîðiäíîñòi ñòðóêòóðè, ïðóæíèõ âëà-

ñòèâîñòåé ìàòåðiàëó òà ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ìåõàíi÷íèõ îá'¹êòiâ, ùî

ðîçãëÿäàþòüñÿ, íà ðîçïîäië ïîëiâ íàïðóæåíü òà ïåðåìiùåíü ïðè ðiçíèõ âè-

äàõ íàâàíòàæåííÿ òà ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü, ùî ïðåäñòàâëåíi â äèñåðòà-

öi¨, íàâåäåíi íèæ÷å.

1. Âèêîíàíî ïîñòàíîâêó òà ïîáóäîâàíî ðîçðàõóíêîâi ñõåìè çàäà÷ ïðî

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí i êîëèâàííÿ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê ç

ðiçíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì òà òië ñôåðè÷íî¨ ôîðìè ç âðàõóâàííÿì

¨õ êîíñòðóêòèâíî¨ òà ñòðóêòóðíî¨ íåîäíîðiäíîñòi íà îñíîâi ïðîñòîðîâî¨

òà îáîëîíêîâî¨ ìîäåëåé.

2. Ðîçðîáëåíî íîâi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíi ïiäõîäè íà îñíîâi ìåòîäó

ñïëàéí-êîëîêàöi¨ i äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨ òà ðîçâèíåíî âàðiàíò äèñ-

êðåòíîãî ïiäõîäó (ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ) äëÿ äîñëiäæåííÿ çàçíà-

÷åíîãî êëàñó çàäà÷ ñòàöiîíàðíîãî äåôîðìóâàííÿ.

3. Ïîáóäîâàíî íîâi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ñòàòèêè òà êîëèâàíü, îäåðæàíèõ çà

ðiçíèìè ìåòîäèêàìè, äëÿ òàêèõ îáîëîíîê i ïðîñòîðîâèõ òië:
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� öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè íåêðóãîâîãî ïåðåðiçó òà ïëàñòèíè, çìiííî¨ òà

çíàêîçìiííî¨ êðèâèçíè, ïðè ðiçíèõ ôiçèêî-ìåõàíi÷íèõ âëàñòèâîñòÿõ ìà-

òåðiàëó;

� öèëiíäðè÷íi îáîëîíêè êðóãîâîãî i åëiïòè÷íîãî ïåðåðiçiâ çi ñêiñíèìè

çðiçàìè;

� íåîäíîðiäíi çà ïðóæíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîðîæíèñòi öèëiíäðè

ñêií÷åííî¨ äîâæèíè òà ïîðîæíèñòî¨ êóëi â ïðîñòîðîâié ïîñòàíîâöi (îñå-

ñèìåòðè÷íà çàäà÷à);

� íåîäíîðiäíèé öèëiíäð ñêií÷åííî¨ äîâæèíè ç ï'¹çîêåðàìi÷íîãî ìàòå-

ðiàëó (îñåñèìåòðè÷íi êîëèâàííÿ) ;

� öèëiíäðè ñêií÷åííî¨ äîâæèíè: êðóãîâèé òà îáìåæåíèé êîíôîêàëüíè-

ìè åëiïñàìè, â öèëiíäðè÷íié òà åëiïòè÷íié ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

4. Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç åôåêòèâíîñòi ðiçíèõ ÷èñåëüíèõ ïiäõî-

äiâ, ùî áàçóþòüñÿ íà çàñòîñóâàííi òàêèõ ìåòîäiâ:

� ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàöi¨ ç âèáîðîì ðiçíèõ íàïðÿìêiâ àïðîêñèìàöi¨ â

äâîâèìiðíèõ çàäà÷àõ ñòàòèêè öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíîê íåêðóãîâîãî ïå-

ðåðiçó;

� ìåòîäiâ ñïëàéí- êîëîêàöié, ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ òà ìåòîäó Ôóð'¹ â

äâîâèìiðíèõ òà òðèâèìiðíèõ çàäà÷àõ ÍÄÑ i êîëèâàíü íåîäíîðiäíèõ

ïðóæíèõ òà åëåêòðîïðóæíèõ öèëiíäðiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè.

5. Ðîçðîáëåíi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíi òà äèñêðåòíi ïiäõîäè ðåàëiçîâàíî

â ïðîáëåìíî-îði¹íòîâàíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ êîìïëåêñàõ ç àâòîìàòèçà-

öi¹þ îêðåìèõ åòàïiâ ðîçðàõóíêó òà âèêîðèñòàíî â íàóêîâî-äîñëiäíèõ

òà äîãîâiðíèõ ðîáîòàõ âiääiëó.

6. Âñòàíîâëåíî õàðàêòåðíi çàêîíîìiðíîñòi âïëèâó ôàêòîðó íåîäíîðiäíî-

ñòi ñòðóêòóðè öèëiíäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ òië íà ðîçïîäië ïåðåìiùåíü

òà íàïðóæåíü i âèÿâëåíî ðÿä íîâèõ ìåõàíi÷íèõ åôåêòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç

íåîäíîðiäíîþ ñòðóêòóðîþ, ãåîìåòðè÷íèìè òà ìåõàíi÷íèìè õàðàêòåðè-
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ñòèêàìè îá'¹êòiâ äîñëiäæåííÿ. Âiäìi÷åíî:

� ñêëàäíèé õàðàêòåð ÍÄÑ â ãîôðîâàíèõ öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíêàõ i ïëà-

ñòèíàõ, íàÿâíiñòü çîí ñòèñêóþ÷èõ òà ðîçòÿãóþ÷èõ íàïðóæåíü, ùî ÷åð-

ãóþòüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi çi çìiíîþ çíàêó êðèâèíè ãåîìåòði¨; ìîæëèâiñòü

ðàöiîíàëüíîãî âèáîðó ïàðàìåòðiâ ãîôðóâàííÿ äëÿ îäåðæàííÿ ðîçïîäi-

ëó íàïðóæåíü, ùî âiäïîâiäàþòü òåõíi÷íèì âèìîãàì;

� íàÿâíiñòü çðiçiâ â öèëiíäðè÷íèõ îáîëîíêàõ çi ñêiñíèìè çðiçàìè íå

çìiíþ¹ ÿêiñíî¨ êàðòèíè ¨õ ÍÄÑ, à êiëüêiñíi çìiíè ñïîñòåðiãàþòüñÿ ïå-

ðåâàæíî â îêîëi òîðöiâ;

� íåïåðåðâíiñòü çàëåæíîñòi ïåðåìiùåíü åëiïòè÷íîãî öèëiíäðà ñêií÷åí-

íî¨ äîâæèíè âiä éîãî åêñöåíòðèñèòåòó ç ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì äî âè-

ïàäêó êðóãîâîãî öèëiíäðà (òðèâèìiðíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ç çàëó÷åííÿì

åëiïòè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò);

� äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèé ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà çâåäåííi äâî- i òðè-

âèìiðíèõ çàäà÷ äî îäíîâèìiðíèõ çà ìåòîäîì ñïëàéí-êîëîêàöi¨ â ïî¹ä-

íàííi ç ìåòîäîì äèñêðåòíî¨ îðòîãîíàëiçàöi¨, â äàíîìó êëàñi ïðóæíèõ

òië i îáîëîíîê íå ïîñòóïà¹òüñÿ çà òî÷íiñòþ ðîçðàõóíêiâ ìåòîäó ñêií-

÷åííèõ åëåìåíòiâ.
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