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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Сучасний рiвень розвитку технiки та технологiй фор-
мує новi вимоги до математичних моделей механiчних систем. При побудовi та-
ких моделей зазвичай “спрощують” початкову задачу, наприклад, нехтуючи де-
якими доданками чи складовими руху, тобто понижуючи порядок системи, або
припускаючи, що параметри моделi вимiрянi точно i не змiнюються протягом
усього часу її функцiонування. Можливiсть такого спрощення виправдовується
малiстю вiдкидаємих доданкiв та несуттєвiстю похибок при вимiрюваннi. Ряд
отриманих при таких спрощеннях моделей, внаслiдок тривалого та успiшного
використання, отримали аксiоматичний характер. Однак, не всякою малою ве-
личиною можливо знехтувати, не спотворюючи при цьому сутi задачi. Деякi ме-
ханiчнi системи демонструють це, не вiдповiдаючи поведiнцi, спрогнозованiй за
допомогою математичних моделей, отриманих при подiбних припущеннях. При-
чому, з подiбними питаннями дослiднику доводиться стикатися незалежно вiд
того, в якiй галузi застосовуються математичнi методи дослiдження. Вони одна-
ковою мiрою актуальнi в механiцi, хiмiї, економiцi, бiологiї тощо.

Одним iз видiв залежностi поведiнки системи вiд параметра є наявнiсть в ма-
тематичнiй моделi системи, в якiй присутнi процеси, що вiдбуваються у рiзних
масштабах часу, параметрiв, якi задають вiдношення швидкостей однiєї частини
рухiв системи вiдносно iншої, т.зв. “швидких” та “повiльних” рухiв. Також, зазна-
ченi параметри можуть з’являтися внаслiдок застосування специфiчних способiв
побудови керування в математичних моделях систем, рухи яких не вiдрiзняю-
ться за швидкостями. Системи диференцiальних рiвнянь, що мiстять такi па-
раметри, мають назву рiзнотемповi системи диференцiальних рiвнянь. Початок
їх дослiдження, вважається, було покладено доповiддю L. Prandtl у 1904р. на
3-му Мiжнародному математичному конгресi в Гейдельберзi. Вагомi результати
в теорiї т.зв. релаксацiйних коливань, що є одним iз прикладiв поведiнки трає-
кторiй рiзнотемпових систем, були отриманi B. Van der Pol i, згодом, розвинутi
О.О. Андроновим, О.А. Вiттом, Л.I. Мандельштамом. Класичними є результа-
ти А.М. Тихонова та I.С. Градштейна, якi стосуються особливостей гранично-
го переходу розв’язку сингулярної задачi Кошi до розв’язку незбуреної задачi.
Слiд вiдмiтити роботи М.М. Крилова, О.М. Боголюбова, Ю.О. Митропольського,
В.М. Волосова щодо застосування методу усереднення та роботи Л.С. Понтрягi-
на, Є.Ф. Мiщенка, М.Х. Розова щодо застосування асимптотичних методiв в тео-
рiї релаксацiйних коливань. Згадаємо також важливi дослiдження W.R. Wasow,
М.О. Желєзцова, Л.В. Родигiна, А.Б. Васильєвої, P.V. Kokotovic, H.K. Khalil.

Однак, основнi методи дослiдження рiзнотемпових систем, як то метод роз-
дiлення змiнних, що базується на застосуваннi результатiв Тихонова, метод усе-
реднення, асимптотичнi методи, мають ряд недолiкiв. По-перше, всi вони дають
висновок про поведiнку системи диференцiальних рiвнянь на скiнченному часо-
вому iнтервалi, що у випадку рiзнотемпових систем, коли можливе явище зриву,
робить прогноз поведiнки реальних механiчних систем, якi описуються за допо-
могою таких математичних моделей, обмеженим. Хоча, накладання додаткової
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умови для методу роздiлення змiнних розширює часовий iнтервал дослiдження
на нескiнченнiсть, проте, у випадку сильної нелiнiйностi дослiджуваної системи,
перевiрка цiєї умови може виявитися навiть складнiшою за аналiз початкової
системи. Вiдмiтимо, що окремi роботи по дослiдженню поведiнки рiзнотемпо-
вих систем диференцiальних рiвнянь на нескiнченному часовому iнтервалi та
їх стiйкостi, були опублiкованi F.C. Hoppensteadt, I.С. Градштейном, Б.С. Ра-
зумiхiним, О.I. Клiмушевим та М.М. Красовським. Проте, деякi з цих публiка-
цiй присвяченi дослiдженню лiнiйних систем, а тi, в яких акцент було зроблено
на нелiнiйностi, не дають вiдповiдi на питання, зокрема, про глобальний хара-
ктер стiйкостi, оцiнку меж змiни параметра, тощо. По-друге, вищезгаданi методи
здебiльшого зосередженi на аналiзi крайових або початкових задач, у той час,
як у багатьох випадках, потрiбно слiдкувати за поведiнкою всiєї системи дифе-
ренцiальних рiвнянь, а не окремих її траєкторiй. По-третє, iснують складностi
iз визначенням можливого iнтервалу змiни величини параметра, який визначає
вiдношення швидкостей “швидкого” та “повiльного” рухiв, що для бiльшостi при-
кладних задач є важливим, оскiльки цей параметр може явним чином входити
в закон керування. Отже, актуальною є розробка нових i вдосконалення iсную-
чих методик, якi б дозволили подолати вищезгаданi недолiки при дослiдженнi
рiзнотемпових систем.

Ще одним варiантом залежностi поведiнки системи вiд параметрiв є наяв-
нiсть у її складi неточних параметрiв. Слiд зауважити, що питання наявностi
неточних параметрiв в математичних моделях реальних механiчних систем ви-
дається природним, якщо врахувати, що параметри визначаються, зазвичай, за
допомогою обрахункiв або експерименту, тобто, наближено, а тому теоретичнi
побудови, що вимагають точних значень параметрiв, взагалi кажучи, є марними.
Дослiдження систем з неточними значеннями параметрiв проводилося в роботах
Y.H. Chen, G. Leitman, M.J. Corless, В.Л. Харитонова, D.D. Siljak, Д.Я. Хусаi-
нова, В.Б. Ларiна, А.А. Мартинюка, V. Lakshmikantham та iн. Для дослiджен-
ня динамiчних характеристик систем такого класу групою авторiв M. Ikeda,
Y. Ohta, D.D. Siljak було запропоновано використовувати концепцiю параметри-
чної стiйкостi. Зауважимо, що при дослiдженнi нелiнiйних систем, якi мiстять
неточнi параметри, однiєю з основних проблем є визначення стану рiвноваги та
врахування змiни його положення через змiну значень параметрiв. Концепцiя
параметричної стiйкостi дозволяє вирiшити цю проблему, оскiльки вона поєднує
в одному означеннi iснування стану рiвноваги та його стiйкiсть. Стан рiвноваги
при цьому розглядається, як деяка неперервна функцiя, що залежить вiд пара-
метрiв, якi входять у систему. Одним з найбiльш ефективних, а тому i найбiльш
використовуємих методiв дослiдження стiйкостi руху є метод функцiй Ляпуно-
ва. Його застосування дозволяє дослiджувати динамiку системи не iнтегруючи її,
що у випадку нелiнiйнностi системи майже завжди являє собою значну пробле-
му. Тому, використання цього методу при дослiдженнi параметричної стiйкостi
нелiнiйних систем приносить значну користь. Вiдмiтимо, що концепцiя параме-
тричної стiйкостi, яка є ефективною при дослiдженнi неточних систем, має деякi
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труднощi в застосуваннi. Це пов’язано, перш за все, з необхiднiстю при викори-
станнi теорем методу функцiй Ляпунова знати змiнний стан рiвноваги системи,
що дослiджується. Також, спосiб визначення областi iснування стану рiвнова-
ги в просторi параметрiв, запропонований в роботi (Ikeda, Ohta, Siljak, 1991), є
достатньо важким для застосування, особливо при дослiдженнi великомасшта-
бних систем. Тому, незважаючи на наявнi роботи у цiй галузi, отримання нових
результатiв i покращення iснуючих методик становить значний iнтерес.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, гран-
тами. Дисертацiйна робота вiдповiдає основним напрямкам наукових дослi-
джень вiддiлу стiйкостi процесiв Iнституту механiки iм. С.П. Тимошенка НАН
України. Дисертацiйне дослiдження проводилось при виконаннi наступних
науково-дослiдних робiт: НДР 1.3.1.363-08 “Побудова критерiєв стiйкостi руху
континуально-дискретних систем iз застосуванням до задач механiки”, номер
державної реєстрацiї 0107U008614, 2008-2011 рр. ; НДР 1.3.1.374-12 “Розробка ме-
тодiв аналiзу динамiчної поведiнки нелiнiйних механiчних систем зi складними
типами траєкторiй i збурень”, номер державної реєстрацiї 0112U000241, 2012-2015
рр.; НДР 1.3.1.406-16 “Розробка якiсних методiв аналiзу динамiчних властивостей
механiчних керованих систем iз точною та неточною характеристикою параме-
трiв”, номер державної реєстрацiї 0115U005708, 2016-2019 рр. та в рамках ви-
конання наступних грантiв: F36/441-2012 “Параметрична стiйкiсть сингулярно-
збурених систем iз застосуванням у задачах теоретичної механiки”, номер дер-
жавної реєстрацiї 0112U005719, 2012 р.; “Розвиток методу функцiй Ляпунова в
задачах стiйкостi, керування та стабiлiзацiї неточних “малоприводних” механi-
чних систем”, номер державної реєстрацiї 0115U005228, 2015-2016 рр.; F70/141-
2017 “Розвиток теорiї швидко-повiльних динамiчних систем iз застосуванням в
задачах стiйкостi, керування та стабiлiзацiї неточних “малоприводних” механi-
чних систем”, номер державної реєстрацiї 0117U007133, 2017 р.

Мета та завдання дослiдження. Метою даної роботи є встановлення умов
наявностi заданих динамiчних характеристик механiчних систем, математични-
ми моделями яких є неточнi рiзнотемповi системи диференцiальних рiвнянь.

Для досягнення цiєї мети необхiдно:
1. розробити ефективний метод оцiнки областi у просторi параметрiв, для всiх

значень параметрiв з якої iснує єдиний стан рiвноваги системи диференцi-
альних рiвнянь, що дослiджується;

2. узагальнити метод функцiй Ляпунова для врахування рухомостi стану рiв-
новаги системи диференцiальних рiвнянь та наявностi в нiй параметра, що
визначає вiдношення швидкостей “швидких” та “повiльних рухiв”;

3. застосувати отриманi методики для дослiдження актуальних типiв неточних
рiзнотемпових систем диференцiальних рiвнянь, що є математичними моде-
лями механiчних систем;

4. провести апробацiю i перевiрити ефективнiсть методик при дослiдженнi ди-
намiчних характеристик реальних механiчних систем, математичними моде-
лями яких є неточнi рiзнотемповi системи диференцiальних рiвнянь.
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Об’єктом дослiдження є динамiка нелiнiйних неточних рiзнотемпових мо-
делей механiчних систем, зокрема, систем типу Лур’є–Постнiкова, систем типу
Такагi–Сугено, малоприводних механiчних систем.

Предметом дослiджень є динамiчнi характеристики вказаних класiв систем.
Методи дослiдження. Методами дослiджень є метод функцiй Ляпунова

(скалярних, векторних та матричнозначних), метод порiвняння з векторною фун-
кцiєю Ляпунова для великомасштабних систем, метод Dynamic Surface Control
для побудови керування малоприводними механiчними системами. Метод фун-
кцiй Ляпунова є потужним методом дослiдження нелiнiйних систем диференцi-
альних рiвнянь, який дозволяє робити висновок про динамiчнi характеристики
таких систем, зокрема про стiйкiсть чи нестiйкiсть, не розв’язуючи їх. Це є однiєю
з його переваг, оскiльки нелiнiйнiсть дослiджуваної системи значно ускладнює її
розв’язання. Метод порiвняння iз векторною функцiєю Ляпунова є його модифi-
кацiєю, яка адаптована для дослiдження великомасштабних систем i заснована
на разбиттi системи великої розмiрностi на пiдсистеми iз подальшою побудовою
компонент векторної функцiї у виглядi скалярних функцiй для пiдсистем. Це
дозволяє простiше будувати результуючу функцiю Ляпунова та повнiше врахо-
вувати вплив пiдсистем на загальну динамiку всiєї великомасштабної системи.
Метод Dynamic Surface Control дозволяє будувати керування для системи, що
приведена до каскадного вигляду. Однiєю з його особливостей є те, що керува-
ння, яке побудовано за його допомогою, забезпечує збiжнiсть траєкторiй дослi-
джуваної системи диференцiальних рiвнянь не до рiвноважних значень змiнних,
а до деяких наперед заданих траєкторiй, збiжнiсть яких до рiвноважних значень
змiнних постулюється. Також особливiстю даного методу є застосування фiль-
трiв, за допомогою яких операцiя диференцiювання замiнюється визначенням
приросту диференцiйованої величини за фiксований промiжок часу (часова кон-
станта фiльтру). Це дозволяє уникнути збiльшення складностi елементiв системи
диференцiальних рiвнянь, в тому числi i закону керування.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в наступному:
1. Запропоновано новий пiдхiд до визначення областi, для значень параметрiв

з якої iснує стан рiвноваги неточних рiзнотемпових систем рiзних класiв,
як-то систем типу Лур’є–Постнiкова у випадку, коли вони допускають видi-
лення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем i у випадку неможливостi такого
роздiлення, нелiнiйних систем у загальному виглядi, в тому числi великомас-
штабних.

2. Запропоновано узагальнення прямого методу Ляпунова для дослiдження па-
раметричної стiйкостi неточних нелiнiйних рiзнотемпових систем диферен-
цiальних рiвнянь, що полягає у його розширеннi на новий клас систем, якi
дослiджуються, а також у нових способах побудови вiдповiдних допомiжних
функцiй та нових умовах стiйкостi, отриманих за їх допомогою.

3. Отримано достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi
та параметричної нестiйкостi для систем типу Лур’є–Постнiкова у випадку,
коли вони допускають видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем, якi
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для систем такого класу дають можливiсть робити висновок про динамiку
системи при всiх можливих типах динамiки вказаних пiдсистем, без потреби
вiдшукання рухомого стану рiвноваги.

4. Отримано достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi
для систем типу Лур’є–Постнiкова, у випадку коли вони не допускають видi-
лення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем або у випадку браку вiдомостей
про динамiчнi характеристики вказаних пiдсистем, без потреби вiдшукання
рухомого стану рiвноваги.

5. Отримано достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi
для нелiнiйних систем в загальному виглядi, якi не потребують вiдшукання
рухомого стану рiвноваги, як у припущеннi про їх великомасштабнiсть, так
i без такого припущення.

6. Запропоновано спосiб побудови керування, що забезпечує глобальну асим-
птотичну параметричну стiйкiсть нелiнiйної системи в загальному виглядi
вiдносно певної областi у просторi параметрiв системи у випадку її параме-
тричної нестiйкостi.

7. Незалежно вiд вибору функцiй приналежностi нечiтких множин встановлено
достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги нечiткої
моделi типу Такагi–Сугено у випадку, як стiйкостi, так i нестiйкостi лiнiйних
наближень локальних пiдсистем, а також область такої стiйкостi у просторi
параметрiв моделi.

8. Розвинуто спосiб побудови керування для неточних малоприводних механi-
чних систем, застосовуючи який отримано явнi вигляди керування, що для
всiх значень параметрiв моделей з деяких областей забезпечують глобальну
асимптотичну стiйкiсть верхнього положення рiвноваги маятника з махови-
ком, глобальну асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги TORA, глобальну
асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги манiпулятора iз пружним зчленува-
нням.

9. Запропоновано керування, тобто закон змiни напруги, що подається на вхiд
двигуна постiйного струму послiдовного збурення, яке забезпечує обертання
валу двигуна iз необхiдною кутовою швидкiстю для всiх значень параметрiв
моделi iз деякої областi.
Обґрунтованiсть та достовiрнiсть результатiв, наведених у дисер-

тацiї, забезпечується коректнiстю та строгiстю математичних постановок задач
у рамках теоретичної механiки та теорiї диференцiальних рiвнянь; застосуван-
ням точних аналiтичних методiв розв’язання поставлених задач та доведенням
вiдповiдних теорем та лем; узгодженiстю та збiгом деяких одержаних резуль-
татiв з вiдомими в лiтературi, якi були отриманi за допомогою iнших методiв;
вiдповiднiстю постановок, результатiв i висновкiв до фiзичної сутi задач.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати роботи та ме-
тодика їх отримання можуть бути використанi при подальшому розвитку кон-
цепцiї параметричної стiйкостi. Також отриманi результати дозволяють робити
висновок про якiсну поведiнку рiзних типiв неточних рiзнотемпових моделей ме-
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ханiчних систем на нескiнченному часовому iнтервалi у випадку, якщо внаслiдок,
наприклад, значної нелiнiйностi моделi, що розглядається, застосування, зокре-
ма, методу роздiлення змiнних ускладнене. Достатнi умови параметричної стiй-
костi дають можливiсть максимально врахувати вплив неточних параметрiв на
динамiчнi характеристики механiчних систем, тобто точнiше моделювати реаль-
нi задачi i, вiдповiдно, точнiше прогнозувати поведiнку реальних механiчних си-
стем. Результати, отриманi при дослiдженнi малоприводних механiчних систем,
мають практичне застосування при побудовi реальних робототехнiчних систем,
до яких вони входять, як складовi частини, або, у випадку TORA, для моде-
лювання поведiнки супутника iз подвiйним обертанням чи механiзму активного
гасiння вiбрацiй.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiйної ро-
боти доповiдались та обговорювались на мiжнародних конференцiях i форумах,
зокрема:

на XIII Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука, Київ, 2010;
на мiжнароднiй конференцiї “Dynamical System Modeling and Stability Investi-

gation”, Київ, 2015, 2017;
на Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, 2015;
на Українсько-Китайському форумi науки та технологiй, Китай, Харбiн, 2016;
на 5-й Мiжнароднiй науковiй конференцiї для молодих вчених по диференцi-

альним рiвнянням та їх застосуванням присвяченiй Я. Б. Лопатинському, Київ,
2016;

на Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв присвяченiй 100-iй рiчницi
академiка НАН України, професора Ю. О. Митропольського, Київ, 2017;

на ХVII та ХVIII Мiжнародних конференцiях науково-педагогiчних працiвни-
кiв, наукових спiвробiтникiв та аспiрантiв “Проблеми та перспективи розвитку
технiчних та бiоенергетичних систем природокористування: конструювання та
дизайн”, Київ, 2017, 2018;

на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та мате-
матики” присвяченiй Я. С. Пiдстригачу, Львiв, 2018.

У повному обсязi дисертацiя доповiдалась та обговорювалась
на семiнарi вiддiлу стiйкостi процесiв Iнституту механiки iм. С.П. Тимошен-

ка НАН України (керiвник семiнару – академiк НАН України А.А. Мартинюк,
2018 р.);

на семiнарi секцiї “Теорiя коливань та стiйкiсть руху” Iнституту механiки
iм. С.П. Тимошенка НАН України (керiвник семiнару – академiк НАН Украї-
ни В.Д. Кубенко, 2018 р.);

на загальноiнститутському семiнарi Iнституту механiки iм. С.П. Тимошенка
НАН України (керiвник семiнару – академiк НАН України А.Н. Гузь, 2018 р.).

Публiкацiї та особистий внесок здобувача. Результати дисертацiї висвi-
тлено в 31 наукових працях, з них 4 статтi [5, 6, 9, 12] у провiдних мiжнародних
наукових виданнях, 17 статей [1–4, 7, 8, 10, 11, 13–21] у наукових фахових видан-
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нях України та 10 тез [22–31] доповiдей i матерiалiв мiжнародних наукових кон-
ференцiй. Всi результати роботи отриманi автором самостiйно. У спiльних публi-
кацiях автору дисертацiйної роботи належить вибiр методики розв’язання задач,
аналiтичнi та чисельнi розрахунки, аналiз отриманих результатiв, спiвавтору –
визначення загального напрямку дослiдження, участь в аналiзi отриманих ре-
зультатiв.

Структура та обсяг дисертацiйної роботи. Дисертацiя складається з
анотацiї, вступу, шести роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел зi 195
найменувань. Загальний обсяг дисертацiї становить 300 сторiнок, разом iз 26 ри-
сунками.

Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому консультантовi – акаде-
мiку НАН України, доктору фiзико-математичних наук, професору Анатолiю
Андрiйовичу Мартинюку за постiйну увагу до роботи, цiннi поради та пропози-
цiї, що сприяли успiшному проведенню дослiджень.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи; окреслено
зв’язок дисертацiї з науково-дослiдними темами; сформульовано мету й зада-
чi дослiджень; висвiтлено наукову новизну, достовiрнiсть i практичне значення
отриманих результатiв; наведено данi про публiкацiї за темою дисертацiї та осо-
бистий внесок здобувача в них, апробацiю результатiв дисертацiї, її структуру
та обсяг.

У першому роздiлi виконано огляд лiтератури за темою дисертацiї. На пiд-
ставi аналiзу лiтературних джерел висвiтлено виникнення i розвиток теорiї рiзно-
темпових систем та систем з неточними значеннями параметрiв, а також описано
клас малоприводних механiчних систем i основнi моделi, якi до нього належать.

В багатьох галузях науки i технiки зустрiчаються системи, в яких присутнi
процеси, що вiдбуваються у рiзних масштабах часу. Адекватними математични-
ми моделями таких систем є рiзнотемповi системи диференцiальних рiвнянь. В
загальному випадку, автономну рiзнотемпову систему диференцiальних рiвнянь
можливо записати як у швидко-повiльному виглядi:

dx

dt
= εf(x, y, ε),

dy

dt
= g(x, y, ε),

так, застосувавши замiну змiнних t =
τ

ε
, i у сингулярно-збуреному виглядi:

dx

dτ
= f(x, y, ε),

ε
dy

dτ
= g(x, y, ε),

де x – повiльна змiнна, y – швидка змiнна, ε – параметр, який визначає вiдношен-
ня швидкостей швидких та повiльних рухiв, f та g – достатньо гладкi функцiї.
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Для неавтономних систем швидко-повiльна i сингулярно-збурена форми не еквi-
валентнi через присутнiсть часу в правiй частинi системи.

Значний внесок у розвиток теорiї рiзнотемпових систем зробили О.О. Ан-
дронов, О.М. Боголюбов, В.Ф. Бутузов, А.Б. Васильєва, О.А. Вiтт, М.Й. Вi-
шiк, В.М. Волосов, I.С. Градштейн, М.О. Железцов, М.М. Крилов, О.Б. Ли-
кова, Л.А. Люстернiк, Л.I. Мандельштам, Є.Ф. Мiщенко, Ю.О. Митрополь-
ський, Л.С. Понтрягiн, Л.В. Родигiн, М.Х. Розов, А.М. Самойленко, А.М. Ти-
хонов, N. Fenichel, F.C. Hoppensteadt, H.K. Khalil, P.V. Kokotovic, J. O’Reily,
B. Van der Pol, W.R. Wasow та iн.

Вважається, що початок теорiї сингулярно-збурених систем було покладено
доповiддю “Про рух рiдини при малому тертi” (Prandtl, 1905) на Третьому мiж-
народному конгресi математикiв у Гейдельберзi.

Важливою вiхою стало дослiдження Van der Pol-ем (Van der Pol, 1926) коли-
вань, якi виникали в електричному контурi. Спостерiгалося, що при зменшеннi
деякого параметра характер коливань вiд близьких до гармонiчних переходив
до специфiчного вигляду, коли в динамiцi коливного процесу почали видiляти-
ся дiлянки “повiльної” змiни та швидких “стрибкiв” з одного стану на iнший.
Л.I. Мандельштам ввiв для пояснення цих ефектiв т. зв. “постулат стрибка”. Вiд-
повiдно до цього постулату, з певних фiзичних мiркувань, вважалося, що дося-
гнувши деякого стану, система “миттєво” переходить у iнший стан. Було запро-
поновано називати такi коливання “релаксацiйними” та висунута гiпотеза, що
при прямуваннi параметра до нуля вiдповiднi розв’язки рiвняння, що описують
динамiку таких коливань, стають розривними. Крiм того, B. Van der Pol запро-
понував замiнювати початкову систему, що описує динамiку коливань системи
з однiєю степiнню свободи, спрощеною системою, яка отримується iз початкової
усередненням правої частини системи по “швидкiй” змiннiй, тобто поклав поча-
ток методам роздiлення рухiв. Однак, цей метод, не дивлячись на популярнiсть
у iнженерiв через зручнiсть проведення розрахункiв, носив чисто iнтуїтивний
характер.

В 1930-х роках Крилов та Боголюбов (1934, 1937) запропонували за-
гальний пiдхiд (метод осереднення) для дослiдження рiвнянь, якi розглядав
B. Van der Pol. Його основний змiст полягає у побудовi замiни змiнних, яка дозво-
ляє вiдокремити “швидкi” змiннi вiд “повiльних”. Розв’язок початкової задачi має
вигляд асимптотичного ряду, перший член якого спiвпадає iз розв’язком, отри-
маним за методом Van der Pol-а. Згодом цей метод отримав розвиток у роботах
Митропольського (1964, 1971), Волосова (1971) та iн.

Звична на даний час термiнологiя, як то “граничний шар” (англ. boundary
layer), що запозичена з гiдродинамiки, була введена в дисертацiйнiй роботi Wasow
(1941) та остаточно закрiпилася пiсля статтi Вiшiка та Люстернiка (1962). Тер-
мiн “сингулярнi збурення” (англ. singular perturbations) вперше з’явився в книзi
Friedrichs, Wasow (1946), яка стала результатом роботи семiнару з нелiнiйних
коливань Нью-Йоркського унiверситету.

Математичне пояснення “постулату стрибка” було отримано Железцовим
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(1958) та Родигiним (1951). Повiльна система з певною точнiстю описує поведiнку
реальної системи при малих значеннях параметра до тих пiр, поки рух вiдбува-
ється поблизу стiйких дiлянок повiльної поверхнi. Однак, може бути досягнута
границя такої дiлянки. В цей час траєкторiя реальної системи може “зiрвати-
ся”, тобто залишити окiл повiльної поверхнi. Тепер її поведiнка буде задаватися
швидкою системою. Це i є “стрибок”. В повiльному масштабi часу вiн вiдбува-
ється “миттєво”, тобто траєкторiя має розрив, а у швидкому – за деякий скiн-
ченний час. При цьому траєкторiя, слiдуючи швидкiй динамiцi, може потрапити
на стiйку дiлянку повiльної поверхнi, пiсля чого швидкий рух знов змiниться
повiльним.

Класичними є результати Тихонова (1948, 1950, 1952), щодо особливостей гра-
ничного переходу розв’язку сингулярної задачi Кошi до розв’язку незбуреної
задачi. Випадок, розглянутий А.М. Тихоновим, визначає якiсну поведiнку ру-
ху тодi, коли початковi умови системи швидких рухiв належать областi впливу
її кореня, який є стiйким станом рiвноваги, а траєкторiя виродженої системи –
системи повiльних рухiв – не виходить з областi стiйкостi кореня. Подiбнi резуль-
тати були окремо отриманi Градштейном (1950, 1953). В розглянутому випадку
задача асимптотичного представлення розв’язку початкової системи по малому
параметру може бути розв’язана до кiнця. Iснує аналог формули Маклорена,
отриманий Васильєвою (1951) i доведений до формалiзму, який дає асимптоти-
чне представлення розв’язку початкової задачi.

Вiдмiтимо роботи по дослiдженню поведiнки рiзнотемпових систем диферен-
цiальних рiвнянь на нескiнченному часовому iнтервалi i їх стiйкостi: Васильєва
(1962), Hoppensteadt (1965), Разумiхiн (1957, 1963). Стiйкiсть стацiонарних ре-
жимiв сингулярно-збурених систем диференцiальних рiвнянь, в тому числi вели-
комасштабних, дослiджувалася в роботi Груйiча, Мартинюка, Рiббенс-Павелли
(1984) шляхом застосування скалярних та векторних функцiй Ляпунова та в ди-
сертацiйнiй роботi Мiладжанова (1993) за допомогою матричнозначних функцiй
Ляпунова.

В останнi роки кiлькiсть публiкацiй, присвячених дослiдженню рiзнотемпових
систем та розвитку асимптотичних методiв, неухильно зростає. З їх перелiком та
класифiкацiєю вiдповiдно до тематики дослiджень можна ознайомитись в грун-
товних оглядових роботах Kokotovic, O’Malley, Sannuti (1976), Saksena, O’Reilly,
Kokotovic (1984), Naidu, Calise (2001), Zhang, Naidu, Cai, Zou (2014).

Зауважимо, що одним з припущень теорiї стiйкостi руху Ляпунова є при-
пущення, що параметри системи фiксованi та не змiнюються за весь час руху
(О.М. Ляпунов, 1954). Однак, на практицi цi параметри можуть змiнювати своє
значення. Наприклад, у зв’язку iз допущеними неточностями при побудовi мо-
делi чи при змiнi деяких параметрiв середовища, в якому модель, що дослiджу-
ється, функцiонує. Крiм того, в багатьох складних системах, забезпечення бага-
торежимностi та багатофункцiональностi може мати мiсце лише при виконаннi
деяких вимог на пiдсистеми у фiксованому але достатньо широкому дiапазонi
параметрiв цих пiдсистем. Дослiдження систем з неточними значеннями пара-
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метрiв проводилося в роботах Barmish, Leitman (1982), Chen, Leitman (1987),
Corless (1990), Ivanenko (1996).

Розробляються декiлька напрямкiв: дослiдження iнтервальних динамiчних
систем (Харитонов (1978), Хлебалiн (1982), Жабко, Харитонов (1996), Маз-
ко (2010) та iн.); застосування методу функцiй Ляпунова (Хусаiнов, Шатирко
(1997), Heinen (1984), Xu (1985), Corless, Leitmann (1996), Chen (1999), Марти-
нюк (2002) та iн.); застосування методу H∞ – керування (Gardiner, Laub (1986),
Petersen, Anderson, Jonckheere (1991), Ларiн (1998) та iн.).

Вiдносно новим напрямком в дослiдженнi неточних систем є напрямок, який
заснований на застосуваннi концепцiї параметричної стiйкостi. Ця концепцiя при-
родно виникає, коли динамiчна система нелiнiйна i параметри входять до її скла-
ду довiльним чином. В цьому випадку змiна значення параметра тягне за собою
змiну значення стану рiвноваги або, навiть, його зникнення. Також, при перехо-
дi вiд одного стану рiвноваги до iншого може змiнюватися характер стiйкостi.
Таким чином, природно поєднати проблему iснування стану рiвноваги неточної
системи i питання про його стiйкiсть в єдиному означеннi параметричної стiйко-
стi, що й було запропоновано зробити авторами роботи Ikeda, Ohta, Siljak (1991).
В такому випадку, задача про дослiдженняя цiєї властивостi динамiчної системи
зводиться до визначення областi у просторi параметрiв, для кожного значен-
ня параметра з якої iснує стан рiвноваги системи, що дослiджується i, далi, до
дослiдження властивостей стiйкостi знайденого стану рiвноваги для значень па-
раметра iз цiєї областi. При цьому, стан рiвноваги пропонується розглядати як
неперервну функцiю, що залежить вiд значення параметра.

Новi задачi керування складними кiнематичними механiзмами обумовленi по-
явою робототехнiчних систем нетривiальної конструкцiї (див. Зевiн, Фiлоненко
(2007) та iн.). У зв’язку з цим, виникають проблеми стабiлiзацiї та керування
просторовим рухом механiзмiв, у яких кiлькiсть керуючих входiв менше числа
степенiв свободи, тобто є недостатньою для реалiзацiї звичайних режимiв роботи
робота. Дослiдження таких об’єктiв, якi в англомовнiй лiтературi носять назву
underactuated mechanical systems, що може бути перекладено як “малоприводнi”
механiчнi системи (ММС), було розпочато близько двох декад тому, коли ке-
рування неголономними механiчними системами викликало велику цiкавiсть у
дослiдникiв i виникала значна кiлькiсть задач, до яких звичнi методи теорiї ке-
рування не могли бути застосованi (див. Bloch, Reyhanoglu, McClamroch (1992),
Astolfi (1996), Fantoni, Lozano (2001)). Крiм того, зменшення кiлькостi керую-
чих входiв i, вiдповiдно, виконавчих пристроїв (приводiв) позитивно впливає на
енергетичнi, масово-габаритнi та вартiснi показники ММС, що робить їх дослi-
дження i впровадження ще бiльш актуальною задачею. ММС широко використо-
вуються для моделювання реальних процесiв у таких галузях, як робототехнiка,
космонавтика, морська справа, дослiдження гнучких, мобiльних, локомотивних
систем, в багатьох iнших (див. Liu, Yu (2013) та бiблiографiю там).

З огляду на проведений аналiз лiтературних джерел, виникає необхiднiсть
розвитку методу функцiй Ляпунова для дослiдження динамiчних характеристик



11

неточних рiзнотемпових механiчних систем на нескiнченному iнтервалi часу та
отримання оцiнок на множину неточних параметрiв вiдповiдної математичної
моделi та величину параметра, що визначає вiдношення швидкостей “швидкого”
та “повiльного” рухiв, при яких такi характеристики зберiгаються. Важливою
метою є розробка ефективних методiв оцiнки областi в просторi параметрiв си-
стеми, для всiх значень параметрiв з якої iснує її єдиний стан рiвноваги, а та-
кож знаходження умов, якi без визначення рухомого стану рiвноваги дозволили
б встановити параметричну стiйкiсть системи, що дослiджується. Враховуючи
отриманi результати, для малоприводних механiчних систем, математичнi моде-
лi яких вiдносяться до класу неточних рiзнотемпових систем, треба розвинути
спосiб побудови керування, яке б забезпечувало їх бажанi динамiчнi характери-
стики, а також побудувати вiдповiднi закони керування для основних систем з
цього класу. На розвязання цих проблем нацiленi дослiдження даної дисертацiй-
ної роботи.

Другий роздiл присвячено застосуванню методу функцiй Ляпунова для
дослiдження динамiчних характеристик неточних рiзнотемпових систем типу
Лур’є–Постнiкова, якi допускають видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдси-
стем.

Системи Лур’є–Постнiкова характеризуються тим, що нелiнiйна характери-
стика об’єкта, який дослiджується, точно невiдома i потрiбно встановити умови,
якi гарантують певну динамiчну властивiсть такої системи для всiх нелiнiйно-
стей, що лежать в деяких допустимих межах. Слiд зазначити, що окрiм невизна-
ченостi нелiнiйної характеристики, суттєво впливати на динамiчнi властивостi
системи, що розглядається, може наявнiсть у її складi невизначених параметрiв,
якi неминуче з’являються у процесi моделювання реальної механiчної системи.
Таким чином, врахування впливу нелiнiйних характеристик об’єкта та параме-
тричної невизначеностi моделi на динамiчнi характеристики рiзнотемпових си-
стем типу Лур’є–Постнiкова, зокрема, стiйкiсть та нестiйкiсть їх станiв рiвнова-
ги, зумовлюють необхiднiсть узагальнення вiдповiдних теорем методу функцiй
Ляпунова.

В пiдроздiлi 2.1 розглядається iнварiантна по часу система диференцiальних
рiвнянь

ẋ = f(x, p), (1)

де x(t) ∈ Rn – стан системи (1) в момент часу t ∈ R+, p ∈ Rm – векторний
фiзичний параметр, f : Rn × Rm → Rn – настiльки гладка функцiя, що для
довiльного заданого p ∈ Rm i початкової точки x0 ∈ Rn в момент часу t0 = 0
рiвняння (1) має єдиний розв’язок x(t, x0, p). Припускається, що для деякого
номiнального значення параметра p∗ iснує стан рiвноваги x∗ системи (1), тобто
f(x∗, p∗) = 0 i при цьому x∗ стiйкий. Стан рiвноваги xe : Rm → Rn розглядається
як неперервна функцiя xe(p) векторного параметра. Наведено базовi означення
концепцiї параметричної стiйкостi, яка дає можливiсть враховувати вплив неви-
значених параметрiв на iснування стану рiвноваги системи, що розглядається, та
рiзнi види його стiйкостi (нестiйкостi).
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Пiдроздiл 2.2 присвячений методицi оцiнки областi у просторi параметрiв си-
стеми типу Лур’є–Постнiкова, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний
стан рiвноваги цiєї системи, у випадку, коли система допускає видiлення “швид-
кої” та “виродженої” пiдсистем.

Розглянемо систему рiвнянь{
0 = A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x),
0 = A21(p)x+ A22(p)y + q2(p)ϕ(r + C(p)x),

(2)

де x ∈ Rn, y ∈ Rm – змiннi, r ∈ Rk, p ∈ Rl – векторнi параметри, матрицi
A11(p) ∈ Rn×n, A12(p) ∈ Rn×m, A21(p) ∈ Rm×n, A22(p) ∈ Rm×m, q1(p) ∈ Rn×k,
q2(p) ∈ Rm×k, C(p) ∈ Rk×n мають елементи, якi неперервно залежать вiд пара-
метра p, ϕ : Rk → Rk нелiнiйна функцiя, яка неперервно диференцiйовна на Rk

i така, що ϕ(0) = 0,
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0
6= 0.

Вiдносно системи (2) зробимо наступне припущення.

Припущення 2.1. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що матрицi

A22(p) i K0(p, u) = A0(p) + q0(p)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p), де

A0(p) = A11(p) − A12(p)A
−1
22 (p)A21(p), q0(p) = q1(p) − A12(p)A

−1
22 (p)q2(p), невиро-

дженi в точках p = p∗ i p = p∗, u = 0, вiдповiдно.

Основний результат пiдроздiлу представлено у виглядi теореми, яка дозво-
лить встановити областi Ωp = {p ∈ Rl | ‖p− p∗‖ ≤ b} i Ωr = {r ∈ Rk | ‖r‖ ≤ c},
для всiх значень параметрiв з яких iснує єдиний розв’язок системи (2).

Теорема 2.1. Нехай система (2) задовольняє умови припущення 2.1 i для
функцiї ϕ(u) виконується умова∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤
1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
− max

p∈Ωp1
‖K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)‖

max
p∈Ωp1

(‖q0(p)‖‖C(p)‖)

для всiх u ∈ {u ∈ Rk | ‖u‖ ≤ max
p∈Ωp1

‖C(p)‖a+ c}, де c – довiльне додатнє число,

a = 2‖(K0(p
∗, 0))−1‖ max

p∈Ωp1
‖q0(p)‖×

×


1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
− max

p∈Ωp1
‖K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)‖

max
p∈Ωp1

(‖q0(p)‖‖C(p)‖)
+

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥
 c,

область Ωp1 = {p ∈ Rl | ‖p− p∗‖ ≤ b1} така, що виконується умова

max
p∈Ωp1

‖K0(p, 0)−K0(p
∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
i область Ωp2 = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b2} така, що для всiх p з Ωp2 матриця
A22(p) невироджена. Тодi для всiх (p, r) ∈ Ωp×Ωr, Ωp = Ωp1∩Ωp2, iснує єдиний
розв’язок системи рiвнянь (2).
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Основна iдея, на якiй грунтується доведення, полягає в тому, що збiжнiсть
iтерацiйного процесу до єдиної нерухомої точки забезпечує iснування та єдинiсть
розв’язку вiдповiдного рiвняння. Суттєвим є те, що припущення, яким повинна
задовольняти система, що розглядається, перевiряються для фiксованих значень
параметра. Також отриманi оцiнки, яким повинна задовольняти нелiнiйна фун-
кцiя, що входить до системи.

В пiдроздiлi 2.3 встановлено достатнi умови глобальної параметричної асим-
птотичної стiйкостi рiзнотемпової системи типу Лур’є–Постнiкова у випадку, ко-
ли система допускає видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем.

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову систему диференцiальних рiв-
нянь {

ẋ = A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x),

εẏ = A21(p)x+ A22(p)y + q2(p)ϕ(r + C(p)x),
(3)

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiннi, що визначають стан системи в момент часу
t ∈ R+, r ∈ Rk – корегуючий вектор, матрицi A11(p) ∈ Rn×n, A12(p) ∈ Rn×m,
A21(p) ∈ Rm×n, A22(p) ∈ Rm×m, q1(p) ∈ Rn×k, q2(p) ∈ Rm×k, C(p) ∈ Rk×n мають
елементи, що неперервно залежать вiд векторного параметра p ∈ Rl, ϕ : Rk → Rk

– нелiнiйна неперервно диференцiйовна функцiя, ϕ(0) = 0,
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

= I, де I –
одинична матриця вiдповiдної розмiрностi, ε ∈ (0, 1] – малий параметр. Вважає-
мо, що для системи (3) справедлива теорема про iснування та єдинiсть розв’язку
початкової задачi.

Вiдносно системи (3) зробимо наступне припущення.

Припущення 2.2. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що матрицi

A22(p) i K0(p, u) = A0(p) + q0(p)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p), де

A0(p) = A11(p)−A12(p)A
−1
22 (p)A21(p), q0(p) = q1(p)−A12(p)A

−1
22 (p)q2(p), стiйкi в

точках p = p∗ i p = p∗, u = 0, вiдповiдно.

Нехай Qs ∈ Rn×n i Qf ∈ Rm×m – довiльнi симетричнi додатно визначенi
матрицi, а P ∗s i P ∗f – симетричнi додатно визначенi матрицi, що є, вiдповiдно,
розв’язками алгебраїчних рiвнянь Ляпунова

KT
0 (p∗, 0)P ∗s + P ∗sK0(p

∗, 0) = −Qs i AT
22(p

∗)P ∗f + P ∗fA22(p
∗) = −Qf ,

якi, згiдно умов припущення 2.2, очевидно, iснують. Також позначимо
M0(p, p

∗) = (K0(p, 0)−K0(p
∗, 0))TP ∗s + P ∗s (K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)),

N(p, p∗) = (A22(p)− A22(p
∗))TP ∗f + P ∗f ((A22(p)− A22(p

∗)).

Використовуючи векторну функцiю Ляпунова

V (x, y) =

(
(x− xe)TP ∗s (x− xe)
(y − ye)TP ∗f (y − ye)

)
,

елементи якої – скалярнi функцiї Ляпунова для “повiльної” та “швидкої” пiд-
систем, ((xe)T , (ye)T )T – стан рiвноваги системи (3), що вiдповiдає значенням
параметрiв (p, r) з областi iснування стану рiвноваги, отримано достатнi умови
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глобальної параметричної асимптотичної стiйкостi системи (3) вiдносно областi
у просторi параметрiв. Основний результат пiдроздiлу сформульовано у виглядi
теореми.

Теорема 2.2. Нехай вiдносно системи (3) виконуються умови припущен-
ня 2.2 i функцiя ϕ(u), що входить в систему (3), задовольняє наступне обме-
ження∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− I
∥∥∥∥ ≤ λmin(Qs)− max

p∈Ωp1
(λmax(M0(p, p

∗)))

4‖P ∗s ‖‖K0(p∗, 0)‖‖(K0(p∗, 0))−1‖ max
p∈Ωp1

(‖q0(p)‖)‖C(p)‖
≡ α

для всiх u ∈ Rs, де область Ωp1 = {p ∈ Rl|‖p − p∗‖ ≤ b1} визначається iз
системи нерiвностей

λmin(Qs)− max
p∈Ωp1

(λmax(M0(p, p
∗)))

4‖P ∗s ‖‖K0(p∗, 0)‖‖(K0(p∗, 0))−1‖
+ max

p∈Ωp1
‖K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K0(p∗))−1‖
,

max
p∈Ωp1

(λmax(M0(p, p
∗))) < λmin(Qs)

i область Ωp2 = {p ∈ Rl|‖p− p∗‖ ≤ b2} визначається з умови
max
p∈Ωp2

(λmax(N(p, p∗))) < λmin(Qf).

Тодi система (3) глобально параметрично асимптотично стiйка вiдносно обла-
стi (Ωp1 ∩ Ωp2) × Ωr, Ωr = {r ∈ Rs|‖r‖ ≤ c}, c – довiльне додатне число, для

всiх 0 < ε < ε∗, ε∗ =
β1β2

γ1γ2 − β1ξ
, якщо γ1γ2 − β1ξ > 0 i для всiх 0 < ε ≤ 1, якщо

γ1γ2 − β1ξ ≤ 0, де
β1 = −λmin(Qs) + max

p∈(Ωp1∩Ωp2)
(λmax(M0(p, p

∗))) + 2‖P ∗s ‖α max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(‖q0(p)‖‖C(p)‖),

β2 = −λmin(Qf) + max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(λmax(N(p, p∗))), γ1 = 2‖P ∗s ‖ max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

‖A12(p)‖,

γ2 = 2‖P ∗f ‖ max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
‖A−1

22 (p)A21(p)A0(p)‖+ ‖A−1
22 (p)q2(p)‖‖C(p)A0(p)‖α+

+‖A−1
22 (p)q2(p)C(p)A0(p)‖+ ‖A−1

22 (p)A21(p)q0(p)‖‖C(p)‖α+

+‖A−1
22 (p)A21(p)q0(p)C(p)‖+ ‖C(p)‖‖C(p)q0(p)‖‖A−1

22 (p)q2(p)‖α2+

+‖A−1
22 (p)q2(p)‖‖C(p)q0(p)C(p)‖α + ‖C(p)‖‖A−1

22 (p)q2(p)C(p)q0(p)‖+

+‖A−1
22 (p)q2(p)C(p)q0(p)‖+ ‖A−1

22 (p)q2(p)C(p)q0(p)C(p)‖
)
,

ξ = max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

[
λmax

(
AT

12(p)(A
T
21(p) + CT (p)qT2 (p))(A−1

22 (p))TP ∗f+

+P ∗fA
−1
22 (p)(A21(p) + q2(p)C(p))A12(p)

)]
+

+2‖P ∗f ‖α max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(‖A−1
22 (p)q2(p)‖‖C(p)A12(p)‖).
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Цей результат є узагальненням теореми М.М. Красовського для систем типу
Лур’є–Постнiкова, але має значно бiльшу прикладну важливiсть, оскiльки мi-
стить оцiнки нелiнiйностi, областi параметрiв та величини, яка є вiдношенням
швидкостей швидких та повiльних рухiв, що дуже важливо для практичного
застосування цих результатiв. В якостi iлюстрацiї наведено приклад керування
електромотором постiйного струму.

У пiдроздiлi 2.4, використовуючи теореми оберненi до теорем Ляпунова про
нестiйкiсть та теорему Четаєва про нестiйкiсть, встановленi достатнi умови пара-
метричної нестiйкостi рiзнотемпової системи типу Лур’є–Постнiкова у випадку,
коли система допускає видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем, для всiх
варiантiв поєднань стiйкостi та нестiйкостi їх лiнiйних наближень при деякому
значеннi параметра. Тобто, були отриманi областi у просторi параметрiв системи
i встановленi умови, при виконаннi яких для всiх значень параметрiв iз знайде-
них областей iснує єдиний стан рiвноваги системи, який є нестiйким, якщо хоча б
одне з лiнiйних наближень вiдповiдних пiдсистем нестiйке при певному значеннi
параметра з цiєї областi. Також вказано верхню межу iнтервалу змiни значень
параметра ε.

Третiй роздiл присвячено застосуванню методу функцiй Ляпунова для до-
слiдження динамiчних властивостей неточних рiзнотемпових систем типу Лур’є–
Постнiкова, якi не допускають видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем
через те, що неможливо аналiтично розв’язати вiдповiднi алгебраїчнi рiвняння,
а також неточних рiзнотемпових систем типу Лур’є–Постнiкова спецiального ви-
гляду, якi допускають видiлення вказаних пiдсистем, але через вiдсутнiсть у них
потрiбних динамiчних властивостей не дозволяють побудувати векторну фун-
кцiю Ляпунова способом, який був запропонований у роздiлi 2. Зазначимо, що
до систем, якi розглядаються в даному роздiлi, не можна застосувати i вiдомi ре-
зультати А.М. Тихонова, тому розвиток методу функцiй Ляпунова, який дозво-
ляє встановити характер поведiнки розв’язкiв систем таких класiв, є актуальною
та важливою задачею.

У пiдроздiлi 3.1 для систем вказаних типiв запропоновано спосiб оцiнки обла-
стi у просторi параметрiв, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний стан
рiвноваги таких систем. Застосувати напряму результати пiдроздiлу 2.2 не вда-
ється, адже неможливо отримати в явному виглядi потрiбний для дослiдження
iтерацiйний процес. Але перетворення початкової алгебраїчної системи i викори-
стання результатiв для блочних та блочно-дiагональних матриць дає можливiсть
звести поставлену задачу до вже вирiшеної у пiдроздiлi 2.2 i отримати бажанi
оцiнки областi iснування єдиного стану рiвноваги у просторi параметрiв поча-
ткової системи.

Пiдроздiл 3.2 присвячений способам побудови функцiї Ляпунова, яка дозво-
ляє встановити достатнi умови глобальної параметричної асимптотичної стiйко-
стi системи типу Лур’є–Постнiкова вiдносно певної областi в просторi її пара-
метрiв у випадку, коли початкова система не допускає видiлення “швидкої” та
“виродженої” пiдсистем.



16

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову систему диференцiальних рiв-
нянь {

ẋ = A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)f1(σ1),

εẏ = A21(p)x+ A22(p)y + q2(p)f2(σ2),
(4)

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiннi, що визначають стан системи в момент ча-
су t ∈ R+, r1 ∈ Rk1, r2 ∈ Rk2 – корегуючi вектори, матрицi A11(p) ∈ Rn×n,
A12(p) ∈ Rn×m, A21(p) ∈ Rm×n, A22(p) ∈ Rm×m, q1(p) ∈ Rn×k1, q2(p) ∈ Rm×k2,
c11(p) ∈ Rk1×n, c12(p) ∈ Rk1×m, c21(p) ∈ Rk2×n, c22(p) ∈ Rk2×m мають елементи, якi
неперервно залежать вiд векторного параметра p ∈ Rl, σ1 = c11(p)x+c12(p)y+r1,
σ2 = c21(p)x+ c22(p)y + r2, f1 : Rk1 → Rk1, f2 : Rk2 → Rk2 – нелiнiйнi функцiї, якi
неперервно диференцiйовнi, вiдповiдно, на Rk1, Rk2 i такi, що f1(0) = 0, f2(0) = 0,
df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

= Ik1×k1,
df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

= Ik2×k2, де Ik1×k1 i Ik2×k2 – одиничнi матрицi

вiдповiдних розмiрностей, ε ∈ (0, 1]. Вважаємо, що для системи (4) справедлива
теорема про iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi.

У пунктi 3.2.1 розглянуто випадок, коли iснує таке значення параметра, при
якому лiнiйнi наближення пiдсистем початкової системи стiйкi.

Введемо позначення:

Dij(p) = Aij(p) + qi(p)
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

cij(p), i, j = 1, 2,

D(p) = D11(p)−D12(p)D
−1
22 (p)D21(p).

Вiдносно системи (4) зробимо наступне припущення.

Припущення 3.1. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що матрицi
D11(p) i D22(p) стiйкi, а матриця D(p) невироджена в точцi p = p∗.

НехайQ1 ∈ Rn×n iQ2 ∈ Rm×m – довiльнi симетричнi додатно визначенi матри-
цi, а P ∗1 i P ∗2 – симетричнi додатно визначенi матрицi, що є, вiдповiдно, розв’яз-
ками алгебраїчних рiвнянь Ляпунова

DT
11(p

∗)P ∗1 + P ∗1D11(p
∗) = −Q1 i DT

22(p
∗)P ∗2 + P ∗2D22(p

∗) = −Q2,

якi, згiдно умов припущення 3.1, очевидно, iснують. Також позначимо
M1(p, p

∗) = (D11(p)−D11(p
∗))TP ∗1 + P ∗1 (D11(p)−D11(p

∗),

M2(p, p
∗) = (D22(p)−D22(p

∗))TP ∗2 + P ∗2 (D22(p)−D22(p
∗),

u = (σT1 , σ
T
2 )T , f : Rk1+k2 → Rk1+k2, f = (fT1 , f

T
2 )T ,

A(p) =

(
A11(p) A12(p)
A21(p) A22(p)

)
, q(p) =

(
q1(p) 0

0 q2(p)

)
, C(p) =

(
c11(p) c12(p)
c21(p) c22(p)

)
,

K(p, u) = A(p)+q(p)
df(u)

du

∣∣∣
u
C(p), α =

1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖)
.
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Використовуючи векторну функцiю Ляпунова

V (x, y) =

(
(x− xe)TP ∗1 (x− xe)
(y − ye)TP ∗2 (y − ye)

)
,

де ((xe)T , (ye)T )T – стан рiвноваги системи (4), що вiдповiдає значенням пара-
метрiв (p, r) з областi iснування стану рiвноваги, отримано достатнi умови гло-
бальної параметричної асимптотичної стiйкостi системи (4) вiдносно областi у
просторi параметрiв. Має мiсце теорема.

Теорема 3.1. Нехай вiдносно системи (4) виконуються умови припущен-
ня 3.1 i функцiї f1(σ1) та f2(σ2), що входять в систему (4), задовольняють
наступним обмеженням:∥∥∥∥df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

∥∥∥∥ ≤ β1 < min

{
α,

λmin(Q1)− max
p∈Ωp1

(λmax(M1(p, p
∗)))

2‖P ∗1 ‖ max
p∈Ωp1

(‖q1(p)‖‖c11(p)‖)

}
для всiх σ1 ∈ Rk1, де область Ωp1 = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b1} визначається з
умови

max
p∈Ωp1

(λmax(M1(p, p
∗))) < λmin(Q1),

∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

∥∥∥∥ ≤ β2 < min

{
α,

λmin(Q2)− max
p∈Ωp2

(λmax(M2(p, p
∗)))

2‖P ∗2 ‖ max
p∈Ωp2

(‖q2(p)‖‖c22(p)‖)

}

для всiх σ2 ∈ Rk2, де область Ωp2 = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b2} визначається з
умови

max
p∈Ωp2

(λmax(M2(p, p
∗))) < λmin(Q2),

область Ωp = {p ∈ Rl | ‖p− p∗‖ ≤ b} визначається з умови

max
p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
,

β1 ∈ R+, β2 ∈ R+ i для всiх p ∈ P ⊆ (Ωp ∩ Ωp1 ∩ Ωp2) виконується умова
δ1δ2 < γ1γ2,

де
γ1 = −λmin(Q1) + λmax(M1(p, p

∗)) + 2‖P ∗1 ‖‖q1(p)‖‖c11(p)‖β1,

γ2 = −λmin(Q2) + λmax(M2(p, p
∗)) + 2‖P ∗2 ‖‖q2(p)‖‖c22(p)‖β2,

δ1 = 2‖P ∗1 ‖
(
‖A12(p) + q1(p)c12(p)‖+ ‖q1(p)‖‖c12(p)‖β1

)
,

δ2 = 2‖P ∗2 ‖
(
‖A21(p) + q2(p)c21(p)‖+ ‖q2(p)‖‖c22(p)‖β2

)
.

Тодi система (4) глобально параметрично асимптотично стiйка вiдносно обла-
стi P × Ωr1 × Ωr2, де Ωr1 = {r1 ∈ Rk1 | ‖r1‖ ≤ c1}, Ωr2 = {r2 ∈ Rk2 | ‖r2‖ ≤ c2},
c1 i c2 – довiльнi додатнi числа, для всiх ε ∈ (0, 1].
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У пунктi 3.2.2 наведено спосiб побудови матричнозначної функцiї Ляпунова,
яка дозволяє встановити достатнi умови глобальної параметричної асимптоти-
чної стiйкостi системи вiдносно певної областi в просторi її параметрiв у випадку,
коли не виконується умова, наведена в пунктi 3.2.1.

Вiдносно системи (4) зробимо наступне припущення.

Припущення 3.2. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що матрицi
D22(p) i D(p) невиродженi в точцi p = p∗.

Нехай P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,
P3 ∈ Rn×m – деяка стала матриця, B(p, ε) – блочна матриця розмiру 4 × 4 з
елементами B11 = P1A11(p) + AT

11(p)P1 + P3A21(p) + AT
21(p)P

T
3 ,

B21 = BT
12 = εP T

3 A11(p) + P2A21(p) + AT
22(p)P

T
3 + AT

12(p)P1,
B22 = εP T

3 A12(p) + P2A22(p) + εAT
12(p)P3 + AT

22(p)P2,
B13 = BT

31 = P1q1(p) + cT11(p), B14 = BT
41 = P3q2(p) + cT21(p),

B23 = BT
32 = εP T

3 q1(p) + cT12(p), B24 = BT
42 = P2q2(p) + cT22(p),

B33 = − 2

a1
Ik1×k1, B34 = BT

43 = 0k1×k2, B44 = − 2

a2
Ik2×k2, a1 > 0, a2 > 0 – деякi

числа.
Введемо наступнi позначення:

Mi = −
∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥− ai
2

+
1

2

[(
2

∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥+ ai

)2

−

−4

(∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥2

− ai
2
λmin

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

)T))] 1
2

, i = 1, 2,

A =

(
B11 B12

B21 B22

)
, C =

(
B13 B14

B23 B24

)
,

Ia1a2 =

(
B33 0k1×k2

0k2×k1 B44

)−1

=

 −a1

2
Ik1×k1 0k1×k2

0k2×k1 −a2

2
Ik2×k2

 .

Використовуючи матричнозначну функцiю Ляпунова

V (x, y, ε) =

(
v11(x) v12(x, y, ε)

v21(x, y, ε) v22(y, ε)

)
,

де v11(x) = (x− xe)TP1(x− xe), v22(y) = ε(y − ye)TP2(y − ye),
v21(x, y, ε) = v12(x, y, ε) = ε(x − xe)TP3(y − ye), ((xe)T , (ye)T )T – стан рiвноваги
системи (4), що вiдповiдає значенням параметрiв (p, r1, r2) з областi iснування
стану рiвноваги, отримано достатнi умови глобальної параметричної асимпто-
тичної стiйкостi системи (4) вiдносно областi у просторi параметрiв. Має мiсце
теорема.

Теорема 3.2. Нехай для системи (4) виконуються умови припущення 3.2,
для функцiй f1(σ1), f2(σ2) при всiх σ1 ∈ Rk1, σ2 ∈ Rk2, вiдповiдно, виконуються
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оцiнки ∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi
− dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥ < min{α,Mi}, i = 1, 2,

де

ai >

2

∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥2

λmin

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

)T) , i = 1, 2,

P ⊆ Ωp, де область Ωp визначається з умови

max
p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K(p∗, 0))−1‖

i для всiх p ∈ P , 0 < ε ≤ ε̃ < ε∗, де ε∗ =
λmin(P1)λmin(P2)

λmax(P3P T
3 )

, матриця

B =

(
A C
CT I−1

a1a2

)
стiйка. Тодi система (4) глобально параметрично асимпто-

тично стiйка вiдносно областi P×Ωr1×Ωr2, Ωr1 = {r1 ∈ Rk1 | ‖r1‖ ≤ c1, c1 > 0},
Ωr2 = {r2 ∈ Rk2 | ‖r2‖ ≤ c2, c2 > 0}, для всiх ε ∈ (0, ε̃].

В пiдроздiлi 3.3 розглядається система типу Лур’є–Постнiкова спецiального
типу, яка дозволяє видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем, проте для
побудови векторної функцiї Ляпунова бракує даних про стiйкiсть цих пiдсистем
при деякому значеннi параметра. Використання матричнозначної функцiї Ляпу-
нова дозволяє встановити достатнi умови глобальної параметричної асимптоти-
чної стiйкостi вiдносно певної областi в просторi її параметрiв для всiх значень
параметра, що визначає вiдношення швидкостей “швидких” та “повiльних” рухiв,
з iнтервалу (0, 1].

Всi результати цього роздiлу проiлюстрованi конкретними числовими прикла-
дами.

Четвертий роздiл присвячено застосуванню прямого методу Ляпунова для
дослiдження параметричної стiйкостi неточних рiзнотемпових систем в загаль-
ному виглядi та побудовi керування для таких систем.

Загальний вигляд функцiй, якi входять до складу систем, що розглядаються
в цьому роздiлi, унеможливлює застосування методу роздiлення рухiв рiзнотем-
пових систем, який базується на результатах А.М. Тихонова та його послiдовни-
кiв, оскiльки цей метод потребує наявностi в явному виглядi розв’язку деякого
рiвняння, який в контекстi загального вигляду вiдповiдної функцiї та її нелiнiй-
ностi отримати досить складно. Альтернативним i найбiльш загальним методом
дослiдження нелiнiйних систем, до яких вiдносяться i рiзнотемповi системи, що
розглядаються в цьому роздiлi, є другий (прямий) метод Ляпунова. Вiн дозволяє
встановити динамiчнi характеристики системи, яка дослiджується, не знаходячи
її розв’язку, що для нелiнiйних систем практично завжди являє собою суттєву
складнiсть, а також, не вдаючися до її лiнеаризацiї, що у випадку, наприклад,
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дослiдження глобальної стiйкостi не приведе до бажаного результату. Однак, на
практицi, застосування цього методу ускладнюється вiдсутнiстю регулярних ме-
тодiв побудови вiдповiдної функцiї. Тому вдосконалення iснуючих та розробка
нових методик та способiв побудови функцiй Ляпунова для рiзних класiв нелi-
нiйних систем є актуальною та важливою задачею.

У пiдроздiлi 4.1 запропоновано спосiб оцiнки областi у просторi параметрiв
неточниx рiзнотемповиx систем в загальному виглядi, в тому числi великомас-
штабних, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний стан рiвноваги таких
систем. Зауважимо, що на вiдмiну вiд роздiлiв 2 та 3, де таку область було знайде-
но з умов збiжностi iтерацiйного процесу, в цьму роздiлi оцiнку шуканої областi
отримано з оцiнок областей невиродженостi матриць, вiд яких залежать розвязкi
вiдповiдних рiвнянь.

У пiдроздiлi 4.2 встановлено достатнi умови глобальної параметричної асим-
птотичної стiйкостi рiзнотемпової системи вiдносно певної областi у просторi її
параметрiв.

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову систему диференцiальних рiв-
нянь {

ẋ = f1(x, y, p),
εẏ = f2(x, y, p),

(5)

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiнi, що визначають стан системи в момент часу
t ∈ R+, f1(x, y, p) ∈ Rn, f2(x, y, p) ∈ Rm – нелiнiйнi функцiї, якi неперервно
диференцiйовнi по змiнним x та y i неперервно залежнi вiд векторного параме-
тра p ∈ Rl, ε ∈ (0, 1]. Вважаємо, що для системи (5) справедлива теорема про
iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi.

Використовуючи формулу скiнченних приростiв Лагранжа для функцiй
f1(x, y, p) i f2(x, y, p), систему (5) приведемо до вигляду{

ẋ = A11(x̃, ỹ, p)x+ A12(x̃, ỹ, p)y + C1(p),

εẏ = A21(˜̃x, ˜̃y, p)x+ A22(˜̃x, ˜̃y, p)y + C2(p),
(6)

де

A11(x̃, ỹ, p) =
∂f1(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=x̃
y=ỹ

, A12(x̃, ỹ, p) =
∂f1(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=x̃
y=ỹ

,

A21(˜̃x, ˜̃y, p) =
∂f2(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=˜̃x
y=˜̃y

, A22(˜̃x, ˜̃y, p) =
∂f2(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=˜̃x
y=˜̃y

,

C1(p) = f1(0, 0, p), C2(0, 0, p) = f2(0, 0, p), x̃ ∈ Rn, ˜̃x ∈ Rn, ỹ ∈ Rm, ˜̃y ∈ Rm – деякi
точки вiдповiдних просторiв.

Вiдносно системи (6) зробимо наступне припущення.

Припущення 4.1. Система рiвнянь (6) така, що
(1) iснує значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl таке, що при цьому значеннi

параметра iснує стан рiвноваги x = x∗, y = y∗ цiєї системи;
(2) iснують такi додатнi числа α, β, γ, δ < +∞, що виконуються оцiнки
‖A11(x, y, p)− A11(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ α, ‖A12(x, y, p)− A12(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ β,
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‖A21(x, y, p)− A21(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ γ, ‖A22(x, y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ δ

для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl;

(3) матрицi A11(x
∗, y∗, p∗) i

A = A22(x
∗, y∗, p∗)− A21(x

∗, y∗, p∗)A−1
11 (x∗, y∗, p∗)A12(x

∗, y∗, p∗)

невиродженi.

Нехай P1 ∈ Rn×n, P3 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,
P2 ∈ Rn×m – стала матриця. Введемо наступнi позначення:

A(α, γ) = λmax

(
AT

11(x
∗, y∗, p∗)P1 + P1A11(x

∗, y∗, p∗) + AT
21(x

∗, y∗, p∗)P T
2 +

+P2A21(x
∗, y∗, p∗)

)
+ 2‖P1‖α + 2‖P2‖γ,

B(β, δ, ε) = λmax

(
AT

22(x
∗, y∗, p∗)P3 + P3A22(x

∗, y∗, p∗) + εAT
12(x

∗, y∗, p∗)P2+

+εP T
2 A12(x

∗, y∗, p∗)
)

+ 2‖P3‖δ + 2ε‖P2‖β,

C(α, β, γ, δ, ε) =
∥∥∥P1A12(x

∗, y∗, p∗) + P2A22(x
∗, y∗, p∗) + AT

21(x
∗, y∗, p∗)P3+

+εA11(x
∗, y∗, p∗)P2

∥∥∥+ ‖P1‖β + ‖P2‖δ + ε‖P2‖α + ‖P3‖γ,

M(α) =
‖A−1

11 (x∗, y∗, p∗)‖2α

1− ‖A−1
11 (x∗, y∗, p∗)‖α

.

Оскiльки нiяких вiдомостей про стiйкiсть лiнiйних наближень вiдповiдних
пiдсистем початкової системи, якi б дозволили побудувати компоненти вектор-
ної функцiї Ляпунова, нема, то для дослiдження стiйкостi всiєї системи було
застосовано матричнозначну функцiю Ляпунова:

V (x, y, ε) =

(
v11(x) v12(x, y, ε)

v21(x, y, ε) v22(y, ε)

)
,

де v11(x) = (x− xe)TP1(x− xe), v22(y, ε) = ε(y − ye)TP3(y − ye),
v21(x, y, ε) = v12(x, y, ε) = ε(x− xe)TP2(y− ye), P1 ∈ Rn×n, P3 ∈ Rm×m – симетри-
чнi додатно визначенi матрицi, P2 ∈ Rn×m – стала матриця, ((xe)T , (ye)T )T – стан
рiвноваги системи (6), що вiдповiдає значенню параметра p з областi iснування
стану рiвноваги, отримано достатнi умови глобальної параметричної асимпто-
тичної стiйкостi системи (6) вiдносно областi у просторi параметрiв. Має мiсце
теорема.

Теорема 4.1. Нехай для системи (6), до якої зводиться система (5), вико-
нуються умови припущення 4.1, справедливi спiввiдношення

‖A−1
11 (x∗, y∗, p∗)‖α < 1,

‖A−1‖δ + ‖A−1‖
[
γM(α)β + γ‖A−1

11 (x∗, y∗, p∗)‖β + γM(α)‖A12(x
∗, y∗, p∗)‖+
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+γ‖A−1
11 (x∗, y∗, p∗)‖‖A12(x

∗, y∗, p∗)‖+ ‖A21(x
∗, y∗, p∗)‖‖A−1

11 (x∗, y∗, p∗)‖β+

+ ‖A21(x
∗, y∗, p∗)‖M(α)β + ‖A21(x

∗, y∗, p∗)M(α)‖A12(x
∗, y∗, p∗)‖

]
< 1

i для всiх 0 < ε ≤ ε∗ <
λmin(P1)λmin(P3)

λmax(P2P T
2 )

вiрнi оцiнки

A(α, γ) < 0, A(α, γ)B(β, δ, ε)− C2(α, β, γ, δ, ε) > 0.

Тодi система (5) глобально параметрично асимптотично стiйка вiдносно обла-
стi P для всiх ε ∈ (0, ε∗].

В якостi прикладу застосування запропонованої методики дослiджено нето-
чну рiзнотемпову систему диференцiальних рiвнянь четвертого порядку зi ска-
лярним параметром.

Пiдроздiл 4.3 присвячено розширенню результатiв пiдроздiлу 4.2 на випа-
док великомасштабностi системи, яка дослiджується. В цьому випадку, окрiм
“звичних” труднощiв, якi виникають при дослiдженнi великомасштабних систем,
додаються труднощi, пов’язанi iз наявнiстю декiлькох параметрiв при старших
похiдних вiдповiдних рiвнянь. Розглядається випадок, коли такi параметри вза-
ємно не зв’язанi, тому початкова система має декiлька iстотно незалежних ча-
сових шкал. Розбивши вектори стану системи на субвектори, великомасштабна
система розглядається у виглядi сукупностi взаємозв’язаних пiдсистем. Засто-
сувавши скалярну функцiю Ляпунова у виглядi суми функцiй, якi будуються
для незалежних пiдсистем згiдно результатiв пiдроздiлу 4.2, отримано достатнi
умови глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi початкової системи i
вказана область такої стiйкостi у просторi параметрiв системи. Знайдено оцiнки
на величини параметрiв при старших похiдних в рiвняннях системи, для яких
зберiгається знайдена динамiчна характеристика. Отриманi результати проiлю-
строванi на прикладi неточної рiзнотемпової системи диференцiальних рiвнянь
восьмого порядку зi скалярним параметром.

В пiдроздiлi 4.4 запропоновано спосiб побудови керування для параметричної
стабiлiзацiї системи (5), що розглядалася у пiдроздiлi 4.2, у випадку її параме-
тричної нестiйкостi. Розглянемо систему{

ẋ = f1(x, y, p) +B1(p)u,

εẏ = f2(x, y, p) +B2(p)u,
(7)

де матрицiB1(p) ∈ Rn×k, B2(p) ∈ Rm×k мають елементи, якi неперервно залежать
вiд векторного параметра p. Керування u ∈ Rk будемо розглядати у виглядi
u = K1x+K2y, де K1 ∈ Rk×n, K2 ∈ Rk×m деякi сталi матрицi. Вважаємо, що для
системи (7) справедлива теорема про iснування та єдинiсть розв’язку початкової
задачi.

Використовуючи формулу скiнченних приростiв Лагранжа для функцiй



23

f1(x, y, p) та f2(x, y, p), систему (7) аналогiчно системi (6) приведемо до вигляду{
ẋ = A11(x̃, ỹ, p)x+ A12(x̃, ỹ, p)y + C1(p) +B1(p)(K1x+K2y),

εẏ = A21(˜̃x, ˜̃y, p)x+ A22(˜̃x, ˜̃y, p)y + C2(p) +B2(p)(K1x+K2y).
(8)

Вiдносно системи (8) зробимо наступне припущення.

Припущення 4.2. Система рiвнянь (8) така, що
(1) iснує таке значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl, що при цьому значеннi

параметра iснує стан рiвноваги x = x∗, y = y∗ цiєї системи;
(2) iснують такi додатнi числа α, β, γ, δ < +∞, що виконуються оцiнки
‖A11(x, y, p)− A11(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ α, ‖A12(x, y, p)− A12(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ β,

‖A21(x, y, p)− A21(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ γ, ‖A22(x, y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ δ

для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl;

(3) матрицi A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1 i

A = A22(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K2 −
(
A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

)
×

×
(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)−1(
A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

)
невиродженi.

Нехай матрицi K1 та K2 вибранi таким чином, що матрицi A11(x
∗, y∗, p∗) +

+ B1(p
∗)K1 та A22(x

∗, y∗, p∗) + B2(p
∗)K2 стiйкi, Q1 ∈ Rn×n, Q2 ∈ Rm×m – симе-

тричнi додатно визначенi матрицi, P ∗1 ∈ Rn×n, P ∗2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно
визначенi матрицi, якi є розв’язками алгебраїчних рiвнянь Ляпунова

(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
TP ∗1 + P ∗1 (A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1) = −Q1,

(A22(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K2)
TP ∗2 + P ∗2 (A22(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K2) = −Q2,

вiдповiдно. Цi розв’язки, очевидно, iснують внаслiдок вибору матриць K1 та K2.
Позначимо

M(α) =

‖(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1‖2(α + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K1‖)

1− ‖(A11(x∗, y∗, p∗) +B1(p∗)K1)−1‖(α + max
p∈P
‖B1(p)−B1(p∗)‖‖K1‖)

.

Використовуючи метод порiвняння з векторною функцiєю Ляпунова,
V (x, y) = (v1(x), v2(y))T ,

де v1(x) = (x− xe)TP ∗1 (x− xe), v2(y) = (y − ye)TP ∗2 (y − ye) ((xe)T , (ye)T )T – стан
рiвноваги системи (8), що вiдповiдає значенню параметра p з областi iснування
стану рiвноваги, отримано достатнi умови глобальної параметричної асимпто-
тичної стiйкостi системи (8) вiдносно областi у просторi параметрiв. Має мiсце
теорема.

Теорема 4.2. Нехай вiдносно системи (8) виконуються умови припущен-
ня 4.2, матрицi K1 та K2 вибранi так, що матрицi A11(x

∗, y∗, p∗)+B1(p
∗)K1 та

A22(x
∗, y∗, p∗)+B2(p

∗)K2 стiйкi, функцiї f1(x, y, p) та f2(x, y, p) задовольняють
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обмеженням ∥∥∥∥∂f1(x, y, p)

∂x

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂f1(x, y, p)

∂x

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥∥ ≤ α1 <

< min

α,
λmin(Q1)− 2‖P ∗1 ‖‖K1‖max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖

2‖P ∗1 ‖


для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl,∥∥∥∥∂f2(x, y, p)

∂y

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂f2(x, y, p)

∂x

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥∥ ≤ δ1 <

< min

δ,
λmin(Q2)− 2‖P ∗2 ‖‖K2‖max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖

2‖P ∗2 ‖


для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl i виконуються спiввiдношення

‖(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1‖(α + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K1‖) < 1,

‖A−1‖
(
δ + max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+‖A−1‖
[(
γ+max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
M(α)

(
β+max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+
(
γ + max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
‖(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1‖×

×
(
β + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+
(
γ + max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
M(α)‖(A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2)‖+

+
(
γ + max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
‖(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1‖×

×‖(A12(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K2)‖+

+‖(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)‖M(α)
(
β + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+‖(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)‖‖(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1‖×

×
(
β + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+ ‖(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)×

×‖M(α)‖(A12(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K2)‖
]
< 1,

2‖P ∗1 ‖‖K1‖max
p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖ < λmin(Q1),
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2‖P ∗2 ‖‖K2‖max
p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖ < λmin(Q2),

AC > BD,

де
A = −λmin(Q1) + 2‖P ∗1 ‖

(
α1 + ‖K1‖max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖
)
,

B = 2‖P ∗1 ‖
(
‖A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2‖+ β + ‖K2‖max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖
)
,

C = −λmin(Q2) + 2‖P ∗2 ‖
(
δ1 + ‖K2‖max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖
)
,

D = 2‖P ∗2 ‖
(
‖A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1‖+ γ + ‖K1‖max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖
)
.

Тодi система (7) при керуваннi u = K1x + K2y глобально параметрично асим-
птотично стiйка вiдносно областi P для всiх ε ∈ (0, 1].

Спосiб побудови керування проiлюстровано на прикладi системи третього по-
рядку зi скалярним параметром. Лiнiйнi наближення цiєї системи нестiйкi при
деякому значеннi параметра.

П’ятий роздiл присвячено дослiдженню динамiчних характеристик нето-
чних рiзнотемпових систем типу Такагi–Сугено. Велика кiлькiсть механiчних
систем та виробничих процесiв настiльки складнi, що вiдповiдну математичну
модель дуже складно чи взагалi неможливо побудувати. Однак, бiльшiсть з та-
ких систем можливо представити у виглядi деякого “набору” математичних мо-
делей, кожна з яких описує локальну динамiку загальної системи. Такий пiдхiд,
запропонований T. Takagi та M. Sugeno, активно розвивається i застосовується
у наш час. Нечiткi (англ. fuzzy) моделi, отриманi з його допомогою, дозволя-
ють бiльш точно моделювати процес, враховуючи його локальнi складовi, а не
“усереднено” описувати всю систему однiєю моделлю, як це робилося ранiше.

Класична теорiя систем Такагi-Сугено, як вiдомо, розглядає нелiнiйнi систе-
ми, якi апроксимуються набором локальних лiнiйних систем, що пов’язанi мiж
собою правилами “якщо-то”. Причому, клас нелiнiйних систем, якi апроксиму-
ються, достатньо широкий i лiнiйнiсть локальних систем дозволяє застосувати
для їх дослiдження детально розробленi класичнi методи, зокрема метод лiнiй-
них матричних нерiвностей (англ. LMI). Однак, якщо початкова система iстотно
нелiнiйна, то кiлькiсть правил в моделi та, вiдповiдно, розмiрнiсть методу LMI
iстотно зростає, що ускладнює застосування цього методу. Саме тому, в останнi
роки активно развивається теорiя систем Такагi-Сугено, де локальнi системи вва-
жаються нелiнiйними. Це дозволяє зменшити кiлькiсть правил в моделi, а також
пiдвищити її акуратнiсть, тобто адекватнiсть початковiй системi. Таким чином,
актуальною задачею є розробка нових та вдосконалення iснуючих методик до-
слiдження динамiчних характеристик систем типу Такагi–Сугено iз нелiнiйними,
зокрема рiзнотемповими, локальними системами.

Розглянемо нечiтку модель, для опису якої використано набiр нечiтких пре-
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дикатних правил у наступному виглядi
Ri : якщо z1(t) ∈Mi1 i . . . i zs(t) ∈Mis,

то
{
ẋ = fi(x, y, p),
εẏ = gi(x, y, p),

i = 1, r,

де Mig – нечiткi множини, якi визначаються функцiями приналежностi
M ig : R → [0, 1], i = 1, r, g = 1, s, x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm, ε ∈ (0, 1], t ∈ R+,
fi(x, y, p) ∈ Rn, gi(x, y, p) ∈ Rm – векторнi функцiї, якi неперервно диференцi-
йовнi по змiнним x та y i неперервно залежнi вiд векторного параметра p ∈ Rl,
причому fi(0, 0, p) = 0 i gi(0, 0, p) = 0, i = 1, r, z1(t), . . . , zs(t) – деякi системнi
змiннi. Використовуючи формулу Лагранжа про скiнченнi прирости, пiсля при-
ведення до чiткостi центроїдним методом, отримаємо рiзнотемпову систему, яка
описує динамiку нечiткої моделi:

ẋ =
r∑
i=1

µi(z)
[
Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y

]
,

εẏ =
r∑
i=1

µi(z)
[
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai
22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y

]
,

(9)

де

Ai
11(x̃i, ỹi, p) =

∂fi(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=x̃i
y=ỹi

, Ai
12(x̃i, ỹi, p) =

∂fi(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=x̃i
y=ỹi

,

Ai
21(˜̃xi, ˜̃yi, p) =

∂gi(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=˜̃xi
y=˜̃yi

, Ai
22(˜̃xi, ˜̃yi, p) =

∂gi(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=˜̃xi
y=˜̃yi

, i = 1, r,

x̃i ∈ Rn, ỹi ∈ Rm, ˜̃xi ∈ Rn, ˜̃yi ∈ Rm – деякi точки вiдповiдних просторiв,

µi(z(t)) =
ωi(z(t))
r∑
i=1

ωi(z(t))
, ωi(z(t)) =

s∏
g=1

M ig(zg(t)),
r∑
i=1

µi(z(t)) = 1, µi(z(t)) ≥ 0,

i = 1, r, z(t) = (z1(t), . . . , zs(t))
T . Вважаємо, шо система (9) має єдиний розв’язок

початкової задачi.
У пiдроздiлi 5.1 встановлено достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульо-

вого стану рiвноваги нечiткої моделi типу Такагi–Сугено з параметричними не-
точностями у випадку стiйкостi лiнiйних наближень пiдсистем всiх локальних
систем при певному значеннi параметра.

Вiдносно системи (9) зробимо наступне припущення.

Припущення 5.1. Система рiвнянь (9) така, що:
(1) iснує значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl таке, що для всiх i = 1, r матрицi

Ai
11(0, 0, p

∗), Ai
22(0, 0, p

∗) стiйкi;
(2) iснують такi додатнi числа αi, βi, γi, δi < +∞, i = 1, r, що виконуються

оцiнки
‖Ai

11(x, y, p)− Ai
11(0, 0, p

∗)‖ ≤ αi, ‖Ai
12(x, y, p)− Ai

12(0, 0, p
∗)‖ ≤ βi,

‖Ai
21(x, y, p)− Ai

21(0, 0, p
∗)‖ ≤ γi, ‖Ai

22(x, y, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)‖ ≤ δi,

для всiх i = 1, r, x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl.



27

Розглянемо системи лiнiйних матричних нерiвностей(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P1 + P1

(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)
< 0, i = 1, r, (10)(

Ai
22(0, 0, p

∗)
)T
P2 + P2

(
Ai

22(0, 0, p
∗)
)
< 0, i = 1, r, (11)

де P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi. Також позна-
чимо

Ai(αi) = λmax

[(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P1 + P1A

i
11(0, 0, p

∗)
]

+ 2αi‖P1‖,

Bi(βi, γi) =
∥∥∥P1A

i
12(0, 0, p

∗) +
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P2

∥∥∥+ ‖P1‖βi + ‖P2‖γi,

Ci(δi) = λmax

[(
Ai

22(0, 0, p
∗)
)T
P2 + P2A

i
22(0, 0, p

∗)
]

+ 2δi‖P2‖.

Використовуючи скалярну функцiю Ляпунова
V (x, y, ε) = xTP1x+ εyTP2y,

отримано достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги си-
стеми (9) вiдносно певної областi у просторi параметрiв. Має мiсце теорема.

Теорема 5.1. Нехай для системи (9) виконуються умови припущення 5.1,
системи лiнiйних матричних нерiвностей (10), (11) сумiснi, вiдповiдно, на
множинi симетричних додатно визначених матриць P1 i P2, для величин αi,
βi, γi, δi, виконуються спiввiдношення

Ai(αi) < 0, Ai(αi)Ci(δi)−B2
i (βi, γi) > 0, i = 1, r.

Тодi стан рiвноваги x = 0, y = 0 системи (9) асимптотично стiйкий вiдносно
областi P для всiх ε ∈ (0, 1].

Як приклад, розглянуто нечiтку модель електричного ланцюга, який мiстить
тунельний дiод.

У пiдроздiлi 5.2 розглядається випадок, коли при певному значеннi параме-
тра серед лiнiйних наближень пiдсистем локальних систем iснують нестiйкi. При
зробленому припущеннi, спосiб побудови скалярної функцiї Ляпунова, запропо-
нований у пiдроздiлi 5.1, застосувати не вдається. Але використання матрично-
значної функцiї Ляпунова дає можливiсть встановити достатнi умови асимптоти-
чної стiйкостi стану рiвноваги нечiткої моделi типу Такагi–Сугено з параметри-
чними неточностями у вказаному випадку. Також вказано спосiб оцiнки областi
у просторi параметрiв системи, для значень параметрiв з якої вказаний тип стiй-
костi зберiгається. Як приклад, також розглянуто нечiтку модель електричного
ланцюга, який мiстить тунельний дiод.

Пiдроздiл 5.3 присвячено побудовi керування, яке забезпечує стiйкiсть стану
рiвноваги нечiткої моделi типу Такагi–Сугено з параметричними неточностями.
Розглянуто випадок, коли результати пiдроздiлiв 5.1, 5.2 для побудови функцiї
Ляпунова застосувати не вдається, але при запропонованому керуваннi досяга-
ється бажана динамiчна характеристика системи вiдносно певної областi у про-
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сторi її параметрiв.
Вiдносно систем (9) зробимо наступне припущення.

Припущення 5.2. Система рiвнянь (9) така, що:
(1) iснує значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl таке, що серед матриць

Ai
22(0, 0, p

∗), i = 1, r, хоча б одна нестiйка;
(2) iснують такi додатнi числа αi, βi, γi, δi < +∞, i = 1, r, що виконуються

оцiнки
‖Ai

11(x, y, p)− Ai
11(0, 0, p

∗)‖ ≤ αi, ‖Ai
12(x, y, p)− Ai

12(0, 0, p
∗)‖ ≤ βi,

‖Ai
21(x, y, p)− Ai

21(0, 0, p
∗)‖ ≤ γi, ‖Ai

22(x, y, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)‖ ≤ δi,

для всiх i = 1, r, x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl.

Введемо керування u ∈ Rk таким чином, що набiр нечiтких предикатних
правил для опису початкової нечiткої моделi має наступний вигляд:

Ri : якщо z1(t) ∈Mi1 i . . . i zs(t) ∈Mis,

то

{
ẋ = Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y +Bi

1(p)u,

εẏ = Ai
21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai

22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y +Bi
2(p)u,

i = 1, r,

де Bi
1(p) ∈ Rn×k, Bi

2(p) ∈ Rm×k, i = 1, r, мають елементи, якi неперервно зале-
жать вiд векторного параметра p.

Пiсля приведення нечiткої моделi до чiткостi центроїдним методом, отрима-
ємо систему диференцiальних рiвнянь, яка описує повну динамiку початкової
нечiткої моделi при керуваннi u:

ẋ =
r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

11(x̃, ỹ, p)x+ Ai
12(x̃, ỹ, p)y +Bi

1(p)u
]
,

εẏ =
r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p)x+ Ai
22(˜̃x, ˜̃y, p)y +Bi

2(p)u
]
,

(12)

де z(t) = (z1(t), . . . , zs(t))
T , µi(z(t)) =

ωi(z(t))
r∑
i=1

ωi(z(t))
, ωi(z(t)) =

s∏
g=1

M ig(zg(t)),

r∑
i=1

µi(z(t)) = 1 i µi(z(t)) ≥ 0, i = 1, r.

Нехай для опису керування використано набiр нечiтких предикатних правил
Ri : якщо z1(t) ∈Mi1 i . . . i zs(t) ∈Mis

то u = K i
1x+K i

2y, i = 1, r,
(13)

де K i
1 ∈ Rk×n, K i

2 ∈ Rk×m – деякi сталi матрицi. Тодi система (12) iз урахуванням
(13) буде мати вигляд

ẋ =
r∑

i,j=1
µi(z(t))µj(z(t))

[
(Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1)x+ (Ai

12(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
2)y
]
,

εẏ =
r∑

i,j=1
µi(z(t))µj(z(t))

[
(Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
1)x+ (Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
2)y
]
.

(14)
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Вважаємо, що для системи диференцiальних рiвнянь (14) справедлива теорема
про iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi. Розглянемо системи лi-
нiйних матричних нерiвностей(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)K i

1

)T
P1 +P1

(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)K i

1

)
< 0, i = 1, r, (15)(

Ai
22(0, 0, p

∗) +Bi
2(p
∗)K i

2

)T
P2 +P2

(
Ai

22(0, 0, p
∗) +Bi

2(p
∗)K i

2

)
< 0, i = 1, r, (16)

де P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi i введемо
позначення:
L(α1, . . . , αr, p) =

(
Lij
)r
i,j=1

, M(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p) =
(
Mij

)r
i,j=1

,

N(δ1, . . . , δr, p) =
(
Nij

)r
i,j=1

– симетричнi матрицi розмiрностi r × r,

Lij =
1

2
λmax

[(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)Kj

1

)T
P1 + P1

(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)Kj

1

)
+

+
(
Aj

11(0, 0, p
∗) +Bj

1(p∗)K i
1

)T
P1 + P1

(
Aj

11(0, 0, p
∗) +Bj

1(p∗)K i
1

)]
+

+‖P1‖αi + ‖P1‖‖Kj
1‖‖Bi

1(p)−Bi
1(p
∗)‖+ ‖P1‖αj + ‖P1‖‖K i

1‖‖B
j
1(p)−Bj

1(p∗)‖,

Nij =
1

2
λmax

[(
Ai

22(0, 0, p
∗) +Bi

2(p
∗)Kj

2

)T
P2 + P2

(
Ai

22(0, 0, p
∗) +Bi

2(p
∗)Kj

2

)
+

+
(
Aj

22(0, 0, p
∗) +Bj

2(p∗)K i
2

)T
P2 + P2

(
Aj

22(0, 0, p
∗) +Bj

2(p∗)K i
2

)]
+

+‖P2‖δi + ‖P2‖‖Kj
2‖‖Bi

2(p)−Bi
2(p
∗)‖+ ‖P2‖δj + ‖P2‖‖K i

2‖‖B
j
2(p)−Bj

2(p∗)‖,

Mij =
1

2

[∥∥∥P1A
i
12(0, 0, p

∗)+P1B
i
1(p
∗)Kj

2 +
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P2+

(
Kj

1

)T(
Bi

2(p
∗)
)T
P2+

+P1A
j
12(0, 0, p

∗) + P1B
j
1(p∗)K i

2 +
(
Aj

21(0, 0, p
∗)
)T
P2 +

(
K i

1

)T(
Bj

2(p∗)
)T
P2

∥∥∥+

+‖P1‖βi + ‖P1‖‖Kj
2‖‖Bi

1(p)−Bi
1(p
∗)‖+ ‖P1‖βj + ‖P1‖‖K i

2‖‖B
j
1(p)−Bj

1(p∗)‖+

+‖P2‖γi + ‖P2‖‖Kj
1‖‖Bi

2(p)−Bi
2(p
∗)‖+ ‖P2‖γj + ‖P2‖‖K i

1‖‖B
j
2(p)−Bj

2(p∗)

]
.

Використовуючи скалярну функцiю Ляпунова
V (x, y, ε) = xTP1x+ εyTP2y,

отримано достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги си-
стеми (14) вiдносно певної областi у просторi параметрiв. Має мiсце теорема.

Теорема 5.2. Нехай для системи (14) виконуються умови припущення 5.2,
iснують такi матрицi K i

1, K i
2, i = 1, r, що системи лiнiйних матричних нерiв-

ностей (15), (16) сумiснi, вiдповiдно, на множинi симетричних додатно визна-
чених матриць P1 i P2, для всiх значень параметра p ∈ P ⊆ Rl i для величин
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αi, βi, γi, δi, i = 1, r, виконуються спiввiдношення

λmax

(
L(α1, . . . , αr, p)

)
< 0,

λmax

(
L(α1, . . . , αr, p)

)
· λmax

(
N(δ1, . . . , δr, p)

)
−

−max
{
λ2

min

(
M(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)

)
, λ2

max

(
M(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)

)}
> 0.

Тодi стан рiвноваги x = 0, y = 0 системи (14) асимптотично стiйкий вiдносно
областi P для всiх ε ∈ (0, 1].

Запропонований пiдхiд до побудови керування проiлюстровано на прикладi
нечiткої моделi третього порядку зi скалярним параметром.

Зауважимо, що важливим результатом є те, що встановленi у всiх пiдроздiлах
достатнi умови стiйкостi стану рiвноваги нечiткої моделi типу Такагi–Сугено з
параметричними неточностями не залежать вiд вибору функцiй приналежностi
нечiтких множин. Також вiдмiтимо, що запропонованi пiдходи не потребують
роздiлення рухiв на “швидкi” та “повiльнi”. Це, виходячи iз загальностi вигляду
нелiнiйних функцiй в локальних системах, становило б значнi труднощi.

Шостий роздiл присвячено застосуванню отриманих теоретичних результа-
тiв для дослiдження механiчних систем, математичнi моделi яких можуть бути
зведенi до вигляду рiзнотемпових систем диференцiальних рiвнянь.

У пiдроздiлi 6.1 розглядається задача побудови керування неточними “мало-
приводними” механiчними системами. Застосовуючи перетворення змiнних, ма-
тематична модель вказаної механiчної системи зводиться до каскадного вигляду.
Застосовуючи метод побудови керування англ. Dynamic Surface Control, визна-
чається в явному виглядi керування актуатором. Система диференцiальних рiв-
нянь, до якої зводиться початкова математична модель i з певного виду стiйкостi
стану рiвноваги якої слiдує аналогiчний тип стiйкостi стацiонарного режиму цi-
єї моделi при запропонованому керуваннi, має вигляд рiзнотемпової. Доведення
факту стiйкостi проводиться методом функцiй Ляпунова. Це дозволяє, зокрема,
отримати оцiнки областi робастностi побудованого керування, а також встано-
вити обмеження на величину параметра, що визначає вiдношення швидкостей
швидких та повiльних рухiв i входить, явним чином, до закону керування.

У пунктi 6.1.1 розглядається глобальна стабiлiзацiя верхнього положення рiв-
новаги маятника обертанням маховика, який зображено на Рис. 1. Маховик обер-
тається завдяки електродвигуну. Керування маятником здiйснюється за допомо-
гою обертання маховика. Задача керування полягає у стабiлiзацiї маятника у
його верхньому положеннi рiвноваги у той час, як маховик припинить своє обер-
тання. Припустимо, що деякi параметри моделi можуть бути вiдомi неточно. Тодi
система рiвнянь, шо описує поведiнку системи “маятник-маховик”, має вигляд:(

J1(p) J2(p)
J2(p) J2(p)

)(
q̈1

q̈2

)
+

(
−ω(p) sin(q1)

0

)
=

(
0
∆

)
,
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Рис. 1 – Маятник з
маховиком

де J1(p) = Jm + (MM +MR)L2 + JM + JR,
J2(p) = JM + JR, ω(p) = (ml + (MM +MR)L)g,
g – прискорення вiльного падiння, MM – маса махо-
вика,m – маса маятника,MR – маса електродвигуна,
Jm, JM i JR – моменти iнерцiї маятника, маховика i
ротора двигуна, вiдповiдно, вiдносно їх осей обертан-
ня, L – довжина маятника, l – вiдстань вiд шарнiруO
до центру мас маятника, ∆ – момент електромагнi-
тних сил, якi прикладенi до ротора електродвигуна
зi сторони статора, p ∈ P ⊆ Rn, n ∈ N.

Перейшовши до безрозмiрних величин, здiйснив-
ши певну замiну змiнних та використавши метод
Dynamic Surface Control, отримаємо закон керування

∆ = ω(p)

(
1− J2(p)

J1(p)

)[(
−K2 +

1

ε

)
x3(0) exp

(
−K2

√
ω(p)

J2(p)
t

)
+
J1(p)

J2(p)ε

√
J2(p)

ω(p)
q̇1+

+
J1(p)K1

J2(p)ε

(
q1 + arctan

(
J1(p)

J2(p)

√
J2(p)

ω(p)
q̇1 +

√
J2(p)

ω(p)
q̇2

))]
+ ω(p)

J2(p)

J1(p)
sin(q1)

i математичну модель, що описує поведiнку маятника з маховиком у виглядi рi-
знотемпової системи наступного вигляду, з глобальної асимптотичної стiйкостi
нульового стану рiвноваги якої слiдує аналогiчний тип стiйкостi верхнього поло-
ження рiвноваги маятника з маховиком при запропонованому керуваннi:

ẋ1 = ω(p) sin(x2 + x4 − arctan(x1)),

ẋ2 = −K1x2 −
J2(p)

J1(p)
x3 −

J2(p)

J1(p)
y,

ẋ3 = −K2x3,

ẋ4 = −x4

τ2
+

sin(x2 + x4 − arctan(x1))

1 + (x1)2
,

εẏ = −y + εF2(x1, x2, x3, x4, y),

F2(x1, x2, x3, x4, y) = − sin
(
x2 + x4 − arctan(x1)

)
+

+
J1(p)

J2(p)
K2

1x2 +K1x3 +K1y +
J1(p)

J2(p)

x4

τ 2
2

− J1(p)

J2(p)

1

τ2

sin(x2 + x4 − arctan(x1))

1 + (x1)2
.

Застосовуючи метод функцiй Ляпунова, побудовано скалярну функцiю

V (x, y) =
√

1 + x2
1 − 1 +

1

2
(x2

2 + x2
3 + x2

4 + y2),

яка дає можливiсть вибрати параметри керування i часовi константи фiльтрiв
таким чином, щоб запропоноване керування забезпечувало глобальну асимпто-
тичну стiйкiсть верхнього стану рiвноваги маятника. Також отримано оцiнку
областi параметрiв моделi, для всiх значень параметрiв з якої вказаний тип стiй-
костi зберiгається. Отриманi результати проiлюстрованi на прикладi реальної



32

механiчної моделi.
У пунктi 6.1.2 розглядається глобальна стабiлiзацiя стану рiвноваги механi-

чної моделi, зображеної на Рис. 2, яка отримала назву TORA (англ. Translati-
onal Oscillator with Rotational Actuator). Основою моделi є прикрiплений до
стiни, за допомогою пружини, возик. На возику розташований симетричний

Рис. 2 – TORA

вiдносно центру маховик з точковою масою. Керу-
вання TORA вiдбувається за допомогою обертання
ексцентрикового маховика, яке задається електро-
двигуном. Задача керування полягає в стабiлiзацiї
TORA в його положеннi рiвноваги q1 = 0, q2 = 0.
Зауважимо, що ця механiчна модель була запропо-
нована для дослiдження режимiв стабiлiзацiї супу-
тника iз подвiйним обертанням. Також, вона вико-
ристовується як модель механiзму, призначеного для
активного гасiння вiбрацiї.

Вважаємо, що деякi параметри моделi заданi неточно. Тодi система рiвнянь,
що описує поведiнку TORA, має вигляд:

(
M(p) +m(p)

)
q̈1 +m(p)r(p)

(
q̈2 cos(q2)− q̇2

2 sin(q2)
)

+K(p)q1 = 0,(
I(p) +m(p)r2(p)

)
q̈2 +m(p)r(p) cos(q2)q̈1 +m(p)gr(p) sin(q2) = ∆,

m – точкова маса,M – маса возика, мотора i маховика, r – вiдстань мiж центром
маховика i точковою масою, J – момент iнерцiї маховика,K – жорсткiсть пружи-
ни, ∆ – момент електромагнiтних сил, що прикладенi до ротора електродвигуна
зi сторони статора, g – прискорення вiльного падiння, p ∈ P ⊆ Rn, n ∈ N.

Перейшовши до безрозмiрних величин, здiйснивши певну замiну змiнних та
використавши метод Dynamic Surface Control, отримаємо закон керування

∆ =
K(p)(J(p) +m(p)r2(p))

M(p) +m(p)
×
[

(1− γ2(p) cos2(q2))×

×
((
−c2 +

1

τ2

)
x4(0) exp

(
−c2

√
K(p)

M(p) +m(p)
t

)
− c1

τ2
q2−

−

√
M(p) +m(p)

K(p)

q̇2

τ2
− c1

τ2
arctan (Λ(p, q1, q2, q̇1, q̇2))

)
+

+γ(p)
M(p) +m(p)

K(p)
sin(q2) cos(q2)q̇

2
2 − γ(p)

√
M(p) +m(p)

J(p) +m(p)r2(p)
cos(q2)q1+

+
m(p)gr(p)(M(p) +m(p)) sin(q2)

K(p)(J(p) +m(p)r2(p))

]
,
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γ(p) =
m(p)r(p)√(

J(p) +m(p)r2(p)
)(
M(p) +m(p)

) ,
Λ(p, q1, q2, q̇1, q̇2) =

φ(p, q2, q̇1, q̇2)√
1 + (ϕ(p, q1, q2))

2 + (χ(p, q2, q̇1, q̇2))
2
,

φ(p, q2, q̇1, q̇2) =
M(p) +m(p)√

K(p)(J(p) +m(p)r2(p))
q̇1 + γ(p)

√
M(p) +m(p)

K(p)
cos(q2)q̇2,

ϕ(p, q1, q2) =

√
M(p) +m(p)

J(p) +m(p)r2(p)
q1 + γ(p) sin(q2),

χ(p, q2, q̇1, q̇2) =
M(p) +m(p)√

K(p)(J(p) +m(p)r2(p))
q̇1 + γ(p)

√
M(p) +m(p)

K(p)
cos(q2)q̇2

i математичну модель, що описує поведiнку TORA, у виглядi рiзнотемпової си-
стеми наступного вигляду, з глобальної асимптотичної стiйкостi нульового стану
рiвноваги якої слiдує аналогiчний тип стiйкостi стану рiвноваги TORA при за-
пропонованому керуваннi:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + γ(p) sin

(
x3 + y1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
,

ẋ3 = −c1x3 + x4 + y2,
ẋ4 = −c2x4,

ẏ1 = −y1

τ1
+ F1(x1, x2, x3, y1, p),

εẏ2 = −y2 + εF2(x, y, p),

G(x1, x2, p) = 1 + x2
1 + x2

2,

F1(x1, x2, x3, y1, p) =
G(x1, x2, p)

G(x1, x2, p) + x2
2

×

×
[−x1 + γ(p) sin

(
x3 + y1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
√
G(x1, x2, p)

−

−
γ(p)x2

2 sin

(
x3 + y1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
(√

G(x1, x2, p)
)3

]
,

F2(x, y, p) = c1x4 + c1y2 − c2
1x3 −

y1

τ 2
1

+
1

τ1
F1(x1, x2, x3, y1, p).
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Застосовуючи метод функцiй Ляпунова, побудовано скалярну функцiю

V (x, y, p) = 2
√

1 + V1(x1, x2, p)− 2 +
1

2
(x2

3 + x2
4 + y2

1 + y2
2),

де V1(x1, x2, p) =
Ψ(p)

2
(x2

1 + x2
2) +

x1x2√
1 + x2

1 + x2
2

, Ψ(p) =
2
√

2

γ(p)
+
γ(p)√

2
, яка дає мо-

жливiсть вибрати параметри керування i часовi константи фiльтрiв таким чином,
щоб запропоноване керування забезпечувало глобальну асимптотичну стiйкiсть
стану рiвноваги TORA. Також отримано оцiнку областi параметрiв моделi для
всiх значень параметрiв з якої вказаний тип стiйкостi зберiгається. Отриманi
результати проiлюстрованi на прикладi реальної механiчної моделi.

Рис. 3 – Манiпулятор iз
пружним зчленуванням

У пунктi 6.1.3 розглядається стабiлiзацiя ста-
ну рiвноваги одноланкового манiпулятора iз пру-
жним зчленуванням, який зображено на Рис. 3.
Обертання манiпулятора задається електродви-
гуном i передається до манiпулятора через
трансмiсiю, пружнiсть якої моделюється тор-
сiонною пружиною. Керування манiпулятором
вiдбувається шляхом обертання електродвигуна.
Задача керування полягає в стабiлiзацiї моделi в
станi рiвноваги q1 = 0, q2 = 0, q̇1 = 0, q̇2 = 0.
Припустимо, що деякi параметри моделi можуть
бути вiдомi неточно. Тодi система рiвнянь, шо
описує поведiнку манiпулятора, має вигляд:{

J1(p)q̈1 + b1(p)q̇1 +m(p)gl(p) sin(q1) +K1(p)(q1 − q2) +K2(p)(q1 − q2)
3 = 0,

J2(p)q̈2 + b2(p)q̇2 −K1(p)(q1 − q2)−K2(p)(q1 − q2)
3 = ∆,

де m – маса ланки манiпулятора, l – вiдстань вiд точки O до центру мас ланки
манiпулятора, g – прискорення вiльного падiння, b1 та b2 – коефiцiєнти дем-
пфування при обертаннi ланки манiпулятора та валу електродвигуна вiдповiдно,
J1 – момент iнерцiї ланки манiпулятора вiдносно вiсi OX, J2 – момент iнерцiї
валу електродвигуна, ∆ – момент електромагнiтних сил, прикладених до ротора
електродвигуна зi сторони статора. Зауважимо, що на вiдмiну вiд вiдомих ре-
зультатiв, де жорсткiсть пружини вважається лiнiйно залежною вiд змiщення, в
даному випадку жорсткiсть K пружини вважаємо нелiнiйно залежною вiд змi-
щення: K(p) = K1(p)(q1 − q2) + K2(p)(q1 − q2)

3, де K1(p) i K2(p) – коефiцiєнти
жорсткостi, p ⊆ P ⊂ Rn, n ∈ N.

Перейшовши до безрозмiрних величин, здiйснивши певну замiну змiнних та
використавши метод Dynamic Surface Control, отримаємо закон керування

∆ = K1(p)

[
−

√
J2(p)

K1(p)

q̇2

ε
− q2

τ1ε
−

√
J2(p)

K1(p)
q̇1 +

b2(p)

J2(p)
q̇2−(q1−q2)−

K2(p)

K1(p)
(q1−q2)

3

]
i математичну модель, що описує поведiнку манiпулятора у виглядi рiзнотемпо-
вої системи наступного вигляду, з глобальної асимптотичної стiйкостi нульового
стану рiвноваги якої слiдує аналогiчний тип стiйкостi стану рiвноваги манiпуля-
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тора при запропонованому керуваннi:

η̇1 = η2,

η̇2 = − b1(p)√
K1(p)J2(p)

J2(p)

J1(p)
η2 −

J2(p)

J1(p)
(η1 − η3)−

−K2(p)

K1(p)

J2(p)

J1(p)
(η1 − η3)

3 − m(p)gl(p)

K1(p)

J2(p)

J1(p)
sin(η1),

η̇3 = η4,

εη̇4 = −η4 −
η3

τ1
− εη2.

Застосовуючи метод функцiй Ляпунова, побудовано скалярну функцiю

V (η1, η2, η3, η4, p) =
1

4

K2(p)

K1(p)

J2(p)

J1(p)
(η1 − η3)

4+

+
1

2
(η1 − η3, η2, η3, η4)M(p, τ1, ε)(η1 − η3, η2, η3, η4)

T ,

де

M(p, τ1, ε) =



J2(p)

J1(p)

(
1 +

b1(p)√
K1(p)J2(p)

)
1 0 0

1 1 0 −1

0 0
1

τ1ε2
− 1

τ1ε
+ 1 ε

0 −1 ε
1

ε


,

яка дає можливiсть вибрати часовi константи фiльтрiв таким чином, щоб за-
пропоноване керування забезпечувало глобальну асимптотичну стiйкiсть стану
рiвноваги манiпулятора. Також отримано оцiнку областi параметрiв моделi, для
всiх значень параметрiв з якої вказаний тип стiйкостi зберiгається. Отриманi
результати проiлюстрованi на прикладi реальної механiчної моделi.

У пiдроздiлi 6.2 розглядається керування кутовою швидкiстю обертання дви-
гуна постiйного струму послiдовного збурення. Запропоновано закон змiни на-
пруги, що пiдводиться до двигуна, який забезпечує асимптотичне прямування
кутової швидкостi його обертання до бажаної незалежно вiд початкових значень
змiнних. Показана робастнiсть такого керування та запропоновано спосiб оцiнки
областi робастностi у просторi параметрiв моделi.
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ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ РОБОТИ I ВИСНОВКИ

Отриманi результати є iнструментом аналiзу практичних проблем, що вини-
кають у рiзних галузях науки та технiки. Вони дозволяють робити висновок
про якiсну поведiнку рiзних типiв неточних рiзнотемпових моделей механiчних
систем на нескiнченному часовому iнтервалi у випадку, якщо внаслiдок, напри-
клад, значної нелiнiйностi моделi, що розглядається, застосування, зокрема, ме-
тоду роздiлення змiнних ускладнене. Крiм того, достатнi умови параметричної
стiйкостi дають можливiсть максимально врахувати вплив неточних параметрiв
на динамiчнi характеристики моделей механiчних систем, тобто точнiше моде-
лювати реальнi задачi i, вiдповiдно, точнiше прогнозувати поведiнку реальних
механiчних систем.

Основнi результати проведених дослiджень, що представленi в дисертацiї, на-
веденi нижче.

1. Запропоновано новий пiдхiд до визначення областi, для значень параметрiв з
якої iснує стан рiвноваги неточних рiзнотемпових систем рiзних класiв, як-то
систем типу Лур’є–Постнiкова у випадку, коли вони допускають видiлення
“швидкої” та “виродженої” пiдсистем та у випадку неможливостi такого роз-
дiлення, нелiнiйних систем у загальному виглядi, в тому числi великомас-
штабних. Причому, вiдповiднi оцiнки областей i оцiнки на нелiнiйностi, що
входять до системи, потребують iнформацiї про поведiнку моделi лише при
деякому фiксованому значеннi параметра, що є суттєвою перевагою порiвня-
но з вiдомими результатами.

2. Запропоновано узагальнення прямого методу Ляпунова для дослiдження па-
раметричної стiйкостi неточних нелiнiйних рiзнотемпових систем диферен-
цiальних рiвнянь, що полягає у його розширеннi на новий клас систем, якi
дослiджуються, у нових способах побудови вiдповiдних допомiжних функцiй,
якi враховують рухомiсть стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь
та наявнiсть в нiй параметра, що визначає вiдношення швидкостей “швидких”
та “повiльних” рухiв, а також у нових умовах стiйкостi, отриманих за їх до-
помогою.

3. Для систем типу Лур’є–Постнiкова, у випадку, коли вони допускають
видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем, отримано достатнi умови
глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi та параметричної нестiй-
костi, якi для систем такого класу дають можливiсть робити висновок про
динамiку системи при всiх можливих типах динамiки вказаних пiдсистем без
потреби вiдшукання рухомого стану рiвноваги. У випадку, коли системи типу
Лур’є–Постнiкова не допускають видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдси-
стем або у випадку браку вiдомостей про динамiчнi характеристики вказаних
пiдсистем, застосовуючи багатокомпонентнi функцiї Ляпунова також отри-
мано достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi без
потреби вiдшукання рухомого стану рiвноваги.
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4. Отримано достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної стiйко-
стi для неточних нелiнiйних рiзнотемпових систем в загальному виглядi, якi
не потребують вiдшукання рухомого стану рiвноваги, як у припущеннi про
їх великомасштабнiсть, так i без такого припущення, а також запропонова-
но спосiб побудови керування, що забезпечує глобальну асимптотичну пара-
метричну стiйкiсть неточної нелiнiйної рiзнотемпової системи в загальному
виглядi вiдносно певної областi у просторi параметрiв системи у випадку її
параметричної нестiйкостi.

5. Незалежно вiд вибору функцiй приналежностi нечiтких множин встановлено
достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги нечiткої
моделi типу Такагi–Сугено iз рiзнотемповими локальними пiдсистемами у
випадку як стiйкостi, так i нестiйкостi лiнiйних наближень локальних пiдси-
стем, а також область такої стiйкостi у просторi параметрiв моделi. У випад-
ку, коли застосувати отриманi результати для побудови функцiї Ляпунова
не вдається, запропоновано керування, яке забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть нульового стану рiвноваги нечiткої моделi типу Такагi–Сугено вiдносно
певної областi у просторi параметрiв моделi незалежно вiд вибору функцiй
приналежностi нечiтких множин.

6. Розвинуто спосiб побудови керування для неточних малоприводних механi-
чних систем, застосовуючи який отримано явнi вигляди керування, що для
всiх значень параметрiв моделей з деяких областей забезпечують глобальну
асимптотичну стiйкiсть верхнього положення рiвноваги маятника з махови-
ком, глобальну асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги TORA, глобальну
асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги манiпулятора iз пружним зчлену-
ванням. Також запропоновано керування, тобто закон змiни напруги, що
подається на вхiд двигуна постiйного струму послiдовного збудження, яке
забезпечує обертання валу двигуна iз необхiдною кутовою швидкiстю для
всiх значень параметрiв моделi з деякої областi та незалежно вiд початкових
значень змiнних.
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ви розвитку технiчних та бiоенергетичних систем природокористування: кон-
струювання та дизайн”, Київ (2018);

31. Хорошун, А.С.: Стабiлiзацiя поступальних рухiв обертанням ексцентрiкового
маховика. В: Матерiали Мiжнародної наукової конференцiї “Сучаснi пробле-
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АНОТАЦIЯ

Хорошун А.С. Метод функцiй Ляпунова в задачах стiйкостi, керування та
стабiлiзацiї неточних рiзнотемпових механiчних систем. – Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.02.01 “Теоретична механiка”. – Iнститут механiки
iм. С.П. Тимошенка НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена застосуванню методу функцiй Ляпунова для
дослiдження динамiчних характеристик неточних рiзнотемпових систем дифе-
ренцiальних рiвнянь, якi є математичними моделями механiчних систем.

Запропоновано пiдхiд, який дозволяє оцiнити область у просторi параметрiв,
для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний стан рiвноваги системи, що до-
слiджується. Причому, оцiнка вказаної областi i оцiнки на нелiнiйностi, що вхо-
дять до системи, потребують iнформацiї про поведiнку моделi лише при деякому
вiдомому значеннi параметра, що є суттєвою перевагою у порiвняннi iз вiдоми-
ми результатами. Розвинуто метод функцiй Ляпунова для врахування рухомостi
стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь та наявностi в нiй параметра,
що визначає вiдношення швидкостей “швидких” та “повiльних” рухiв. Достатнi
умови параметричної стiйкостi дають можливiсть врахувати вплив неточних па-
раметрiв на динамiчнi характеристики моделей механiчних систем.

Розвинуто спосiб побудови керування, що забезпечує бажану динамiку трає-
кторiй моделей малоприводних механiчних систем. Застосовуючи запропоновану
методику побудови керування, визначається в явному виглядi керування актуа-
тором. Система диференцiальних рiвнянь, до якої зводиться початкова матема-
тична модель i з певного виду стiйкостi стану рiвноваги якої слiдує аналогiчний
тип стiйкостi стацiонарного режиму цiєї моделi при запропонованому керуван-
нi, має вигляд рiзнотемпової. Доведення факту стiйкостi проводиться методом
функцiй Ляпунова. Це дозволяє, зокрема, отримати оцiнки областi робастностi
побудованого керування, а також встановити обмеження на величину параметра,
що визначає вiдношення швидкостей “швидких” та “повiльних” рухiв i входить
явним чином до закону керування. Результати, отриманi при дослiдженнi “ма-
лоприводних” механiчних систем, мають практичне застосування при побудовi
реальних робототехнiчних систем, до яких вони входять як, складовi частини,
або, у випадку TORA, для моделювання поведiнки супутника з подвiйним обер-
танням чи механiзму активного гасiння вiбрацiй.

Ключовi слова: параметрична стiйкiсть, рухомий стан рiвноваги, рiзнотем-
пова система, неточна система, “швидкi” та “повiльнi” змiннi, метод функцiй Ля-
пунова, система типу Лур’є–Постнiкова, система типу Такагi–Сугено, малопри-
водна механiчна система.



42

АННОТАЦИЯ

Хорошун А.С. Метод функций Ляпунова в задачах устойчивости, управления
и стабилизации неточных разнотемповых механических систем. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических
наук по специальности 01.02.01 “Теоретическая механика”. – Институт механики
им. С.П. Тимошенко НАН Украины, Киев, 2018.

Диссертация посвящена использованию метода функций Ляпунова для иссле-
дования динамических характеристик неточных разнотемпових систем диффе-
ренциальных уравнений, являющихся математическими моделями механических
систем.

Предложен подход, позволяющий оценить область в пространстве параме-
тров, для всех значений параметров из которой существует единственное состо-
яние равновесия исследуемой системы. Причем, для оценки указанной области и
оценок на нелинейности, входящие в систему, требуется информация про поведе-
ние модели только при некотором известном значении параметра, что является
существенным преимуществом по сравнению с известными результатами. Развит
метод функций Ляпунова с учетом подвижности состояния равновесия систе-
мы дифференциальных уравнений и наличия в ней параметра, определяющего
отношение скоростей “быстрых” и “медленных” движений. Достаточные условия
параметрической устойчивости дают возможность учесть влияние неточных па-
раметров на динамические характеристики моделей механических систем.

Развит способ построения управления, которое обеспечивает желаемую дина-
мику траекторий моделей малоприводных механических систем. Используя пре-
дложенную методику построения управления, определяется в явном виде закон
управления актуатором. Система дифференциальных уравнений, к которой сво-
дится начальная математическая модель и из определенного вида устойчивости
состояния равновесия которой следует аналогичный тип устойчивости стацио-
нарного режима этой модели при предложенном законе управления, имеет вид
разнотемповой. Доказательство факта устойчивости проводится методом фун-
кций Ляпунова. Это позволяет получить оценки области робастности построен-
ного управления, а также установить ограничение на величину параметра, опре-
деляющего отношение скоростей “быстрых” и “медленных” движений и явным
образом входящего в закон управления. Результаты, полученные при исследова-
нии малоприводных механических систем, используются при построении реаль-
ных робототехнических систем, в которые они входят как составляющие части,
или, в случае TORA, для моделирования поведения спутника з двойным враще-
нием или механизма активного гашения вибраций.

Ключевые слова: параметрическая устойчивость, подвижное состояние
равновесия, разнотемповая система, неточная система, “быстрые” и “медленные”
переменные, метод функций Ляпунова, система типа Лурье–Постникова, система
типа Такаги–Сугено, малоприводная механическая система.
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SUMMARY

Khoroshun A.S. The Lyapunov functions method in problems of stability control
and stabilization of uncertain multiple time scale mechanical systems. – Qualification
scientific thesis as a manuscript.

Thesis of candidate for a degree of doctor of sciences in physics and mathematics,
speciality 01.02.01 “Theoretical mechanics”. – S.P. Timoshenko Institute of mechanics,
NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

The dissertation is devoted to using of the Lyapunov functions method for the
investigation of the dynamical characteristics of uncertain multiple time scale systems
of differential equations, which are the mathematical models of the real mechanical
systems.

An approach, that makes it possible to estimate the region in the parameter space
for all values of the parameters from which there is a unique equilibrium state of the
investigated system, is proposed. Moreover, the estimations of such region and the
estimations of the non-linearities of the system require information about the behavior
of the model only for some known parameter value, which is a significant advantage
over the known results. This approach is applied to systems of Lurie-Postnikov type
in the case when they allow the allocation of “fast” and “degenerate” subsystems and
in the case when such separation is impossible. Also it applied to nonlinear systems
in general view, including large-scale ones.

The Lyapunov functions method is developed to take into account the mobility
of the equilibrium state of the system of differential equations and the presence of a
parameter in it which determines the ratio of the velocities of “fast” and “slow” moti-
ons. The corresponding Lyapunov functions were constructed in an explicit form and
with their help the new sufficient conditions for parametric stability were obtained.
The sufficient conditions of different types of stability obtained by this method for the
parameters of the system from the found region give an ability to make a conclusi-
on about qualitative behaviour of the system on the infinite time interval, which is
actual, for example, for a significant nonlinearity of the model under consideration,
when application, in particular, of the method of separation of variables is difficult.
The sufficient conditions of the parametric stability give an opportunity to take into
account the influence of uncertain parameters, which always appear during modeli-
ng, on the dynamical characteristics of models of mechanical systems, i.e. it gives an
opportunity to predict the behavior of the real mechanical systems more accurately.

A method of control construction that ensures the desired dynamics of the
trajectories of models of robotic systems which are the so-called “underactuated”
mechanical systems is developed. Applying the transformation of variables, the
mathematical model of the mechanical system is reduced to a cascade form. Using the
proposed method for control construction the actuator control is determined explici-
tly. The system of differential equations to which the initial mathematical model is
reduced and from the certain type of stability of the state of equilibrium of which
follows a similar type of stability of the stationary mode of this model under the
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proposed control has the a multiple time scale form. Proof of the fact of stability
is carried out by the method of Lyapunov functions. This allows in particular to
obtain the estimates for the region of robustness of the constructed control and also
to establish the limits for the value of the parameter that determines the ratio of the
speeds of “ fast ” and “ slow ” motions and is explicitly included in the control law.
The results obtained under the research of underactuated mechanical systems have
practical application in the construction of real robotic systems, which they include
as component parts, or, in the case of TORA, for modeling the behavior of a dual-spin
spacecraft or the mechanism of active vibration damping.

Key words: parametric stability, mobile equilibrium state, multiple time scale
system, uncertain system, “fast” and “slow” variables, Lyapunov function method,
Lurie-Postnikov type system, Takagi-Sugeno type system, underactuated mechanical
system.
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