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них наук за спецiальнiстю 01.02.01 “Теоретична механiка”. – Iнститут ме-
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Дисертацiйна робота присвячена застосуванню методу функцiй Ляпу-

нова для дослiдження динамiчних характеристик неточних рiзнотемпових

систем диференцiальних рiвнянь, якi є математичними моделями реальних

механiчних систем.

Запропоновано пiдхiд, який дає можливiсть оцiнити область у просто-

рi параметрiв, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний стан рiв-

новаги системи, що дослiджується. Причому, вiдповiднi оцiнки областей

i оцiнки на нелiнiйностi, що входять до системи, потребують iнформацiї

про поведiнку моделi лише при деякому вiдомому значеннi параметра, що

є суттєвою перевагою у порiвняннi iз вiдомими результатами. Розвинуто

метод функцiй Ляпунова для врахування рухомостi стану рiвноваги си-

стеми диференцiальних рiвнянь та наявностi в нiй параметра, що визна-

чає вiдношення швидкостей “швидких” та “повiльних” рухiв. Отриманi за

його допомогою достатнi умови рiзних типiв стiйкостi вiдносно знайденої

областi у просторi параметрiв системи дозволяють робити висновок про

якiсну поведiнку системи на нескiнченному часовому iнтервалi, що акту-

ально, наприклад, для значної нелiнiйностi моделi, що розглядається, коли

застосування, зокрема, методу роздiлення змiнних ускладнене. Достатнi

умови параметричної стiйкостi дають можливiсть максимально врахувати

вплив неточних параметрiв, якi неодмiнно з’являються при моделюваннi,

на динамiчнi характеристики моделей механiчних систем, тобто точнiше
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моделювати реальнi задачi i, вiдповiдно, точнiше прогнозувати поведiнку

реальних механiчних систем.

Розвинуто спосiб побудови керування, що забезпечує бажану динамiку

траєкторiй моделей робототехнiчних систем, що вiдносяться до т.зв. “мало-

приводних” механiчних систем. Застосовуючи перетворення змiнних, ма-

тематична модель вказаної механiчної системи зводиться до каскадного

вигляду. Застосовуючи запропоновану методику побудови керування, ви-

значається в явному виглядi керування актуатором. Система диференцi-

альних рiвнянь, до якої зводиться початкова математична модель i з пев-

ного виду стiйкостi стану рiвноваги якої слiдує аналогiчний тип стiйкостi

стацiонарного режиму цiєї моделi при запропонованому керуваннi, має ви-

гляд рiзнотемпової. Доведення факту стiйкостi проводиться методом фун-

кцiй Ляпунова. Це дозволяє, зокрема, отримати оцiнки областi робастностi

побудованого керування, а також встановити обмеження на величину па-

раметра, що визначає вiдношення швидкостей “швидких” та “повiльних”

рухiв i входить явним чином до закону керування. Результати, отриманi

при дослiдженнi малоприводних механiчних систем, мають практичне за-

стосування при побудовi реальних робототехнiчних систем, до яких вони

входять, як складовi частини, або, у випадку TORA, для моделювання по-

ведiнки супутника з подвiйним обертанням чи механiзму активного гасiння

вiбрацiй.

Ключовi слова: параметрична стiйкiсть, рухомий стан рiвноваги, рi-

знотемпова система, неточна система, “швидкi” та “повiльнi” змiннi, метод

функцiй Ляпунова, система типу Лур’є–Постнiкова, система типу

Такагi–Сугено, малоприводна механiчна система.
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SUMMARY

Khoroshun A.S. The Lyapunov functions method in problems of stability

control and stabilization of uncertain multiple time scale mechanical systems.
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– Qualification scientific thesis as a manuscript.

Thesis of candidate for a degree of doctor of sciences in physics and mathemati-

cs, speciality 01.02.01 “Theoretical mechanics”. – S.P. Timoshenko Institute of

mechanics, NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

The dissertation is devoted to using of the Lyapunov functions method for

the investigation of the dynamical characteristics of uncertain multiple time

scale systems of differential equations, which are the mathematical models of

the real mechanical systems.

An approach, that makes it possible to estimate the region in the parameter

space for all values of the parameters from which there is a unique equilibri-

um state of the investigated system, is proposed. Moreover, the estimations

of such region and the estimations of the non-linearities of the system require

information about the behavior of the model only for some known parameter

value, which is a significant advantage over the known results. The Lyapunov

functions method is developed to take into account the mobility of the equilibri-

um state of the system of differential equations and the presence of a parameter

in it which determines the ratio of the velocities of “fast” and “slow” moti-

ons. The sufficient conditions of different types of stability obtained by this

method for the parameters of the system from the found region give an abi-

lity to make a conclusion about qualitative behaviour of the system on the

infinite time interval, which is actual, for example, for a significant nonlineari-

ty of the model under consideration, when application, in particular, of the

method of separation of variables is difficult. The sufficient conditions of the

parametric stability give an opportunity to take into account the influence of

uncertain parameters, which always appear during modeling, on the dynamical

characteristics of models of mechanical systems, i.e. it gives an opportunity to

predict the behavior of the real mechanical systems more accurately.

A method of control construction that ensures the desired dynamics of the



9

trajectories of models of robotic systems which are the so-called “underactuated”

mechanical systems is developed. Applying the transformation of variables, the

mathematical model of the mechanical system is reduced to a cascade form.

Using the proposed method for control construction the actuator control is

determined explicitly. The system of differential equations to which the initial

mathematical model is reduced and from the certain type of stability of the state

of equilibrium of which follows a similar type of stability of the stationary mode

of this model under the proposed control has the a multiple time scale form.

Proof of the fact of stability is carried out by the method of Lyapunov functions.

This allows in particular to obtain the estimates for the region of robustness

of the constructed control and also to establish the limits for the value of the

parameter that determines the ratio of the speeds of “ fast ” and “ slow ” motions

and is explicitly included in the control law. The results obtained under the

research of underactuated mechanical systems have practical application in the

construction of real robotic systems, which they include as component parts,

or, in the case of TORA, for modeling the behavior of a dual-spin spacecraft

or the mechanism of active vibration damping.

Key words: parametric stability, mobile equilibrium state, multiple time

scale system, uncertain system, “fast” and “slow” variables, Lyapunov function

method, Lur’e-Postnikov type system, Takagi-Sugeno type system, underactuated

mechanical system.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.Сучасний рiвень розвитку технiки та технологiй

формує новi вимоги до математичних моделей механiчних систем. При по-

будовi таких моделей зазвичай “спрощують” початкову задачу, наприклад,

нехтуючи деякими доданками чи складовими руху, тобто понижуючи по-

рядок системи, або припускаючи, що параметри моделi вимiрянi точно i не

змiнюються протягом усього часу її функцiонування. Можливiсть такого

спрощення виправдовується малiстю вiдкидаємих доданкiв та несуттєвiстю

похибок при вимiрюваннi. Ряд отриманих при таких спрощеннях моделей,

внаслiдок тривалого та успiшного використання, отримали аксiоматичний

характер. Однак, не всякою малою величиною можливо знехтувати, не спо-

творюючи при цьому сутi задачi. Деякi механiчнi системи демонструють

це, не вiдповiдаючи поведiнцi, спрогнозованiй за допомогою математичних

моделей, отриманих при подiбних припущеннях. Причому, з подiбними пи-

таннями дослiднику доводиться стикатися незалежно вiд того, в якiй галузi

застосовуються математичнi методи дослiдження. Вони однаковою мiрою

актуальнi в механiцi, хiмiї, економiцi, бiологiї тощо.

Одним iз видiв залежностi поведiнки системи вiд параметра є наявнiсть

в математичнiй моделi системи, в якiй присутнi процеси, що вiдбуваються

у рiзних масштабах часу, параметрiв, якi задають вiдношення швидкостей

однiєї частини рухiв системи вiдносно iншої, т.зв. “швидких” та “повiльних”

рухiв. Також, зазначенi параметри можуть з’являтися внаслiдок застосу-

вання специфiчних способiв побудови керування в математичних моделях

систем, рухи яких не вiдрiзняються за швидкостями. Системи диферен-

цiальних рiвнянь, що мiстять такi параметри, мають назву рiзнотемповi

системи диференцiальних рiвнянь. Початок їх дослiдження, вважається,

було покладено доповiддю L. Prandtl у 1904р. на 3-му Мiжнародному ма-

тематичному конгресi в Гейдельберзi. Вагомi результати в теорiї т.зв. ре-
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лаксацiйних коливань, що є одним iз прикладiв поведiнки траєкторiй рi-

знотемпових систем, були отриманi B. Van der Pol i, згодом, розвинутi

О.О. Андроновим, О.А. Вiттом, Л.I. Мандельштамом. Класичними є ре-

зультати А.М. Тихонова та I.С. Градштейна, якi стосуються особливостей

граничного переходу розв’язку сингулярної задачi Кошi до розв’язку не-

збуреної задачi. Слiд вiдмiтити роботи М.М. Крилова, О.М. Боголюбова,

Ю.О. Митропольського, В.М. Волосова щодо застосування методу усере-

днення та роботи Л.С. Понтрягiна, Є.Ф. Мiщенка, М.Х. Розова щодо засто-

сування асимптотичних методiв в теорiї релаксацiйних коливань. Згадаємо

також важливi дослiдження W.R. Wasow, М.О. Желєзцова, Л.В. Родигiна,

А.Б. Васильєвої, P.V. Kokotovic, H.K. Khalil.

Однак, основнi методи дослiдження рiзнотемпових систем, як то метод

роздiлення змiнних, що базується на застосуваннi результатiв Тихонова,

метод усереднення, асимптотичнi методи, мають ряд недолiкiв. По-перше,

всi вони дають висновок про поведiнку системи диференцiальних рiвнянь

на скiнченному часовому iнтервалi, що у випадку рiзнотемпових систем, ко-

ли можливе явище зриву, робить прогноз поведiнки реальних механiчних

систем, якi описуються за допомогою таких математичних моделей, обме-

женим. Хоча, накладання додаткової умови для методу роздiлення змiнних

розширює часовий iнтервал дослiдження на нескiнченнiсть, проте, у випад-

ку сильної нелiнiйностi дослiджуваної системи, перевiрка цiєї умови може

виявитися навiть складнiшою за аналiз початкової системи. Вiдмiтимо, що

окремi роботи по дослiдженню поведiнки рiзнотемпових систем диферен-

цiальних рiвнянь на нескiнченному часовому iнтервалi та їх стiйкостi, бу-

ли опублiкованi F.C. Hoppensteadt, I.С. Градштейном, Б.С. Разумiхiним,

О.I. Клiмушевим та М.М. Красовським. Проте, деякi з цих публiкацiй при-

свяченi дослiдженню лiнiйних систем, а тi, в яких акцент було зроблено на

нелiнiйностi, не дають вiдповiдi на питання, зокрема, про глобальний хара-



15

ктер стiйкостi, оцiнку меж змiни параметра, тощо. По-друге, вищезгаданi

методи здебiльшого зосередженi на аналiзi крайових або початкових задач,

у той час, як у багатьох випадках, потрiбно слiдкувати за поведiнкою всiєї

системи диференцiальних рiвнянь, а не окремих її траєкторiй. По-третє,

iснують складностi iз визначенням можливого iнтервалу змiни величини

параметра, який визначає вiдношення швидкостей “швидкого” та “повiль-

ного” рухiв, що для бiльшостi прикладних задач є важливим, оскiльки цей

параметр може явним чином входити в закон керування. Отже, актуаль-

ною є розробка нових i вдосконалення iснуючих методик, якi б дозволили

подолати вищезгаданi недолiки при дослiдженнi рiзнотемпових систем.

Ще одним варiантом залежностi поведiнки системи вiд параметрiв є

наявнiсть у її складi неточних параметрiв. Слiд зауважити, що питання

наявностi неточних параметрiв в математичних моделях реальних меха-

нiчних систем видається природним, якщо врахувати, що параметри ви-

значаються, зазвичай, за допомогою обрахункiв або експерименту, тобто,

наближено, а тому теоретичнi побудови, що вимагають точних значень

параметрiв, взагалi кажучи, є марними. Дослiдження систем з неточни-

ми значеннями параметрiв проводилося в роботах Y.H. Chen, G. Leitman,

M.J. Corless, В.Л. Харитонова, D.D. Siljak, Д.Я. Хусаiнова, В.Б. Ларiна,

А.А. Мартинюка, V. Lakshmikantham та iн. Для дослiдження динамiчних

характеристик систем такого класу групою авторiв (див. [130]), було запро-

поновано використовувати концепцiю параметричної стiйкостi. Зауважимо,

що при дослiдженнi нелiнiйних систем, якi мiстять неточнi параметри, однi-

єю з основних проблем є визначення стану рiвноваги та врахування змiни

його положення через змiну значень параметрiв. Концепцiя параметричної

стiйкостi дозволяє вирiшити цю проблему, оскiльки вона поєднує в одно-

му означеннi iснування стану рiвноваги та його стiйкiсть. Стан рiвноваги

при цьому розглядається, як деяка неперервна функцiя, що залежить вiд
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параметрiв, якi входять у систему. Одним з найбiльш ефективних, а тому

i найбiльш використовуємих методiв дослiдження стiйкостi руху є метод

функцiй Ляпунова. Його застосування дозволяє дослiджувати динамiку

системи не iнтегруючи її, що у випадку нелiнiйностi системи майже зав-

жди являє собою значну проблему. Тому, використання цього методу при

дослiдженнi параметричної стiйкостi нелiнiйних систем, приносить значну

користь. Вiдмiтимо, що концепцiя параметричної стiйкостi, яка є ефектив-

ною при дослiдженнi неточних систем, має деякi труднощi в застосуваннi.

Це пов’язано, перш за все, з необхiднiстю при використаннi теорем методу

функцiй Ляпунова знати змiнний стан рiвноваги системи, що дослiджує-

ться. Також, спосiб визначення областi iснування стану рiвноваги в про-

сторi параметрiв, запропонований в роботi [130], є достатньо важким для

застосування, особливо при дослiдженнi великомасштабних систем. Тому,

незважаючи на наявнi роботи у цiй галузi, отримання нових результатiв i

покращення iснуючих методик становить значний iнтерес.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами,

грантами. Дисертацiйна робота вiдповiдає основним напрямкам наукових

дослiджень вiддiлу стiйкостi процесiв Iнституту механiки iм. С.П. Тимо-

шенка НАН України. Дисертацiйне дослiдження проводилось при вико-

наннi наступних науково-дослiдних робiт: НДР 1.3.1.363-08 “Побудова кри-

терiєв стiйкостi руху континуально-дискретних систем iз застосуванням до

задач механiки”, номер державної реєстрацiї 0107U008614, 2008-2011 рр. ;

НДР 1.3.1.374-12 “Розробка методiв аналiзу динамiчної поведiнки нелiнiй-

них механiчних систем зi складними типами траєкторiй i збурень”, номер

державної реєстрацiї 0112U000241, 2012-2015 рр.; НДР 1.3.1.406-16 “Розроб-

ка якiсних методiв аналiзу динамiчних властивостей механiчних керованих

систем iз точною та неточною характеристикою параметрiв”, номер дер-

жавної реєстрацiї 0115U005708, 2016-2019 рр. та в рамках виконання насту-
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пних грантiв: F36/441-2012 “Параметрична стiйкiсть сингулярно-збурених

систем iз застосуванням у задачах теоретичної механiки”, номер держав-

ної реєстрацiї 0112U005719, 2012 р.; “Розвиток методу функцiй Ляпунова в

задачах стiйкостi, керування та стабiлiзацiї неточних “малоприводних” ме-

ханiчних систем”, номер державної реєстрацiї 0115U005228, 2015-2016 рр.;

F70/141-2017 “Розвиток теорiї швидко-повiльних динамiчних систем iз за-

стосуванням в задачах стiйкостi, керування та стабiлiзацiї неточних “мало-

приводних” механiчних систем”, номер державної реєстрацiї 0117U007133,

2017 р.

Мета та завдання дослiдження. Метою даної роботи є встановлен-

ня умов наявностi заданих динамiчних характеристик механiчних систем,

математичними моделями яких є неточнi рiзнотемповi системи диференцi-

альних рiвнянь.

Для досягнення цiєї мети необхiдно:

1. розробити ефективний метод оцiнки областi у просторi параметрiв, для

всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний стан рiвноваги системи

диференцiальних рiвнянь, що дослiджується;

2. узагальнити метод функцiй Ляпунова для врахування рухомостi стану

рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь та наявностi в нiй пара-

метра, що визначає вiдношення швидкостей “швидких” та “повiльних

рухiв”;

3. застосувати отриманi методики для дослiдження актуальних типiв не-

точних рiзнотемпових систем диференцiальних рiвнянь, що є матема-

тичними моделями механiчних систем;

4. провести апробацiю i перевiрити ефективнiсть методик при дослiджен-

нi динамiчних характеристик реальних механiчних систем, математи-
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чними моделями яких є неточнi рiзнотемповi системи диференцiальних

рiвнянь.

Об’єктом дослiдження є динамiка нелiнiйних неточних рiзнотемпових

моделей механiчних систем, зокрема, систем типу Лур’є–Постнiкова, си-

стем типу Такагi–Сугено, малоприводних механiчних систем.

Предметом дослiджень є динамiчнi характеристики вказаних класiв

систем.

Методи дослiдження. Методами дослiджень є метод функцiй Ляпу-

нова (скалярних, векторних та матричнозначних), метод порiвняння з ве-

кторною функцiєю Ляпунова для великомасштабних систем, метод Dynamic

Surface Control для побудови керування малоприводними механiчними си-

стемами. Метод функцiй Ляпунова є потужним методом дослiдження не-

лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, який дозволяє робити висно-

вок про динамiчнi характеристики таких систем, зокрема про стiйкiсть чи

нестiйкiсть, не розв’язуючи їх. Це є однiєю з його переваг, оскiльки нелi-

нiйнiсть дослiджуваної системи значно ускладнює її розв’язання. Метод

порiвняння iз векторною функцiєю Ляпунова є його модифiкацiєю, яка

адаптована для дослiдження великомасштабних систем i заснована на ра-

збиттi системи великої розмiрностi на пiдсистеми iз подальшою побудовою

компонент векторної функцiї у виглядi скалярних функцiй для пiдсистем.

Це дозволяє простiше будувати результуючу функцiю Ляпунова та повнiше

враховувати вплив пiдсистем на загальну динамiку всiєї великомасштабної

системи. Метод Dynamic Surface Control дозволяє будувати керування для

системи, що приведена до каскадного вигляду. Однiєю з його особливостей

є те, що керування, яке побудовано за його допомогою, забезпечує збiжнiсть

траєкторiй дослiджуваної системи диференцiальних рiвнянь не до рiвнова-

жних значень змiнних, а до деяких наперед заданих траєкторiй, збiжнiсть

яких до рiвноважних значень змiнних постулюється. Також особливiстю
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даного методу є застосування фiльтрiв, за допомогою яких операцiя дифе-

ренцiювання замiнюється визначенням приросту диференцiйованої величи-

ни за фiксований промiжок часу (часова константа фiльтру). Це дозволяє

уникнути збiльшення складностi елементiв системи диференцiальних рiв-

нянь, в тому числi i закону керування.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в наступному:

1. Запропоновано новий пiдхiд до визначення областi, для значень пара-

метрiв з якої iснує стан рiвноваги неточних рiзнотемпових систем рi-

зних класiв, як-то систем типу Лур’є–Постнiкова у випадку, коли вони

допускають видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем i у випад-

ку неможливостi такого роздiлення, нелiнiйних систем у загальному

виглядi, в тому числi великомасштабних.

2. Запропоновано узагальнення прямого методу Ляпунова для дослiджен-

ня параметричної стiйкостi неточних нелiнiйних рiзнотемпових систем

диференцiальних рiвнянь, що полягає у його розширеннi на новий клас

систем, якi дослiджуються, а також у нових способах побудови вiдпо-

вiдних допомiжних функцiй та нових умовах стiйкостi, отриманих за

їх допомогою.

3. Отримано достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної стiй-

костi та параметричної нестiйкостi для систем типу Лур’є–Постнiкова

у випадку, коли вони допускають видiлення “швидкої” та “виродженої”

пiдсистем, якi для систем такого класу дають можливiсть робити ви-

сновок про динамiку системи при всiх можливих типах динамiки вка-

заних пiдсистем, без потреби вiдшукання рухомого стану рiвноваги.

4. Отримано достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної стiй-

костi для систем типу Лур’є–Постнiкова, у випадку коли вони не допу-

скають видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем або у випадку
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браку вiдомостей про динамiчнi характеристики вказаних пiдсистем,

без потреби вiдшукання рухомого стану рiвноваги.

5. Отримано достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної стiй-

костi для нелiнiйних систем в загальному виглядi, якi не потребують

вiдшукання рухомого стану рiвноваги, як у припущеннi про їх велико-

масштабнiсть, так i без такого припущення.

6. Запропоновано спосiб побудови керування, що забезпечує глобальну

асимптотичну параметричну стiйкiсть нелiнiйної системи в загально-

му виглядi вiдносно певної областi у просторi параметрiв системи у

випадку її параметричної нестiйкостi.

7. Незалежно вiд вибору функцiй приналежностi нечiтких множин вста-

новлено достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвно-

ваги нечiткої моделi типу Такагi–Сугено у випадку, як стiйкостi, так i

нестiйкостi лiнiйних наближень локальних пiдсистем, а також область

такої стiйкостi у просторi параметрiв моделi.

8. Розвинуто спосiб побудови керування для неточних малоприводних ме-

ханiчних систем, застосовуючи який отримано явнi вигляди керування,

що для всiх значень параметрiв моделей з деяких областей забезпечу-

ють глобальну асимптотичну стiйкiсть верхнього положення рiвноваги

маятника з маховиком, глобальну асимптотичну стiйкiсть стану рiвно-

ваги TORA, глобальну асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги манi-

пулятора iз пружним зчленуванням.

9. Запропоновано керування, тобто закон змiни напруги, що подається

на вхiд двигуна постiйного струму послiдовного збурення, яке забезпе-

чує обертання валу двигуна iз необхiдною кутовою швидкiстю для всiх

значень параметрiв моделi iз деякої областi.
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Обґрунтованiсть та достовiрнiсть результатiв, наведених у ди-

сертацiї, забезпечується коректнiстю та строгiстю математичних постано-

вок задач у рамках теоретичної механiки та теорiї диференцiальних рiв-

нянь; застосуванням точних аналiтичних методiв розв’язання поставлених

задач та доведенням вiдповiдних теорем та лем; узгодженiстю та збiгом

деяких одержаних результатiв з вiдомими в лiтературi, якi були отриманi

за допомогою iнших методiв; вiдповiднiстю постановок, результатiв i ви-

сновкiв до фiзичної сутi задач.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати роботи

та методика їх отримання можуть бути використанi при подальшому розви-

тку концепцiї параметричної стiйкостi. Також отриманi результати дозво-

ляють робити висновок про якiсну поведiнку рiзних типiв неточних рiзно-

темпових моделей механiчних систем на нескiнченному часовому iнтерва-

лi у випадку якщо внаслiдок, наприклад, значної нелiнiйностi моделi, що

розглядається, застосування, зокрема, методу роздiлення змiнних ускла-

днене. Достатнi умови параметричної стiйкостi дають можливiсть макси-

мально врахувати вплив неточних параметрiв на динамiчнi характеристи-

ки моделей механiчних систем, тобто точнiше моделювати реальнi задачi i,

вiдповiдно, точнiше прогнозувати поведiнку реальних механiчних систем.

Результати, отриманi при дослiдженнi малоприводних механiчних систем,

мають практичне застосування при побудовi реальних робототехнiчних си-

стем, до яких вони входять, як складовi частини, або, у випадку TORA,

для моделювання поведiнки супутника iз подвiйним обертанням чи мехнi-

зму активного гасiння вiбрацiй.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiйної

роботи доповiдались та обговорювались на мiжнародних конференцiях i

форумах, зокрема:

на XIII Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука, Київ,



22

2010;

на мiжнароднiй конференцiї “Dynamical System Modeling and Stability

Investigation”, Київ, 2015, 2017;

на Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, 2015;

на Українсько-Китайському форумi науки та технологiй, Китай, Харбiн,

2016;

на 5-й Мiжнароднiй науковiй конференцiї для молодих вчених по ди-

ференцiальним рiвнянням та їх застосуванням присвяченiй Я. Б. Лопатин-

ському, Київ, 2016;

на Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв присвяченiй 100-iй

рiчницi академiка НАН України, професора Ю. О. Митропольського, Київ,

2017;

на ХVII та ХVIII Мiжнародних конференцiях науково-педагогiчних пра-

цiвникiв, наукових спiвробiтникiв та аспiрантiв “Проблеми та перспективи

розвитку технiчних та бiоенергетичних систем природокористування: кон-

струювання та дизайн”, Київ, 2017, 2018;

на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та

математики” присвяченiй Я. С. Пiдстригачу, Львiв, 2018.

У повному обсязi дисертацiя доповiдалась та обговорювалась

на семiнарi вiддiлу стiйкостi процесiв Iнституту механiки iм. С.П. Тимо-

шенка НАНУкраїни (керiвник семiнару – академiк НАНУкраїни А.А. Мар-

тинюк, 2018 р.);

на семiнарi секцiї “Теорiя коливань та стiйкiсть руху” Iнституту механi-

ки iм. С.П. Тимошенка НАН України (керiвник семiнару – академiк НАН

України В.Д. Кубенко, 2018 р.);

на загальноiнститутському семiнарi Iнституту механiки iм. С.П. Тимо-

шенка НАНУкраїни (керiвник семiнару – академiк НАНУкраїни А.Н. Гузь,

2018 р.).
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Публiкацiї та особистий внесок здобувача. Результати дисертацiї

висвiтлено в 31 наукових працях, з них 4 статтi [47, 48, 135, 136] у провiд-

них мiжнародних наукових виданнях, 17 статей у наукових фахових ви-

даннях України [45, 46, 49, 50, 78–90] та 10 тез доповiдей i матерiалiв мiж-

народних наукових конференцiй. Всi результати роботи отриманi автором

самостiйно. У спiльних публiкацiях автору дисертацiйної роботи належить

вибiр методики розв’язання задач, аналiтичнi та чисельнi розрахунки, ана-

лiз отриманих результатiв, спiвавтору – визначення загального напрямку

дослiдження, участь в аналiзi отриманих результатiв.

Структура та обсяг дисертацiйної роботи. Дисертацiя складається

з анотацiї, вступу, шести роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел

зi 195 найменувань. Загальний обсяг дисертацiї становить 300 сторiнок,

разом iз 26 рисунками.

Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому консультантовi –

академiку НАН України, доктору фiзико-математичних наук, професору

Анатолiю Андрiйовичу Мартинюку за постiйну увагу до роботи, цiннi по-

ради та пропозицiї, що сприяли успiшному проведенню дослiджень.



Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1 Рiзнотемповi системи диференцiальних рiвнянь та основнi

методи їх дослiдження

В багатьох галузях науки i технiки, в тому числi при дослiдженнi фiзи-

чних, бiологiчних, хiмiчних та iншої природи систем, часто зустрiчаються

такi, в яких присутнi процеси, що вiдбуваються у рiзних масштабах часу.

Адекватними математичними моделями таких систем є рiзнотемповi систе-

ми диференцiальних рiвнянь. Одними з основних проблем при дослiдженнi

таких моделей є їх висока розмiрнiсть та т. зв. “жорсткiсть”, тобто значнi

складнощi при застосуваннi стандартних чисельних методiв для їх розв’я-

зання. В загальному випадку, автономну рiзнотемпову систему диференцi-

альних рiвнянь можливо записати як у швидко-повiльному виглядi:
dx

dt
= εf(x, y, ε),

dy

dt
= g(x, y, ε),

так, застосувавши замiну змiнних t =
τ

ε
, i у сингулярно-збуреному виглядi:


dx

dτ
= f(x, y, ε),

ε
dy

dτ
= g(x, y, ε),
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де x – повiльна змiнна, y – швидка змiнна, ε – параметр, який визначає вiд-

ношення швидкостей швидких та повiльних рухiв, f та g – достатньо гладкi

функцiї. Для неавтономних систем швидко-повiльна i сингулярно-збурена

форми не еквiвалентнi через присутнiсть часу в правiй частинi системи.

Теорiя сингулярно-збурених систем та тiсно пов’язаний з нею метод роздi-

лення рухiв є потужними iнструментами, що дозволяють значною мiрою

вирiшити питання великої розмiрностi та “жорсткостi” рiзнотемпових си-

стем.

Вважається, що початок теорiї сингулярно-збурених систем було покла-

дено доповiддю Prandtl “Про рух рiдини при малому тертi” (див. [159]) на

Третьому мiжнародному конгресi математикiв у Гейдельберзi.

Згодом, важливою вiхою стало дослiдження Van der Pol-ем (див. [184])

коливань, якi виникали в контурi, що включає в себе два опори, ємнiсть,

iндуктивнiсть та тетрод. Спостерiгалося, що при зменшеннi деякого пара-

метра характер коливань вiд близьких до гармонiчних переходив до спе-

цифiчного вигляду, коли в динамiцi коливного процесу почали видiлятися

дiлянки “повiльної” змiни та швидких “стрибкiв” з одного стану на iнший.

Л.I. Мандельштам ввiв для пояснення цих ефектiв т. зв. “постулат стрибка”.

Вiдповiдно до цього постулату, з певних фiзичних мiркувань, вважалося,

що досягнувши деякого стану, система “миттєво” переходить у iнший стан.

Було запропоновано називати такi коливання “релаксацiйними” та вису-

нута гiпотеза, що при прямуваннi параметра до нуля вiдповiднi розв’язки

рiвняння, що описують динамiку таких коливань, стають розривними.

Крiм того, B. Van der Pol запропонував замiнювати початкову систему,

що описує динамiку коливань системи з однiєю степiнню свободи, спроще-

ною системою, яка отримується iз початкової усередненням правої частини

системи по “швидкiй” змiннiй, тобто поклав початок методам роздiлення

рухiв. Однак, цей метод, не дивлячись на популярнiсть у iнженерiв через
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зручнiсть проведення розрахункiв, носив чисто iнтуїтивний характер.

В 1930-х роках М.М. Крилов та О.М. Боголюбов запропонували загаль-

ний пiдхiд (метод осереднення) для дослiдження рiвнянь, якi розглядав

Van der Pol (див. [34, 35]). Його основний змiст полягає у побудовi такої

замiни змiнних, яка дозволяє вiдокремити “швидкi” змiннi вiд

“повiльних”. Розв’язок початкової задачi має вигляд асимптотичного ря-

ду, перший член якого спiвпадає iз розв’язком, отриманим за методом Van

der Pol-а. Згодом цей метод отримав розвиток у роботах Митропольського,

Зубарева, Волосова та iн. (див. [4, 5, 14,56,57]).

Також у 1930-х роках слiд вiдмiтити роботи Nagumo (див. [152]), по-

в’язанi iз аналiзом диференцiальних рiвнянь, що описували деякi хiмiчнi

процеси, та роботи Rothe (див. [161–164]) по дослiдженню скiн-ефекта у

електричних провiдниках.

Звична на даний час термiнологiя, як то “граничний шар” (англ. boundary

layer), що запозичена з гiдродинамiки, була введена в дисертацiйнiй роботi

Wasow (див. [189]) та остаточно закрiпилася пiсля статтi Вiшiка та Люстер-

нiка (див. [185]). Термiн “сингулярнi збурення” (англ. singular perturbations)

вперше з’явився в книзi Friedrichs and Wasow (див. [118]), яка стала резуль-

татом роботи семiнару з нелiнiйних коливань Нью-Йоркського унiверсите-

ту.

Ефекти схожi на “стрибки” мiж станами моделi, спостерiгалися, також,

при дослiдженнi рiзних схем мультивiбраторiв. Андронов та Вiтт спосте-

рiгали (див. [2] i бiблiографiю там), що деякi “паразитнi” параметри (на-

приклад, самоiндукцiя провiдника), якими, зазвичай, нехтували в силу їх

вiдносної малостi при побудовi вiдповiдної математичної моделi, можуть

iстотно впливати на поведiнку системи. Тобто їх вiдкидання приводило до

неадекватної моделi.

Математичне пояснення “постулату стрибка” було отримано Железцо-
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вим та Родигiним (див. [23, 24]). Повiльна система з певною точнiстю опи-

сує поведiнку реальної системи при малих значеннях параметра до тих пiр,

поки рух вiдбувається поблизу стiйких дiлянок повiльної поверхнi. Однак,

може бути досягнута границя такої дiлянки. В цей час траєкторiя реальної

системи може “зiрватися”, тобто залишити окiл повiльної поверхнi. Тепер

її поведiнка буде задаватися швидкою системою. Це i є “стрибок”. В по-

вiльному масштабi часу вiн вiдбувається “миттєво”, тобто траєкторiя має

розрив, а у швидкому – за деякий скiнченний час. При цьому траєкторiя,

слiдуючи швидкiй динамiцi, може потрапити на стiйку дiлянку повiльної

поверхнi, пiсля чого швидкий рух знов змiниться повiльним.

Слiд вiдмiтити класичнi результати Тихонова (див. [67–69]), щодо осо-

бливостей граничного переходу розв’язку сингулярної задачi Кошi до розв’яз-

ку незбуреної задачi. Випадок, розглянутий А.М. Тихоновим, визначає якi-

сну поведiнку руху тодi, коли початковi умови системи швидких рухiв на-

лежать областi впливу її кореня, який є стiйким станом рiвноваги, а тра-

екторiя виродженої системи – системи повiльних рухiв – не виходить з

областi стiйкостi кореня. Подiбнi результати були окремо отриманi Град-

штейном (див. [15, 17]). В розглянутому випадку задача асимптотичного

представлення розв’язку початкової системи по малому параметру може

бути розв’язана до кiнця. Iснує аналог формули Маклорена, отриманий

Васильєвою (див. [8]) i доведений до формалiзму, який дає асимптотичне

представлення розв’язку початкової задачi. Детально цей метод описаний

в [9]. Згодом, в роботах Iманалiєва (див. [27–29]) по побудовi асимптотичних

представлень розв’язкiв нелiнiйних iнтегро-диференцiальних рiвнянь, цей

формалiзм було приведено до бiльш компактного вигляду.

Зазначимо, що результат А.М. Тихонова має деяке обмеження у ви-

глядi скiнченностi часового iнтервалу, на якому встановлюється близь-

кiсть розв’язкiв сингулярно-збуреної i виродженої систем. Дослiдженню
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задачi Кошi для сингулярно-збуреної системи диференцiальних рiвнянь на

нескiнченному промiжку змiни аргумента присвяченi роботи Васильєвої

(див. [7]), Hoppensteadt (див. [129]). В роботах Градштейна (див. [16]), Клi-

мушева та Красовського (див. [31]) встановлено додаткову умову до умов

теореми Тихонова, у виглядi рiвномiрної асимптотичної стiйкостi довiль-

ного часткового розв’язку повiльної пiдсистеми, при виконаннi якої зберi-

гається близькiсть розв’язкiв сингулярно-збуреної i виродженої систем на

нескiнченному iнтервалi часу.

Питання про поведiнку системи у випадку, коли зображаюча точка ви-

ходить на границю областi стiйкостi (при повiльному русi) або питання

динамiки системи в околi точок зриву, де вiдбувається переключення iз

швидких рухiв на повiльнi, А.М. Тихоновим не розглядалося. Ця задача

була розв’язана Л.С. Понтрягiним та Є.Ф. Мiщенко в кiнцi 1950-х рокiв.

За допомогою деякого перетворення однiєї iз швидких координат у повiль-

нi виявилося можливим побудувати розв’язок початкової задачi у виглядi

асимптотичного ряду по степеням малого параметра. Методи, розробленi

Понтрягiним (див. [61,62]) та Мiщенко (див. [58]), дозволили отримати пов-

нi асимптотики розв’язкiв типових рiзнотемпових систем на площинi, якi

викладенi у класичнiй монографiї Мiщенка та Розова (див. [59]).

Важливий з практичної точки зору випадок був розглянутий Понтря-

гiним та Родигiним (див. [63]). В цьому випадку система швидких рухiв

має стiйкий граничний цикл, тобто єдиний невироджений асимптотично

стiйкий перiодичний розв’язок. Показано, що при виконаннi певних умов,

початкова система має близький до цикла повiльної системи асимптоти-

чно стiйкий при малому значеннi параметра перiодичний розв’язок. Ве-

лика кiлькiсть практичних прикладiв можуть бути вiднесенi до випадка

А.М. Тихонова чи до випадка Л.С. Понтрягiна i Л.В. Родигiна, тому ре-

зультати отриманi цими авторами грають суттєву роль у методi роздiлення
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рухiв.

Вiдмiтимо, також, роботи Тупчiєва (див. [70–72]), Wasow (див. [190,

191]), Harris (див. [125, 126]), Erdelyi (див. [113–115]) з дослiдження гра-

ничного переходу у двоточковiй крайовiй задачi, Олiйника (див. [155,156])

з дослiдження сингулярно-збурених диференцiальних рiвнянь в частинних

похiдних та огляд Вiшiка та Люстерника (див. [10]), де розглянута побудо-

ва асимптотичних представлень розв’язкiв лiнiйних сингулярно-збурених

диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних. Цi результати знайшли,

згодом, широке застосування у багатьох прикладних питаннях, зокрема в

геометричнiй оптицi (див. [133]). Також, не дивлячись не те, що робота

М.Й. Вiшiка та Л.А. Люстернiка стосувалася лiнiйних рiвнянь, загальнi

закономiрностi, встановленi в цiй роботi, носять загальний характер i їх

можливо використовувати i при дослiдженнi нелiнiйних випадкiв. В робо-

тi Haber and Levinsоn (див. [122]) вперше було дослiджено (без побудови

асимптотики) розв’язок iз внутрiшнiм граничним шаром.

У роботi Волосова (див. [12]) розглядалась специфiчна сингулярно збу-

рена система диференцiальних рiвнянь, де порушувалася властивiсть стiй-

костi кореня швидкої пiдсистеми, так як дiйсна частина кореня вiдповiд-

ного характеристичного рiвняння була рiвна нулю. Виявилося, що в цьому

випадку траєкторiя сингулярно збуреної системи не має границi при пря-

муваннi малого параметра до нуля, а коливається з нескiнченно великою

частотою i скiнченною амплiтудою навколо виродженого розв’язку. Зго-

дом, аналогiчнi результати були отриманi i для бiльш складних задач, для

розв’язання яких Волосов розвивав метод осереднення (див. [11, 13]).

Широковживаним пiдходом до якiсного дослiдження нелiнiйних систем

є застосування геометричних методiв аналiзу. Геометрична теорiя рiзнотем-

пових систем була започаткована в роботах Ж.А. Пуанкаре та О.М. Ля-

пунова. Її основнi питання – iснування та дослiдження властивостей як
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окремих розв’язкiв, що володiють спецiальними якостями, так i цiлих кла-

сiв розв’язкiв (iнтегральних многовидiв). Основи теорiї iнтегральних мно-

говидiв, тобто гладких iнварiантних поверхонь системи диференцiальних

рiвнянь, закладенi в роботах Боголюбова та Мiтропольського (див. [5, 6]).

Їх використання дозволяє знизити розмiрнiсть моделей, якi вивчаються,

тобто замiнити їх бiльш простими моделями, що з високою степiнню точно-

стi вiдображають поведiнку початкових моделей, а також позбавитись вiд

обчислювальної “жорсткостi”. Теорiя iнтегральних многовидiв для дослi-

дження рiзнотемпових систем розвивалася в роботах Задираки (див. [25]),

Ликової та Бариса (див. [39]), Самойленка та Свищука (див. [66]), Feni-

chel (див. [117]), Hale and Stokes (див. [123]), Kokotovic, Khalil and O’Reily

(див. [138]) та iн.

При дослiдженнi нелiнiйних систем найбiльшу цiкавiсть викликало вста-

новлення загальних якiсних властивостей початкової системи (наприклад,

стiйкiсть, наявнiсть автоколивань, тощо) по властивостям спрощених си-

стем. Це можливо при використаннi метода Ляпунова. Iдея використання

такого пiдходу належить Красовському (див. [33]). Встановлено достатнi

умови, при виконаннi яких iз стiйкостi швидких та повiльних рухiв слiдує

стiйкiсть тривiального розв’язку початкової системи. Їх можно iнтерпре-

тувати як умови збiжностi наближеного розв’язку до точного на нескiн-

ченному iнтервалi при умовi стiйкостi повiльних рухiв. Стiйкiсть тривi-

ального розв’язку сингулярно-збуреної системи диференцiальних рiвнянь

дослiджувалось, також, у роботах Клiмушева (див. [30]), Клiмушева та

Красовського (див. [31]), Разумiхiна (див. [64,65]), Градштейна (див. [17]),

Hoppensteadt (див. [128]).

Стiйкiсть стацiонарних режимiв сингулярно-збурених систем диферен-

цiальних рiвнянь, в тому числi великомасштабних, дослiджувалася в ро-

ботi [18] шляхом застосування скалярних та векторних функцiй Ляпунова.
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Для великомасштабних систем розглянутi випадки iснування декiлькох ма-

лих параметрiв i, вiдтак, нерiвномiрного (коли малi параметри взаємно не

пов’язанi, тобто система має iстотно незалежнi часовi шкали) та рiвномiр-

ного (коли часовi шкали взаємопов’язанi) градуювання часових шкал.

В дисертацiйнiй роботi Мiладжанова наведенi результати дослiджен-

ня стiйкостi стацiонарних режимiв сингулярно-збурених систем диферен-

цiальних рiвнянь, в тому числi i великомасштабних, використовуючи ма-

тричнозначнi функцiї Ляпунова (див. [55] та бiблiографiю там). Динамi-

чнi властивостi “швидкої” та “повiльної” пiдсистем використовуються для

побудови дiагональних елементiв такої функцiї, а позадiагональнi елемен-

ти враховують обмеження на функцiї звя’зку мiж пiдсистемами. Достатнi

умови стiйкостi (нестiйкостi) формулюються в термiнах знаковизначеностi

вiдповiдних матриць.

В останнi роки кiлькiсть публiкацiй, присвячених дослiдженню рiзно-

темпових систем та розвитку асимптотичних методiв, неухильно зростає. З

їх перелiком та класифiкацiєю вiдповiдно до тематики дослiджень можна

ознайомитись в грунтовних оглядових роботах (див. [139,153,169,195]). Все

це вказує на те, що дослiдження рiзнотемпових систем диференцiальних

рiвнянь, якi є математичними моделями реальних механiчних систем, та

методiв аналiзу їх поведiнки, включаючи як асимптотичнi методи i метод

роздiлення рухiв, так i методи якiсного аналiзу динамiчних характеристик

таких систем, як-то дослiдження стiйкостi розв’язкiв таких систем, є акту-

альною та важливою задачею теоретичної механiки.

1.2 Системи з неточними значеннями параметрiв та

параметрична стiйкiсть

Зауважимо, що одним з припущень теорiї стiйкостi руху О.М. Ляпунова

є припущення, що параметри системи фiксованi та не змiнюються за весь
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час руху. Однак, на практицi цi параметри можуть змiнювати своє зна-

чення. Наприклад, у зв’язку iз допущеними неточностями при побудовi

моделi чи при змiнi деяких параметрiв середовища, в якому модель, що

дослiджується, функцiонує. Крiм того, в багатьох складних системах, за-

безпечення багаторежимностi та багатофункцiональностi може мати мiсце

лише при виконаннi деяких вимог на пiдсистеми у фiксованому але до-

статньо широкому дiапазонi параметрiв цих пiдсистем. Все вищезазначене

пояснює iнтерес в останнi роки до розвитку теорiї стiйкостi систем, пара-

метри яких заданi неточно (див. Barmish and Leitman [99], Chen and Lei-

tman [105], Corless [108], Ivanenko [131]). Розробляються декiлька напрямкiв

дослiджень.

Один з них заснований на припущеннi, що параметри системи (як пра-

вило лiнiйної) змiнюються в наперед заданому iнтервалi i керування вiдсу-

тнє. Такi системи отримали назву iнтервальних динамiчних систем. Дослi-

дження стiйкостi проводиться методом характеристичних рiвнянь. Викори-

стовується критерiй стiйкостi Харитонова (див. [74]) та його узагальнення

(див. Хлебалiн [75], Жабко та Харитонов [22] та iн.). Їх використання до-

зволяє зробити висновок про стiйкiсть систем, коефiцiєнти характеристи-

чних полiномiв яких приймають невизначенi значення iз заданих iнтерва-

лiв, аналiзуючи властивостi скiнченного числа полiномiв зi значеннями па-

раметрiв, рiвними величинам нижнiх та верхнiх меж вказаних iнтервалiв.

Вiдмiтимо, що у випадку дискретних лiнiйних iнтервальних динамiчних си-

стем критерiй Харитонова застосувати неможливо i питання про необхiднi

та достатнi умови їх стiйкостi залишається вiдкритим. Викликає iнтерес

отримання результатiв, аналогiчних теоремам Харитонова, для дослiджен-

ня iнтервальних систем безпосередньо по значенням елементiв матриць, якi

входять до рiвняння стану. Матрицi, елементи яких приймають значення з

деяких вiдомих iнтервалiв, отримали назву iнтервальних матриць. Вияви-
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лося, що критерiй Харитонова не розповсюджується на випадок iнтерваль-

них матриць i задача отримання необхiдних та достатнiх умов стiйкостi

iнтервальних матриць для неперервних i дискретних лiнiйних iнтерваль-

них динамiчних систем також залишається нерозв’язаною. Тому, актуаль-

ною є задача отримання достатнiх умов стiйкостi iнтервальних матриць.

Першi результати в цьому напрямку були отриманi застосовуючи теорему

Гершгорiна. Вiдмiтимо, що окрiм теорем Гершгорiна, локалiзацiю спектра

матрицi можливо проводити використовуючи результати робiт [41,42]. За-

стосування методу векторних функцiй Ляпунова та iдей методу порiвняння

дозволило значно полiпшити отриманi результати, а також сформулювати

достатнi умови нестiйкостi iнтервальних матриць. Змiстовне викладення

вказаних методик i отриманi на їх основi результати представленi в огля-

дах [19,20] та в статтi [173].

Використання iдей методу функцiй Ляпунова для дослiдження iнтер-

вальних систем також проводилося в роботах Хусаiнова та Шатирко (див.

[92]), Хусаiнова та Мустафаєвої (див. [91]), Мустафаєвої (див. [60]), Heinen

(див. [127]), Xu (див. [192]) та iн. Слiд вiдмiтити роботу [44], в якiй застосо-

вується концепцiя розширення початкової iнтервальної системи в поєднаннi

з методом векторної функцiї Ляпунова. Вказаний пiдхiд дозволяє отрима-

ти ширшi оцiнки на множину значень параметра, при яких зберiгається

iнтервальна стiйкiсть початкової системи.

Iнший напрямок пов’язаний з дослiдженням динамiки систем при наяв-

ностi керування. Тут використовуються як алгебраїчнi, так i якiснi методи

аналiзу iнтервальної стiйкостi. Вiдмiтимо метод H∞ – керування (див. Ла-

рiн [36], Ларiн, Алiєв та Вєлiєва [37], Aliev and Larin [94,95], Larin and Ali-

ev [141], Petersen, Anderson and Jonckheere [157], Petersen and Hollot [158],

Kenney, Laub and Jonckheere [134], Gardiner and Laub [119] та iн.), який

тiсно пов’язанbq з розв’язком алгебраїчного рiвняння Рiккатi. В остан-
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нi роки, для вирiшення багатьох проблем, якi виникають в теорiї систем,

включаючиH∞ – керування неточними лiнiйними системами, використову-

ється метод лiнiйних матричних нерiвностей. Його перевагою без сумнiву

є реалiзацiя цього методу в пакетi прикладних програм MATLAB. Крiм

цього, ефективним при аналiзi такого типу систем є метод функцiй Ляпу-

нова. Використовуються як скалярнi (див. Corless and Leitmann [109, 110],

Gutman [121], Corless [107], Leitman [142,143], Rotea and Khargonekar [160],

Chen [103,104]), так i векторнi функцiї Ляпунова (див. Chen [102]).

Вiдносно новим ефективним методом дослiдження неточних систем є

метод матричних функцiй Ляпунова (див. [43, 148]). Вiдмiтимо також ро-

боти [51–54]. В них дослiджується стiйкiсть розв’язкiв неточної системи

загального вигляду

ẋ = f(t, x, α)

вiдносно рухомої множини

A(r) = {x ∈ Rn : ‖x‖ = r(α)},

де r(α) > 0, r(α) → r0 (r0 = const > 0) при ‖α‖ → 0, r(α) → +∞ при

‖α‖ → +∞. В залежностi вiд значення функцiї r(α), дана задача може

iнтерпретуватися як дослiдження стiйкостi деякого граничного циклу або

як дослiдження стiйкостi тривiального стану рiвноваги початкової системи.

В роботi [140] дослiджується динамiка неточних систем при наявностi

пари умовно iнварiантних рухомих множин. використовуючи узагальнене

iнверсiйне перетворення, проведено синтез керувань рухом таких систем.

Отриманi умови асимптотичної стiйкостi руху неточних систем вiдносно

рухомих умовно iнварiантних множин.

Стiйкiсть неточних дискретних систем дослiджувалась в роботах Мар-

тинюка та Лук’янової (див. [146, 147]). Використовуючи iєрархiчну фун-
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кцiю Ляпунова i однорiвневу декомпозицiю отриманi оцiнки неточностей,

при яких зберiгається експоненцiальна стiйкiсть стану рiвноваги початко-

вої системи.

Вiдносно новим напрямком в дослiдженнi неточних систем є напря-

мок, який заснований на застосуваннi концепцiї параметричної стiйкостi

(див. [130]). Ця концепцiя природно виникає, коли динамiчна система нелi-

нiйна i параметри входять до її складу довiльним чином. В цьому випадку

змiна значення параметра тягне за собою змiну значення стану рiвноваги

або, навiть, його зникнення. Також, при переходi вiд одного стану рiвнова-

ги до iншого може змiнюватися характер стiйкостi. Таким чином, природно

поєднати проблему iснування стану рiвноваги неточної динамiчної системи

i питання про його стiйкiсть в єдиному означеннi параметричної стiйкостi,

що й було запропоновано зробити авторами роботи [130]. Вiдмiтимо, що

поняття параметричної стiйкостi є розширенням поняття конективної стiй-

костi, де невизначенi параметри належать деякiй множинi i трактуються

як сила взаємодiї мiж пiдсистемами моделi (див. [171,172]). Поняття пара-

метричної стiйкостi не накладає обмежень на природу параметрiв, що дає

можливiсть дослiджувати ширший клас систем.

Виходячи з означення параметричної стiйкостi (див. [130]), задача про

дослiдженняя цiєї властивостi динамiчної системи зводиться до визначення

областi у просторi параметрiв, для кожного значення параметра з якої iснує

стан рiвноваги системи, що дослiджується i, далi, до дослiдження власти-

востей стiйкостi знайденого стану рiвноваги для значень параметра iз цiєї

областi. При цьому, стан рiвноваги пропонується розглядати як неперервну

функцiю, що залежить вiд значення параметра.

Вiдмiтимо, що поняття параметричної стiйкостi тiсно пов’язано з по-

няттям грубостi системи або структурної стiйкостi (див. [2]). Як вiдомо,

грубi системи, це системи диференцiальних рiвнянь, в яких топологiчна
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поведiнка траєкторiй не змiнюється при малих збуреннях правої частини.

Згiдно загальноприйнятiй точцi зору, тiльки грубi системи можуть опису-

вати реальнi процеси, оскiльки неможливо довiряти математичнiй моделi,

яка рiзко змiнює свою поведiнку при малiй змiнi параметрiв, що входять до

її складу (якi в реальностi нiколи не можуть бути визначенi точно). Вла-

стивiсть грубостi системи в околi деякого стану рiвноваги забезпечується

експоненцiальною стiйкiстю цього стану рiвноваги. В цьому випадку, при

малому збуреннi параметрiв системи стан рiвноваги не зникає i залиша-

ється асимптотично стiйким. Та ж властивiсть гарантується i параметри-

чною асимптотичною стiйкiстю системи при значеннi параметра, для якого

iснує стан рiвноваги, що розглядається.

Слiд пiдкреслити, що в загальному випадку дослiдження системи дифе-

ренцiальних рiвнянь на грубiсть є достатньо складним i потребує розвину-

тої технiки. Теория грубих систем є достатньо вивченою, коли розмiрнiсть

простору станiв мала (n ≤ 2). В цьому випадку грубi системи утворю-

ють в множинi всiх динамiчних систем над простором станiв всюди щiльну

множину i допускають описання в термiнах якiсного поведiнки траєкторiй

(т.зв. системи Морса-Смейла). У випадку просторiв станiв бiльших розмiр-

ностей цi властивостi динамiчних систем не зберiгаються.

Все вищезазначене пiдкреслює важливiсть введення та використання

поняття параметричної стiйкостi, оскiльки воно дає можливiсть робити ви-

сновок про локальну грубiсть систем в околi стану рiвноваги при довiльних

розмiрностях просторiв станiв.

Авторами роботи [130] запропонований пiдхiд до визначення областi

iснування стану рiвноваги неточної системи, що дослiджується. Для вста-

новлення властивостi стiйкостi пропонується скористатися методом фун-

кцiй Ляпунова, зокрема використовувати скалярну квадратичну функцiю

Ляпунова i векторну функцiю Ляпунова з квадратичними скалярними фун-
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кцiями для пiдсистем при дослiдженнi великомасштабних систем. Вiдмiти-

мо, що метод, запропонований в роботi [130] для вiдшукання областi iсну-

вання стану рiвноваги, є достатньо грубим i важковживаним для практи-

чного застосування, особливо для великомасштабних систем. В багатьох же

iнших роботах пропонується доводити iснування областi в просторi параме-

трiв, для якої iснує стан рiвноваги, а не знаходити її. Також, для застосува-

ння теорем про стiйкiсть потрiбно знати змiний стан рiвноваги, вiдшукання

якого, з-за нелiнiйностi вiдповiдної функцiї, може являти собою достатньо

складну задачу. Тому, важливою задачею є розробка ефективних мето-

дiв оцiнки областi в просторi параметрiв, для значень параметрiв з якої

iснує вiдповiдний стан рiвноваги, а також знаходження умов на нелiнiйну

функцiю в правiй частинi системи диференцiальних рiвнянь, якi без ви-

значення стану рiвноваги дозволили б встановити параметричну стiйкiсть

динамiчної системи, що дослiджується.

Незважаючи на те, що концепцiя параметричної стiйкостi спочатку роз-

роблялась для дослiдження нейронних сiток та рiзних моделей типу Лотки–

Вольтерра, подальшi дослiдження показали можливiсть її застосування

для вивчення iнших класiв систем, зокрема систем типу Лур’є–Постнiкова,

якi є адекватними моделями багатьох задач непрямого регулювання машин

та механiзмiв (див. [154, 186, 187]). Актуальним в цьому напрямку також є

отримання достатнiх умов параметричної стiйкостi вiдповiдного типу без

знаходження рухомого стану рiвноваги i визначення областi в просторi па-

раметрiв, для значень параметрiв з якої така стiйкiсть зберiгається. За-

уважимо, що в роботах [154, 186, 187] область iснування стану рiвноваги

системи, що досладжується, не вiдшукується, а або вважається вiдомою,

або доводиться сам факт її iснування.

Докладнiше iз концепцiєю параметричної стiйкостi, а також iз останнiми

результатами, отриманими при її розвитку, є можливiсть ознайомитися в
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роботi [77].

Таким чином, враховуючи все вищезазначене, вивчення властивостей

механiчних систем, параметри яких заданi неточно, зокрема розвиток кон-

цепцiї параметричної стiйкостi, є новою та актуальною задачею теоретичної

механiки.

1.3 Малоприводнi механiчнi системи

Новi задачi керування складними кiнематичними механiзмами обумовле-

нi появою робототехнiчних систем нетривiальної конструкцiї (див. [26]).

У зв’язку з цим, виникають проблеми стабiлiзацiї та керування просторо-

вим рухом механiзмiв, у яких кiлькiсть керуючих входiв менше числа сте-

пенiв свободи, тобто його недостатньо для реалiзацiї звичайних режимiв

роботи робота. Дослiдження таких об’єктiв, якi в англомовнiй лiтературi

носять назву underactuated mechanical systems, що може бути перекладе-

но як “малоприводнi” механiчнi системи (ММС), було розпочато близько

двох декад тому, коли керування неголономними механiчними системами

викликало велику цiкавiсть у дослiдникiв i виникала значна кiлькiсть за-

дач, до яких звичнi методи теорiї керування не могли бути застосованi

(див. [98,100,116]). Крiм того, зменшення кiлькостi керуючих входiв i, вiд-

повiдно, виконавчих пристроїв (приводiв) позитивно впливає на енергети-

чнi, масово-габаритнi та вартiснi показники ММС, що робить їх дослiджен-

ня i впровадження ще бiльш актуальною задачею. ММСшироко використо-

вуються для моделювання реальних процесiв у таких галузях, як робото-

технiка, космонавтика, морська справа, дослiдження гнучких, мобiльних,

локомотивних систем, в багатьох iнших (див. [145] та бiблiографiю там).

Зупинимось докладнiше на тих ММС, якi будуть розглянутi в цiй роботi.

Маятник з маховиком (англ. Inertia Wheel Pendulum) був вперше запро-

понований до розгляду в роботi [178], де також отримано першi результати
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по стабiлiзацii обертанням маховика верхнього нестiйкого стану рiвноваги

маятника застосовуючи гiбридне керування. Спочатку маятник “накачую-

чись” енергiєю разхитується i потрапляє до деякого околу верхнього ста-

ну рiвноваги. Потiм керування, отримане за допомогою спецiальної замiни

змiнних, яка зводить систему диференцiальних рiвянь, що описує поведiнку

маятника, до лiнiйного вигляду, остаточно стабiлiзує маятник. Зауважимо,

що така замiна змiнних можлива лише у верхнiй пiвплощинi обертання

маятника. Подiбний “енергетичний” пiдхiд був використаний i в лабора-

торiї мехатронiки Iнституту механiки МДУ, де було сконструйовано пра-

цюючий зразок (див. [73]). Однак, автор вказує, що “. . . в данiй роботi не

отримано теоретичного доведення дiєздатностi отриманого вище закону.

Хоча ефективнiсть його окремих частин доведена. Дiєздатнiсть побудова-

ного керування в цiлому вдається показати тiльки за допомогою чисельних

та експериментальних дослiджень.” В роботi [168], використовуючи пере-

творення змiнних, початкова система диференцiальних рiвнянь, яка описує

поведiнку маятника з маховиком, зводиться до т.зв. “каскадного” вигляду.

З умов глобальної асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги цiєї

системи отримано закон керування, що забезпечує такий же тип стiйкостi

верхнього стану рiвноваги маятника. Слiд вiдмiтити, що отриманий закон

керування має громiздкий вигляд, що робить складним його застосування

на практицi.

Супутники з подвiйним обертанням є одним з основних типiв безпiло-

тних космiчних апаратiв. Наближено такий супутник може бути представ-

лений у виглядi двох твердих тiл, платформи та ротора, що з’єднанi жорс-

тким валом. Пiсля доставки на орбiту, супутник рухається без взаємного

обертання однiєї з його частин вiдносно iншої, як одне тверде тiло. Задача

полягає в тому, щоб забезпечити необертання платформи, наприклад, для

проведення дослiджень чи фотозйомки в заданому напрямку. Для цього
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електродвигун, що розташований на платформi, обертає за допомогою ва-

лу ротор у напрямку, який спiвпадає з напрямком початкового обертання.

Таким чином, кутова швидкiсть платформи прямує до нуля, а момент iм-

пульсу ротора стає рiвним початковому моменту системи. Вiдомо, однак

(див. [124, 137]), що в ходi такого маневру супутник може “перекинутись”

через збiльшення кута нутацiї чи швидкiсть обертання ротора почне нео-

бмежено збiльшуватись, що призведе до значного вiдхилення руху космi-

чного апарату вiд бажаного. В роботi [193] для дослiдження цих негативних

режимiв було запропоновано використовувати механiчну модель, яка отри-

мала назву TORA (англ. Translational Oscillator with Rotating Actuator) та

має схожу математичну природу iз моделлю супутника iз подвiйним обер-

танням. Вiдмiтимо, що окрiм застосування до космiчних апаратiв, TORA

представляє i окремий iнтерес. Зокрема, в роботi [101] запропоновано вико-

ристовувати TORA у виглядi моделi механiзму, призначеного для активно-

го гасiння вiбрацiй обертанням ексцентрикового маховика (див. також [194]

i бiблiографiю там). В роботi [145] наведений список робiт, якi присвяченi

основним пiдходам до побудови керування TORA. Згадаємо, також, ро-

боти [168, 188], де за допомогою перетворення змiнних початкова система

диференцiальних рiвнянь, що описує поведiнку TORA, зводиться до т.зв.

“каскадного вигляду”. З умов глобальної асимптотичної стiйкостi нульово-

го стану рiвноваги цiєї системи отримано закон керування, що забезпечує

такий же тип стiйкости стану рiвноваги TORA. Слiд вiдмiтити, що отри-

маний закон керування, як i у випадку застосування даного методу до

маятника з маховиком, має громiздкий вигляд, що робить складним його

застосування на практицi.

Широко вiдомо, що однiєю з причин виникнення вiбрацiй у манiпуля-

торах промислових роботiв є пружнiсть зчленувань мiж керуючим приво-

дом i керованою ланкою. Це може бути викликано деформацiєю елемен-
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тiв трансмiсiї, таких як ременi передачi чи довгi вали, наприклад, пiд час

швидкого їх руху чи пiд час великих на них навантажень. Зазвичай, такi

малi збурення iгноруються при моделюваннi механiчних систем, проте цi-

лий ряд експериментiв довели, що це може призводити до некоректностi

моделей, в тому числi до значних порушень у бажаних режимах їх фун-

кцiонування (див. [120]). Зокрема, можливе виникнення явища резонансу,

що призведе до руйнування частин механiзму. Адекватними моделями, якi

враховують вищезазначенi зауваження, є механiчнi моделi, де пружнiсть

трансмiсiї моделюється торсiонними пружинами у кожному iз зчленувань

(див. [111,176,183]). Сила, що виникає внаслiдок деформацiї пружини, за-

звичай вважається лiнiйно залежною вiд змiщення. Спецiальною замiною

змiнних математична модель, яка вiдповiдає механiчнiй моделi, що розгля-

дається, може бути зведена до лiнiйного вигляду (див. [112]). Цей факт

дозволяє застосовувати потужний апарат побудови бажаного керування,

розроблений для лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, а разом iз ви-

сокою адекватнiстю таких механiчних моделей для певних задач це робить

їх актуальними i широковживаними. Однак, слiд зауважити, що бiльшої

адекватностi математична модель набуває, якщо враховувати ефект за-

тухання коливань, а також нелiнiйний характер згадуваної сили, що стає

критичним, коли розглядаються великi навантаження чи iншi пограничнi

режими функцiонування механiчної моделi. В цьому випадку звести вiд-

повiдну математичну модель до лiнiйного вигляду не є можливим i задача

побудови керування залишається вiдкритою.

Таким чином, розвиток теорiї ММС взагалi, а також дослiдження кон-

кретних моделей таких систем, якi є адекватними моделями багатьох ре-

альних механiчних систем, є актуальною та важливою задачею теоретичної

механiки.



Роздiл 2

АНАЛIЗ ДИНАМIКИ НЕТОЧНИХ РIЗНОТЕМПОВИХ

СИСТЕМ ТИПУ ЛУР’Є–ПОСТНIКОВА, ЯКI ДОПУСКАЮТЬ

ВИДIЛЕННЯ “ШВИДКОЇ” ТА “ВИРОДЖЕНОЇ”

ПIДСИСТЕМ

Даний роздiл присвячено застосуванню методу функцiй Ляпунова для до-

слiдження динамiчних характеристик неточних рiзнотемпових систем ти-

пу Лур’є–Постнiкова, якi допускають видiлення “швидкої” та “виродженої”

пiдсистем.

Системи Лур’є–Постнiкова характеризуються тим, що нелiнiйна хара-

ктеристика об’єкта, який дослiджується, точно невiдома i потрiбно вста-

новити умови, що гарантують певну динамiчну властивiсть такої системи

для всiх нелiнiйностей, що лежать в деяких допустимих межах. Така задача

вперше була поставлена Лур’є та Постнiковим в [38], де була розглянута

стiйкiсть системи автоматичного регулювання при довiльних початкових

збуреннях i довiльнiй нелiнiйностi сервомотора, що лежить в заданому се-

кторi. Згодом ця робота започаткувала цiлий новий напрямок – теорiю аб-

солютної стiйкостi, де розглядається стiйкiсть не одної конкретної системи,

а деякої множини систем, що належать певному класу.

Слiд зазначити, що окрiм невизначеностi нелiнiйної характеристики,

суттєво впливати на динамiчнi властивостi системи, що розглядається, мо-

же наявнiсть у її складi невизначених параметрiв, якi неминуче з’являю-

ться e процесi моделювання реальної механiчної системи.

42
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Таким чином, врахування впливу нелiнiйних характеристик об’єкта та

параметричної невизначеностi моделi на динамiчнi характеристики рiзно-

темпових систем типу Лур’є–Постнiкова, зокрема, стiйкiсть та нестiйкiсть

їх станiв рiвноваги, зумовлюють необхiднiсть узагальнення вiдповiдних те-

орем методу функцiй Ляпунова.

В пiдроздiлi 2.1 наведено базовi означення концепцiї параметричної стiй-

костi, яка дає можливiсть враховувати вплив невизначених параметрiв на

iснування стану рiвноваги системи, що розглядається, та рiзнi види його

стiйкостi (нестiйкостi).

Пiдроздiл 2.2 присвячений методицi оцiнки областi у просторi параме-

трiв системи, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний стан рiвноваги

цiєї системи. Основною iдеєю, на якiй грунтується дана методика, є те, що

збiжнiсть вiдповiдного iтерацiйного процесу до нерухомої точки забезпе-

чує iснування та єдинiсть розв’язку вiдповiдного рiвняння. Суттєвим є те,

що припущення, яким повинна задовольняти система, що розглядається,

перевiряються для фiксованих значень параметра, а вiдповiдна теорема,

виходячи з цих припущень, дозволяє отримати оцiнки областi у просторi

параметрiв i оцiнки нелiнiйностi.

В пiдроздiлi 2.3 встановлено достатнi умови глобальної параметричної

асимптотичної стiйкостi рiзнотемпової системи типу Лур’є–Постнiкова у

випадку, коли система допускає видiлення “швидкої” та “виродженої” пiд-

систем. Цей результат є узагальненням теореми Красовського (див. [33])

для систем типу Лур’є–Постнiкова, але має значно бiльшу прикладну ва-

жливiсть, оскiльки мiстить оцiнки нелiнiйностi, областi параметрiв та вели-

чини, яка є вiдношенням швидкостей швидких та повiльних рухiв, що дуже

важливо для практичного застосування цих результатiв. В якостi iлюстра-

цiї наведено приклад керування електродвигуном постiйного струму.

В пiдроздiлi 2.4, використовуючи теореми оберненi до теорем Ляпуно-
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ва про нестiйкiсть та теорему Четаєва про нестiйкiсть, встановленi достатнi

умови параметричної нестiйкостi рiзнотемпової системи типу

Лур’є–Постнiкова у випадку, коли система допускає видiлення “швидкої” та

“виродженої” пiдсистем для всiх варiантiв поєднань стiйкостi та нестiйкостi

їх лiнiйних наближень при деякому значеннi параметра.

2.1 Базовi означення

Наявнiсть в реальнiй механiчнiй системi фiзичних параметрiв, якi можуть

змiнювати своє значення в процесi її функцiонування, має адекватно

вiдображатися в математичнiй моделi такої системи. На вiдмiну вiд си-

туацiї, коли параметри системи фiксованi, наявнiсть параметрiв, що змi-

нюються, може призводити до появи нових станiв рiвноваги. Цей факт не

дозволяє безпосередньо застосовувати загальноприйняту методику аналiзу

стiйкостi, розвинуту для випадку єдиного стану рiвноваги. Тому в робо-

тi [130] було введено поняття параметричної стiйкостi, яке дозволяє подо-

лати зазначенi труднощi наступним чином.

Розглянемо iнварiантну по часу систему диференцiальних рiвнянь

ẋ = f(x, p), (2.1)

де x(t) ∈ Rn – стан системи (2.1) в момент часу t ∈ R+, p ∈ Rm – векторний

фiзичний параметр, f : Rn×Rm → Rn – настiльки гладка функцiя, що для

довiльного заданого p ∈ Rm i початкової точки x0 ∈ Rn в момент часу

t0 = 0 рiвняння (2.1) має єдиний розв’язок x(t, x0, p).

Припустимо, що для деякого номiнального значення параметра p∗ iснує

стан рiвноваги x∗ системи (2.1), тобто f(x∗, p∗) = 0 i при цьому x∗ стiйкий.

Нехай параметр p змiнює своє значення вiд p∗ до деякого iншого значення.

При цьому виникає ряд питань якiсного аналiзу системи (2.1), серед яких
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такi:

– чи iснує новий стан рiвноваги xe системи (2.1) i як “далеко” вiн знахо-

диться вiд x∗?

– чи супроводжується змiна стану рiвноваги системи (2.1) вiд x∗ до xe

втратою стiйкостi?

– якщо новий стан рiвноваги xe iснує i стiйкий, то чи є ця стiйкiсть того

ж типу, що й стiйкiсть стану рiвноваги x∗?

Вiдповiдi на цi питання можуть бути знайденi в рамках поняття параме-

тричної стiйкостi. Розглянемо стан рiвноваги xe : Rm → Rn, як неперервну

функцiю xe(p) векторного параметра i наведемо наступнi означення.

Означення 2.1. Система (2.1) параметрично стiйка при значеннi

параметра p∗ ∈ Rm, якщо iснує такий вiдкритий окiл N(p∗), що для до-

вiльного p ∈ N(p∗) виконуються умови:

(а) iснує стан рiвноваги xe(p) ∈ Rn;

(б) для довiльного ε > 0 iснує таке δ(ε, p) > 0, що з умови

‖x0 − xe(p)‖ < δ

следує оцiнка

‖x(t, x0, p)− xe(p)‖ < ε,

при всiх t ∈ R+.

Означення 2.2. Система (2.1) параметрично асимптотично стiйка

при значеннi параметра p∗ ∈ Rm якщо:

(а) при значеннi параметра p∗ вона параметрично стiйка;

(б) при всiх p ∈ N(p∗) iснує таке число µ(p) > 0, що з умови

‖x0 − xe(p)‖ < µ(p),
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слiдує граничне спiввiдношення

lim
t→∞

x(t, x0, p) = xe(p).

Означення 2.3. Система (2.1) називається параметрично асимпто-

тично стiйкою по вiдношенню до областi P ⊂ Rm, якщо для любого

p ∈ P :

(1) iснує стан рiвноваги xe(p) ∈ Rn;

(2) для довiльного числа ε > 0, iснує таке число δ(ε, p) > 0, що з

умови

‖x0 − xe(p)‖ < δ,

слiдує оцiнка

‖x(t;x0, p)− xe(p)‖ < ε, при всiх t ∈ R+;

(3) iснує таке число µ(p) > 0, що з умови

‖x0 − xe(p)‖ < µ(p),

слiдує

lim
t→∞

x(t;x0, p) = xe(p).

Якщо в Означеннi 2.3 µ довiльне як завгодно велике але фiксоване чи-

сло, тодi система (2.1) називається глобально параметрично асимптотично

стiйкою по вiдношенню до областi P .

Якщо система (2.1) не володiє типом стiйкостi, вказаним в Означеннi

2.1, то вона параметрично нестiйка.

Означення 2.4. Система (2.1) параметрично нестiйка при значеннi

параметра p∗ ∈ Rm, якщо в довiльному околi N(p∗) точки p∗ iснує точка
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p̃, вiдповiдний стан рiвноваги для якої xe(p̃) ∈ Rn iснує, але нестiйкий в

сенсi Ляпунова.

Якщо умови Означення 2.4 виконуються для всiх p ∈ P ⊆ Rm, то кажуть

про параметричну нестiйкiсть системи вiдносно областi P .

Таким чином, для того щоб дослiдити систему (2.1) в контекстi з Озна-

ченнями 2.1, 2.2, 2.3 чи 2.4, необхiдно встановити спочатку умови iснування

стану рiвноваги вiдносно деякої областi у просторi параметрiв, а потiм за-

стосувати вiдповiдний метод аналiзу стiйкостi (нестiйкостi), зокрема, пря-

мий метод Ляпунова.

2.2 Методика оцiнки областi iснування єдиного стану рiвноваги

системи диференцiальних рiвнянь в просторi її параметрiв

Наведемо деякi допомiжнi твердження.

Розглянемо векторне рiвняння наступного вигляду:

A(p)x+ q(p)ϕ(r + C(p)x) = 0, (2.2)

де x ∈ Rn – змiнна, p ∈ Rl, r ∈ Rm – векторнi параметри, матрицi

A(p) ∈ Rn×n, q(p) ∈ Rn×m, C(p) ∈ Rm×n мають елементи, якi неперервно

залежать вiд параметра p, ϕ : Rm → Rm – нелiнiйна функцiя, яка неперерв-

но диференцiйовна на Rm i така, що ϕ(0) = 0 i
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0
6= 0. Вiдносно

системи (2.2) зробимо наступне припущення.

Припущення 2.1. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що ма-

триця

K(p, u) = A(p) + q(p)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

невироджена в точцi p = p∗, u = 0.
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Сформулюємо i доведемо лему, яка дозволить визначити область

Π = {(x, p, r) ∈ Rn×Rl×Rm | Ωx : ‖x‖ ≤ a, Ωp : ‖p−p∗‖ ≤ b, Ωr : ‖r‖ ≤ c}

таку, що для всiх (p, r) з Ωp×Ωr iснує xe – єдиний розв’язок рiвняння (2.2),

який належить Ωx.

Лема 2.1. Нехай рiвняння (2.2) задовольняє умовам Припущення 2.1

i для функцiї ϕ(u) виконується умова

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤
1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖)

(2.3)

для всiх u ∈ Ωu, де Ωu = {u ∈ Rm | ‖u‖ ≤ max
p∈Ωp

‖C(p)‖a + c}, c – довiльне

додатнє число,

a = 2‖(K(p∗, 0))−1‖max
p∈Ωp

‖q(p)‖×

×


1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖)
+

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥
 c

i область Ωp така, що виконується умова

max
p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
. (2.4)

Тодi для всiх (p, r) ∈ Ωp×Ωr iснує єдиний розв’язок рiвняння (2.2), xe(p, r)

який належить Ωx.

Доведення. Рiвняння (2.2) представимо у виглядi

x = (K(p∗, 0))−1
(
K(p, 0)x− [A(p)x+ q(p)ϕ(r + C(p)x)]

)
−
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−(K(p∗, 0))−1
(
K(p, 0)−K(p∗, 0)

)
x

i розглянемо iтерацiйний процес

xn+1 = (K(p∗, 0))−1
(
K(p, 0)xn − [A(p)xn + q(p)ϕ(r + C(p)xn)]

)
−

− (K(p∗, 0))−1
(
K(p, 0)−K(p∗, 0)

)
xn.

(2.5)

Застосуємо до нього теорему про нерухому точку у випадку метричного

простору iз числовим множником в якостi оператора (див. [32]). Згiдно

вказанiй теоремi, виконання умов

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖) max
u∈Ωu

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥+

+ max
p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
,

(2.6)

для всiх u ∈ Ωu, де Ωu = {u ∈ Rm | ‖u‖ ≤ max
p∈Ωp

‖C(p)‖a+ c} i

‖ϕ(r)‖ ≤ a

2‖(K(p∗))−1‖max
p∈Ωp

‖q(p)‖
(2.7)

для всiх r ∈ Ωr, достатньо для того, щоб iтерацiйний процес (2.5) мав єдину

нерухому точку, або, що те саме, вiдповiдне йому рiвняння має точно один

розв’язок, який належить Ωx.

Очевидно, що при виконаннi оцiнки (2.3) нерiвнiсть (2.6) справедлива

для всiх u ∈ Ωu.

Нехай c – довiльне додатнє число, а Ωp визначається так, як вказано

вищє. Виберемо

a = 2‖(K(p∗, 0))−1‖max
p∈Ωp

‖q(p)‖×
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×


1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖)
+

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥
 c.

Оскiльки

‖ϕ(r)‖ =

∥∥∥∥ϕ(0) +
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=r̃

r

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=r̃

∥∥∥∥ c ≤
≤
(∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=r̃
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥+

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥) c ≤
≤


1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖)
+

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥
 c =

=
a

2‖(K(p∗, 0))−1‖max
p∈Ωp

‖q(p)‖
,

то нерiвнiсть (2.7) виконується для всiх r ∈ Ωr.

Отже, нерiвностi (2.6) та (2.7) виконуються i для всiх (p, r) ∈ Ωp × Ωr,

де Ωp вибирається iз урахуванням нерiвностi (2.4), iснує єдиний розв’язок

xe рiвняння (2.2), який належить Ωx.

Лему доведено.

Розглянемо матрицю A(p) ∈ Rn×n, елементи якої неперервно залежать

вiд векторного параметра p ∈ Rl i зробимо вiдносно неї наступнi припуще-

ння.

Припущення 2.2. Iснує таке значення параметра p∗ ∈ Rl, що ма-

триця A(p) стiйка в точцi p = p∗;

Припущення 2.3. Iснує таке значення параметра p∗ ∈ Rl, що ма-

триця A(p) невироджена в точцi p = p∗.

Нехай Q – довiльна симетрична додатно визначена матриця розмiрно-

стi n × n, P – симетрична додатно визначена матриця, яка є розв’язком
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алгебраїчного рiвняння Ляпунова

AT (p∗)P + PA(p∗) = −Q, (2.8)

який, очевидно, iснує, якщо виконуються умови Припущення 2.2,

N(p, p∗) = (A(p)− A(p∗))TP + P (A(p)− A(p∗)).

Сформулюємо i доведемо леми, якi дозволять встановити область

Ωp = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b} невиродженостi матрицi A(p) в просторi

параметрiв.

Лема 2.2. Нехай матриця A(p) задовольняє умови Припущення 2.2 i

область Ωp така, що виконується спiввiдношення

max
p∈Ωp

(λmax(N(p, p∗))) < λmin(Q). (2.9)

Тодi матриця A(p) невироджена для всiх значень параметра p з областi

Ωp.

Доведення. Нехай виконуються умови Припущення 2.2 i область Ωp та-

ка, що спiввiдношення (2.9) має мiсце. Виберемо довiльне значення пара-

мера p̃ з цiєї областi i розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

ż = A(p̃)z, z ∈ Rn. (2.10)

Побудуємо функцiю V (z) = zTPz, V (0) = 0, де P – розв’язок рiвняння

(2.8), яка, очевидно, є додатно визначеною i знайдемо її похiдну по часу в

силу системи (2.10):

dV

dt

∣∣∣
(2.10)

= zT (AT (p̃)P + PA(p̃))z =

=
(
− λmin(Q) + max

p∈Ωp

(λmax(N(p̃, p∗)))
)
‖z‖2.
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Згiдно (2.9), ця похiдна є вiд’ємною для всiх z ∈ Rn, оскiльки p̃ належить

Ωp. Це означає, що функцiя V (z) задовольняє всi умови теореми Ляпунова

про асимптотичну стiйкiсть, а отже, для значення параметра p̃, система

(2.10) асимптотично стiйка. Необхiдною i достатньою умовою для цього є

стiйкiсть матрицi A(p̃), тобто її невиродженiсть. Оскiльки p̃ довiльне зна-

чення параметра з областi Ωp, то матриця A(p) стiйка, тобто невироджена,

для всiх значень параметра p з областi Ωp.

Лему доведено.

Лема 2.3. Нехай матриця A(p) задовольняє умови Припущення 2.3 i

область Ωp така, що виконується спiввiдношення

max
p∈Ωp

‖A(p)− A(p∗)‖ < 1

‖A(p)−1‖
. (2.11)

Тодi матриця A(p) невироджена для всiх значень параметра p з областi

Ωp.

Доведення. Нехай виконуються умови Припущення 2.3 i область Ωp та-

ка, що спiввiдношення (2.11) має мiсце. Виберемо довiльне значення пара-

мера p̃ з цiєї областi i представимо матрицю A(p̃) наступним чином:

A(p̃) = A(p∗)(I+A−1(p∗)(A(p̃)−A(p∗))), де I – одинична матриця вiдповiд-

ної розмiрностi. Оскiльки матриця A(p∗) невироджена, то невиродженiсть

матрицi A(p̃) еквiвалентна невиродженостi матрицi

I + A−1(p∗)(A(p̃) − A(p∗)), що буде мати мiсце, якщо виконується спiввiд-

ношення

‖A−1(p∗)(A(p̃)− A(p∗))‖ < 1. (2.12)

Так як p̃ ∈ Ωp i тому ‖A−1(p∗)(A(p̃)− A(p∗))‖ ≤

≤ ‖A−1(p∗)‖‖(A(p̃)− A(p∗))‖ ≤ ‖A−1(p∗)‖max
p∈Ωp

‖(A(p)− A(p∗))‖ < 1 згiдно

(2.11), то спiввiдношення (2.12) виконується i матриця A(p̃) невироджена.

Оскiльки p̃ довiльне значення параметра з областi Ωp, то матриця A(p)
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невироджена для всiх значень параметра p з областi Ωp.

Лему доведено.

Розглянемо систему рiвнянь
0 = A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x),

0 = A21(p)x+ A22(p)y + q2(p)ϕ(r + C(p)x),

(2.13)

де x ∈ Rn, y ∈ Rm – змiннi, r ∈ Rk, p ∈ Rl – векторнi параметри, матрицi

A11(p) ∈ Rn×n, A12(p) ∈ Rn×m, A21(p) ∈ Rm×n, A22(p) ∈ Rm×m, q1(p) ∈ Rn×k,

q2(p) ∈ Rm×k, C(p) ∈ Rk×n мають елементи, якi неперервно залежать вiд

параметра p, ϕ : Rk → Rk нелiнiйна функцiя, яка неперервно диференцi-

йовна на Rk i така, що ϕ(0) = 0,
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0
6= 0.

Вiдносно системи (2.13) зробимо наступне припущення.

Припущення 2.4. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що ма-

трицi A22(p) i K0(p, u) = A0(p) + q0(p)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p), де

A0(p) = A11(p) − A12(p)A
−1
22 (p)A21(p), q0(p) = q1(p) − A12(p)A

−1
22 (p)q2(p),

невиродженi в точках p = p∗ i p = p∗, u = 0, вiдповiдно.

Сформулюємо i доведемо основний результат роздiлу у виглядi теоре-

ми, яка дозволить встановити областi Ωp = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b} i

Ωr = {r ∈ Rk | ‖r‖ ≤ c}, для всiх значень параметрiв з яких iснує єдиний

розвязок системи (2.13).

Теорема 2.1. Нехай система (2.13) задовольняє умовам Припущення

2.4 i для функцiї ϕ(u) виконується умова

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤
1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
− max

p∈Ωp1
‖K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)‖

max
p∈Ωp1

(‖q0(p)‖‖C(p)‖)

(2.14)
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для всiх u ∈ Ωu, де Ωu = {u ∈ Rk | ‖u‖ ≤ max
p∈Ωp1

‖C(p)‖a + c}, c – довiльне

додатнє число,

a = 2‖(K0(p
∗, 0))−1‖ max

p∈Ωp1
‖q0(p)‖×

×


1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
− max

p∈Ωp1
‖K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)‖

max
p∈Ωp1

(‖q0(p)‖‖C(p)‖)
+

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥
 c,

область Ωp1 = {p ∈ Rl | ‖p− p∗‖ ≤ b1} така, що виконується умова

max
p∈Ωp1

‖K0(p, 0)−K0(p
∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
(2.15)

i область Ωp2 = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b2} така, що для всiх p з Ωp2

матриця A22(p) невироджена. Тодi для всiх (p, r) ∈ Ωp × Ωr,

Ωp = Ωp1 ∩ Ωp2, iснує єдиний розв’язок системи рiвнянь (2.13).

Доведення. Нехай величина c, яка визначає область Ωr, це довiльне до-

датне число, область Ωp1 визначається згiдно спiввiдношення (2.15), область

Ωp2 така, що для всiх p з Ωp2 матриця A22(p) невироджена, Ωp = Ωp1∩Ωp2,

величина a така, як зазначено в умовi теореми i виконуються умови Припу-

щення 2.4. Виберемо довiльнi (p̃, r̃) з областi Ωp×Ωr i розглянемо систему

(2.13) при цих значеннях параметрiв. Оскiльки p̃ ∈ Ωp2, то матриця A22(p̃)

невироджена. Легко бачити, що розв’язок (x̃, ỹ) системи (2.13), який вiд-

повiдає значенням параметрiв (p̃, r̃), iснує, якщо iснує розв’язок рiвняння

0 = A0(p̃)x̃+ q0(p̃)ϕ(r̃ + C(p̃)x̃), (2.16)

при цьому ỹ = −A−1
22 (p̃)(A21(p̃)x̃+ q2(p̃)ϕ(r̃ + C(p̃)x̃)).

Так як p̃ ∈ Ωp1, виконуються умови Припущення 2.4 i умова (2.14),

то згiдно Леми 2.1 для значень параметрiв (p̃, r̃) iснує єдиний розвязок

рiвняння (2.16). Оскiльки (p̃, r̃) довiльнi значення параметрiв з областi
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Ωp×Ωr, то для всiх (p, r) ∈ Ωp×Ωr, iснує єдиний розв’язок системи рiвнянь

(2.13).

Теорему доведено.

Зауваження 2.1. Оскiльки, згiдно Припущення 2.4, матриця A22(p
∗)

невироджена i елементи матрицi A22(p) неперервно залежать вiд зна-

чень параметра p, то область Ωp2 завжди iснує i може бути визначена

згiдно спiввiдношення (2.11) iз Леми 2.3. У випадку, коли вiдомо про стi-

кiсть матрицi A22(p
∗), область Ωp2 може бути визначена згiдно спiв-

вiдношення (2.9) iз Леми 2.2. Аналогiчно, оскiльки при p∗ спiввiдношення

(2.15) виконується i елементи матрицi K0(p, 0) неперервно залежать

вiд значень параметра p, то область Ωp1 завжди iснує i може бути ви-

значена згiдно спiввiдношення (2.15). Таким чином, очевидно, область Ωp

завжди iснує i Ωp = {p ∈ Rl | ‖p− p∗‖ ≤ b}, b = min{b1, b2}.

2.3 Достатнi умови глобальної асимптотичної стiйкостi

рухомого стану рiвноваги

В даному роздiлi, згiдно Означення 2.3, дослiджено питання глобальної

параметричної асимптотичної стiйкостi рухомого стану рiвноваги системи

диференцiальних рiвнянь вiдносно певної областi у просторi її параметрiв.

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову систему диференцiальних

рiвнянь 
ẋ = A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x),

εẏ = A21(p)x+ A22(p)y + q2(p)ϕ(r + C(p)x),

(2.17)

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiннi, що визначають стан системи в момент часу

t ∈ R+, r ∈ Rk – корегуючий вектор, матрицi A11(p) ∈ Rn×n, A12(p) ∈ Rn×m,

A21(p) ∈ Rm×n, A22(p) ∈ Rm×m, q1(p) ∈ Rn×k, q2(p) ∈ Rm×k, C(p) ∈ Rk×n

мають елементи, що неперервно залежать вiд векторного параметра p ∈ Rl,
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ϕ : Rk → Rk – нелiнiйна неперервно диференцiйовна функцiя така, що

ϕ(0) = 0,
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

= I, де I – одинична матриця вiдповiдної розмiрностi,

ε ∈ (0, 1] – малий параметр. Вважаємо, що для системи (2.17) справедлива

теорема про iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi.

Зауважимо, що система (2.17) має нерухомий стан рiвноваги в початку

координат для всiх значень параметра p, якщо значення корегуючого ве-

ктора рiвне 0. Однак, якщо r 6= 0, то стан рiвноваги стає рухомим через

змiну значень параметрiв p та r. Властивостi стiйкостi цього стану рiвно-

ваги також будуть залежати вiд вказаних параметрiв.

Вiдносно системи (2.17) зробимо наступне припущення.

Припущення 2.5. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що ма-

трицi A22(p) i K0(p, u) = A0(p) + q0(p)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p), де

A0(p) = A11(p) − A12(p)A
−1
22 (p)A21(p), q0(p) = q1(p) − A12(p)A

−1
22 (p)q2(p),

стiйкi в точках p = p∗ i p = p∗, u = 0, вiдповiдно.

Нехай Qs ∈ Rn×n i Qf ∈ Rm×m – довiльнi симетричнi додатно визначенi

матрицi, а P ∗s i P ∗f – симетричнi додатно визначенi матрицi, що є, вiдповiд-

но, розв’язками алгебраiчних рiвнянь Ляпунова

KT
0 (p∗, 0)P ∗s + P ∗sK0(p

∗, 0) = −Qs i AT
22(p

∗)P ∗f + P ∗fA22(p
∗) = −Qf ,

якi, згiдно умов Припущення 2.5, очевидно, iснують. Також позначимо

M0(p, p
∗) = (K0(p, 0)−K0(p

∗, 0))TP ∗s + P ∗s (K0(p, 0)−K0(p
∗, 0)),

N(p, p∗) = (A22(p)− A22(p
∗))TP ∗f + P ∗f ((A22(p)− A22(p

∗)).

Сформулюємо i доведемо основний результат роздiлу у виглядi теоре-

ми, яка визначає достатнi умови глобальної параметричної асимптотичної

стiйкостi системи (2.17) вiдносно певної областi у просторi параметрiв.
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Теорема 2.2. Нехай вiдносно системи (2.17) виконуються умови При-

пущення 2.5 i функцiя ϕ(u), що входить в систему (2.17), задовольняє

наступне обмеження

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− I
∥∥∥∥ ≤ λmin(Qs)− max

p∈Ωp1
(λmax(M0(p, p

∗)))

4‖P ∗s ‖‖K0(p∗, 0)‖‖(K0(p∗, 0))−1‖ max
p∈Ωp1

(‖q0(p)‖)‖C(p)‖
≡ α

(2.18)

для всiх u ∈ Rs, де область Ωp1 = {p ∈ Rl|‖p− p∗‖ ≤ b1} визначається iз

системи нерiвностей

λmin(Qs)− max
p∈Ωp1

(λmax(M0(p, p
∗)))

4‖P ∗s ‖‖K0(p∗, 0)‖‖(K0(p∗, 0))−1‖
+

+ max
p∈Ωp1

‖K0(p, 0)−K0(p
∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K0(p∗))−1‖
,

max
p∈Ωp1

(λmax(M0(p, p
∗))) < λmin(Qs),

(2.19)

i область Ωp2 = {p ∈ Rl|‖p− p∗‖ ≤ b2} визначається з умови

max
p∈Ωp2

(λmax(N(p, p∗))) < λmin(Qf). (2.20)

Тодi система (2.17) глобально параметрично асимптотично стiйка вiд-

носно областi (Ωp1∩Ωp2)×Ωr, Ωr = {r ∈ Rs|‖r‖ ≤ c}, c – довiльне додатне

число, для всiх 0 < ε < ε∗, ε∗ =
β1β2

γ1γ2 − β1ξ
, якщо γ1γ2 − β1ξ > 0 i для всiх

0 < ε ≤ 1, якщо γ1γ2 − β1ξ ≤ 0, де

β1 = −λmin(Qs) + max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(λmax(M0(p, p
∗)))+

+2‖P ∗s ‖α max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(‖q0(p)‖‖C(p)‖),

β2 = −λmin(Qf) + max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(λmax(N(p, p∗))),
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γ1 = 2‖P ∗s ‖ max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

‖A12(p)‖,

γ2 = 2‖P ∗f ‖ max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
‖A−1

22 (p)A21(p)A0(p)‖+‖A−1
22 (p)q2(p)‖‖C(p)A0(p)‖α+

+‖A−1
22 (p)q2(p)C(p)A0(p)‖+ ‖A−1

22 (p)A21(p)q0(p)‖‖C(p)‖α+

+‖A−1
22 (p)A21(p)q0(p)C(p)‖+ ‖C(p)‖‖C(p)q0(p)‖‖A−1

22 (p)q2(p)‖α2+

+‖A−1
22 (p)q2(p)‖‖C(p)q0(p)C(p)‖α + ‖C(p)‖‖A−1

22 (p)q2(p)C(p)q0(p)‖+

+‖A−1
22 (p)q2(p)C(p)q0(p)‖+ ‖A−1

22 (p)q2(p)C(p)q0(p)C(p)‖
)
,

ξ = max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

[
λmax

(
AT

12(p)(A
T
21(p) + CT (p)qT2 (p))(A−1

22 (p))TP ∗f+

+P ∗fA
−1
22 (p)(A21(p) + q2(p)C(p))A12(p)

)]
+

+2‖P ∗f ‖α max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(‖A−1
22 (p)q2(p)‖‖C(p)A12(p)‖).

Доведення. Якщо для системи (2.17) виконуються умови Припущення

2.5, то, очевидно, для неї виконуються i умови Припущення 2.4. Також, з

(2.18) та (2.19) легко бачити, що для всiх p з областi Ωp1 виконуються умови

(2.14) та (2.15). При виконаннi умови (2.20), згiдно Леми 2.2, для всiх p з

областi Ωp2 матриця A22(p) невироджена. Таким чином, згiдно Теореми 2.1,

для всiх (p, r) ∈ (Ωp1 ∩ Ωp2)× Ωr, iснує єдиний розв’язок системи рiвнянь

(2.13), тобто єдиний стан рiвноваги системи (2.17).

Нехай (p, r) довiльнi значення параметрiв з областi (Ωp1 ∩ Ωp2) × Ωr i

((xe)T , (ye)T )T – стан рiвноваги системи (2.17), що їм вiдповiдає. Розглянемо

векторну функцiю Ляпунова

V (x, y) =

 (x− xe)TP ∗s (x− xe)

(y − ye)TP ∗f (y − ye)

 , (2.21)
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елементи якої – скалярнi функцiї Ляпунова для “повiльної” та “швидкої”

пiдсистем – очевидно, додатнi для всiх значень змiнних окрiм рiвноважних

i оцiнимо похiднi компонент цiєї функцiї в силу системи (2.17):

dVs(x)

dt

∣∣∣
(2.17)

=
(
A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x)

)T
P ∗s (x− xe)+

+(x− xe)TP ∗s
(
A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x)

)
=

=
(
A0(p)x+ q0(p)ϕ(r + C(p)x)

)T
P ∗s (x− xe)+

+(x− xe)TP ∗s
(
A0(p)x+ q0(p)ϕ(r + C(p)x)

)
+

+

(
A12(p)y + A12(p)A

−1
22

(
A21(p)x+ q2(p)ϕ(r + C(p)x)

))T

P ∗s (x− xe)+

+(x−xe)TP ∗s

(
A12(p)y+A12(p)A

−1
22

(
A21(p)x+q2(p)ϕ(r+C(p)x)

))
. (2.22)

Враховуючи, що A0(p)x
e + q0(p)ϕ(r + C(p)xe) = 0 i

ye = −A−1
22

(
A21(p)x+ q2(p)ϕ(r+C(p)x

)
, перепишемо спiвiдношення (2.22)

наступним чином:

dVs(x)

dt

∣∣∣
(2.17)

= (x− xe)T
(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)T
P ∗s (x− xe)+

+(x− xe)TP ∗s
(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)
(x− xe)+

+(y − ye)TAT
12(p)P

∗
s (x− xe) + (x− xe)TP ∗sA12(p)(y − ye) =

= (x− xe)T
(
K0(p

∗, 0)TP ∗s + P ∗sK0(p
∗, 0)

)
(x− xe)+

+(x− xe)T
((

K0(p, 0)−K0(p
∗, 0)

)
P ∗s +P ∗s

(
K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)
))

(x− xe)+
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+(x− xe)T
(
q0(p)

(dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
− I
)
C(p)

)T
P ∗s (x− xe)+

+(x− xe)TP ∗s
(
q0(p)

(dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
− I
)
C(p)

)T
(x− xe)+

+ (y − ye)TA12(p)P
∗
s (x− xe) + (x− xe)P ∗sA12(p)(y − ye), (2.23)

де ũ – деяка точка простору Rs.

Враховуючи що

λmin(P ∗s )‖x− xe‖2 ≤ Vs(x) ≤ λmax(P ∗s )‖x− xe‖2,

λmin(P ∗f )‖y − ye‖2 ≤ Vf(x, y) ≤ λmax(P ∗f )‖y − ye‖2,∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
− I
∥∥∥∥ ≤ α,

продовжимо оцiнку (2.23):

dVs(x)

dt

∣∣∣
(2.17)

≤
(
− λmin(Qs) + max

p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
λmax(M0(p, p

∗))
)

+

+2‖P ∗s ‖ max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
‖q0(p)‖‖C(p)‖

)∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
− I
∥∥∥∥
)
‖x− xe‖2+

+2‖P ∗s ‖ max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
‖A12(p)‖

)
‖x− xe‖‖y − ye‖ ≤

≤
(
− λmin(Qs) + max

p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
λmax(M0(p, p

∗))
)

+

+2‖P ∗s ‖α max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
‖q0(p)‖‖C(p)‖

)) Vs(x)

λmin(P ∗s )
+

+2‖P ∗s ‖ max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
‖A12(p)‖

) V
1
2
s (x)

λ
1
2

min(P ∗s )

V
1
2

f (x, y)

λ
1
2

min(P ∗f )
=
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= β1
Vs(x)

λmin(P ∗s )
+ γ1

V
1
2
s (x)

λ
1
2

min(P ∗s )

V
1
2

f (x, y)

λ
1
2

min(P ∗f )
. (2.24)

dVf(x, y)

dt

∣∣∣
(2.17)

= (ẏ − dye

dx
ẋ)TP ∗f (y − ye) + (y − ye)TP ∗f (ẏ − dye

dx
ẋ) =

=

(
1

ε
A21(p)x+

1

ε
A22(p)y +

1

ε
q2(p)ϕ(r + C(p)x)+

+A−1
22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)
×

×
(
A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x)

))T

P ∗f (y − ye)+

+(y − ye)TP ∗f

(
1

ε
A21(p)x+

1

ε
A22(p)y +

1

ε
q2(p)ϕ(r + C(p)x)+

+A−1
22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)
×

×
(
A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x)

))
=

=
1

ε
(y − ye)T

(
AT

22(p)P
∗
f + P ∗fA22(p)

)
(y − ye)+

+

(
A−1

22 (p)
(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)
×

×
(
A0(p)x+ q0(p)ϕ(r + C(p)x)

))T

P ∗f (y − ye)+

+

(
A−1

22 (p)
(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)
A12(p)(y − ye)

)T

P ∗f (y − ye)+

+(y−ye)TP ∗f

(
A−1

22 (p)
(
A21(p)+q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)(
A0(p)x+q0(p)ϕ(r+C(p)x)

))
+
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+(y − ye)TP ∗f

(
A−1

22 (p)
(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)
A12(p)

)
(y − ye) =

=
1

ε
(y − ye)T

(
AT

22(p)P
∗
f + P ∗fA22(p)

)
(y − ye)+

+(x− xe)T
(
A−1

22 (p)
(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)
×

×
(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
C(p)

))T

P ∗f (y − ye)+

+(y − ye)TP ∗f

(
A−1

22 (p)
(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)
×

×
(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
C(p)

))
(x− xe)+

+(y − ye)T
(
A−1

22 (p)
(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)
A12(p)

)T

P ∗f (y − ye)+

+(y − ye)TP ∗f

(
A−1

22 (p)
(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p)

)
A12(p)

)
(y − ye) =

=
1

ε
(y − ye)T

(
AT

22(p)P
∗
f + P ∗fA22(p)

)
(y − ye)+

+(y−ye)T
[(

A−1
22 (p)A21(p)A12(p) +A−1

22 (p)q2(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− I
)
C(p)A12(p)+

+A−1
22 (p)q2(p)C(p)A12(p)

)T

P ∗f + P ∗f

(
A−1

22 (p)A21(p)A12(p)+

+A−1
22 (p)q2(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− I
)
C(p)A12(p)+A

−1
22 (p)q2(p)C(p)A12(p)

)]
(y−ye)+

+(x− xe)T
[
A−1

22 (p)A21(p)A0(p) + A−1
22 (p)q2(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)A0(p)+
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+A−1
22 (p)q2(p)C(p)A0(p) + A−1

22 (p)A21(p)q0(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)+

+A−1
22 (p)q2(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)q0(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)+

+A−1
22 (p)q2(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)q0(p)C(p)+

+A−1
22 (p)q2(p)C(p)q0(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)+

+A−1
22 (p)A21(p)q0(p)C(p) + A−1

22 (p)q2(p)C(p)q0(p)C(p)

]T
P ∗f (y − ye)+

+(y − ye)TP ∗f

[
A−1

22 (p)A21(p)A0(p) +A−1
22 (p)q2(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)A0(p)+

+A−1
22 (p)q2(p)C(p)A0(p) + A−1

22 (p)A21(p)q0(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)+

+A−1
22 (p)q2(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)q0(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)+

+A−1
22 (p)q2(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)q0(p)C(p)+

+A−1
22 (p)q2(p)C(p)q0(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
)
C(p)+

+ A−1
22 (p)A21(p)q0(p)C(p) + A−1

22 (p)q2(p)C(p)q0(p)C(p)

]
(x− xe), (2.25)

де
≈
u – деяка точка простору Rs.

Враховуючи що

λmin(P ∗s )‖x− xe‖2 ≤ Vs(x) ≤ λmax(P ∗s )‖x− xe‖2,

λmin(P ∗f )‖y − ye‖2 ≤ Vf(x, y) ≤ λmax(P ∗f )‖y − ye‖2,
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∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣≈
u
− I
∥∥∥∥ ≤ α,

продовжимо оцiнку (2.25):

dVf(x, z)

dt

∣∣∣
(2.17)

≤
(
− 1

ε
λmin(Qf) +

1

ε
max

p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
λmax(N(p, p∗))

)
+

+

[
max

p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
λmax

[(
A−1

22 (p)
(
A21(p) + q2(p)C(p)

)
A12(p)

)T
P ∗f+

+P ∗f

(
A−1

22 (p)
(
A21(p) + q2(p)C(p)

)
A12(p)

)])
+

+2‖P ∗f ‖α max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
‖A−1

22 (p)q2(p)‖‖C(p)A12(p)‖
)]
‖y − ye‖2+

+2‖P ∗f ‖ max
p∈(Ωp1∩Ωp2)

(
‖A−1

22 (p)A21(p)A0(p)‖+ ‖A−1
22 (p)q2(p)‖‖C(p)A0(p)‖α+

+‖A−1
22 (p)q2(p)C(p)A0(p)‖+ ‖A−1

22 (p)A21(p)q0(p)‖‖C(p)‖α+

+‖A−1
22 (p)A21(p)q0(p)C(p)‖+ ‖C(p)‖‖C(p)q0(p)‖‖A−1

22 (p)q2(p)‖α2+

+‖A−1
22 (p)q2(p)‖‖C(p)q0(p)C(p)‖α + ‖C(p)‖‖A−1

22 (p)q2(p)C(p)q0(p)‖α+

+‖A−1
22 (p)q2(p)C(p)q0(p)C(p)‖

)
‖x− xe‖‖y − ye‖ =

=
(β2

ε
+ ξ
)
‖z − ze‖2 + γ2‖x− xe‖‖z − ze‖ ≤

≤
(β2

ε
+ ξ
) Vf(x, y)

λmin(P ∗f )
+ γ2

V
1
2
s (x)

λ
1
2

min(P ∗s )

V
1
2

f (x, y)

λ
1
2

min(P ∗f )
. (2.26)

З оцiнок (2.24) i (2.26) слiдує оцiнка похiдної векторної функцiї V (x, y)
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в силу системи (2.17) вiдносно конуса R2
+:

dV (x, y)

dt

∣∣∣
(2.17)

≤



β1

λmin(P ∗s )
Vs(x) +

γ1

λ
1
2

min(P ∗s )λ
1
2

min(P ∗f )
V

1
2
s (x)V

1
2

f (x, y)

γ2

λ
1
2

min(P ∗s )λ
1
2

min(P ∗f )
V

1
2
s (x)V

1
2

f (x, y) +

(β2

ε
+ ξ)

λmin(P ∗f )
Vf(x, y)


.

(2.27)

Скориставшись нерiвнiстю −az2 + bz ≤ −a
2
z2 +

b2

2a
, продовжимо оцiнку

(2.27)

dV (x, y)

dt

∣∣∣
(2.17)

≤ 1

2


β1

λmin(P ∗s )
Vs(x) +

γ2
1

(−β1)λmin(P ∗f )
Vf(x, y)

γ2
2

λmin(P ∗s )
(
− β2

ε
− ξ
)Vs(x) +

β2

ε
+ ξ

λmin(P ∗f )
Vf(x, y)

 =

= AV (x, y),

де

A =
1

2


β1

λmin(P ∗s )

γ2
1

(−β1)λmin(P ∗f )

γ2
2(

− β2

ε
− ξ
)
λmin(P ∗s )

β2

ε
+ ξ

λmin(P ∗f )

 .

Зауважимо, що оскiльки виконується оцiнка (2.18) i для всiх

p ∈ (Ωp1 ∩ Ωp2), очевидно, справедливi спiввiдношення (2.19), то β1 < 0.

Також, оскiльки для всiх p ∈ (Ωp1∩Ωp2) оцiнка (2.20) має мiсце, то β2 < 0.

Величини γ1, γ2 – додатнi.

Розглянемо систему рiвнянь

dU

dt
= AU, (2.28)
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де матриця A задана вище, а U = (u1, u2)
T ∈ R2. При виконаннi спiвiдно-

шення

β1

(β2

ε
+ ξ
)
> γ1γ2 (2.29)

функцiя f(U) = AU задовольняє умову Важевського вiдносно конуса R2
+ i

матриця A стiйка, тобто система (2.28) є системою порiвняння для системи

(2.17) i стан рiвноваги ((xe)T , (ye)T )T системи (2.17) для обраних значень

параметрiв (p, r) є глобально асимптотично стiйким. Так як (p, r) довiльна

точка областi (Ωp1 ∩ Ωp2)× Ωr, то система (2.17) глобально параметрично

асимптотично стiйка вiдносно цiєї областi.

Нерiвнiсть (2.29) виконується для всiх 0 < ε < ε∗, ε∗ =
β1β2

γ1γ2 − β1ξ
, якщо

γ1γ2 − β1ξ > 0 i для всiх 0 < ε ≤ 1, якщо γ1γ2 − β1ξ ≤ 0.

Теорему доведено.

Приклад 2.1. В якостi iлюстрацiї застосування запропонованої мето-

дики, розглянемо модель керування електродвигуном постiйного струму

(див. [132,167,174]).

В нормальних змiнних, система диференцiальних рiвнянь, що являє со-

бою математичну модель механiзму, який розглядається, має вигляд:

dθ

dt
= ω,

dω

dt
= i+

k∑
j=1

ajω1j(θ, ω),

di

dt
=
Tm
Te

(−ω − i+ ξ),

ε
dξ

dt
= −ξ + gu,

(2.30)

де θ, ω, i та ξ – координати, що визначають положення двигуна, його кутову

швидкiсть, силу тока в обмотцi ротору та напругу, вiдповiдно; u – керува-

ння пiдсилювачем, який характеризиується постiйним коефiцiєнтом g та

параметром ε. Невизначене навантаження на валу представлено у виглядi
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k∑
j=1

ajω1j(θ, ω), де ω1j(θ, ω) деякi нелiнiйнi функцiї, а aj – невiдомi констан-

ти. Для простоти вважатимемо k = 1, тобто невизначене навантаження на

валу – a1ω11(θ, ω). Виконавши замiну змiнних

x1 = θ, x2 = ω, x3 = i, y = ξ

i застосувавши закон керування

u = − 1

bg
[75x1 + (90− 3b)x2 + (30− 3b)x3 + 15a1ω11(x1, x2) + 24by],

перетворимо систему (2.30) до загального вигляду (2.17), де

A11 =


0 1 0

0 0 1

0 −b −b

 , A12 =


0

0

b

 , q1(a1) =


0

a1

0

 ,

A21 =

(
−75

b
, −

(90

b
− 3
)
, −

(30

b
− 3
) )

,

A22 =

(
−25

)
, q2(a1) =

(
−15a1

b

)
, b =

Tm
Te
.

Нелiнiйна функцiя ϕ(σ) = ω11(x1, x2), де σ = r + Cx, r ∈ R – деякий

параметр, C =

(
0, 0.1, 0

)
, x =

(
x1, x2, x3

)T
. Вважаємо, що

dϕ(σ)

dσ

∣∣∣
σ=0

= 1.

За допомогою запропонованого вище пiдходу, визначимо множину зна-

чень параметра a1, для кожного значення параметра з якої система буде

глобально асимптотично стiйкою, побудуємо вiдповiднi функцiї Ляпунова

в явному виглядi i вкажемо граничне значення параметра ε∗.



68

Визначимо матрицю K0(a1, 0) i переконаємося, що система задовольняє

умовам Припущення 2.5. Значення параметра a∗1 виберемо рiвним 5. Нехай

матриця

Qs =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

i b = 1.5, тодi

P ∗s =


2.725 2.185 0.166

2.185 4.890 0.982

0.166 0.982 0.588


з вiдповiдного алгебраїчного рiвняння Ляпунова. Обрахувавши матрицю

M0(a1, a
∗
1), отримаємо область

Ωa11 = {a1 ∈ R
∣∣∣|a1 − a∗1| ≤ 2.3}

з системи нерiвностей (2.19) i величину α = 0.00335 iз спiввiдношення

(2.18). Для матрицi Qf =

(
1

)
визначимо матрицю P ∗f =

(
0.02

)
.

Оскiльки A22 не залежить вiд параметра a1, то N(a1, a
∗
1) = 0 i, вiдповiд-

но, Ωa12 = R. Обрахуємо β1 = −0.843, β2 = −1, γ1 = 19.182, γ2 = 0.184,

ξ = 0.041 i отримаємо ε∗ = 0.237. Таким чином, згiдно Теореми 2.2, систе-

ма (2.30) глобально параметрично асимптотично стiйка вiдносно областi

{a1 ∈ R
∣∣∣|a1 − 5| ≤ 2.3} × {r ∈ R

∣∣∣|r| ≤ c}, де c – довiльне додатне число,

для всiх ε ∈ (0, ε∗], якщо функцiя ϕ(σ) задовольняє секторнiй умовi∣∣∣∣∂ϕ(σ)

∂σ

∣∣∣
σ
− 1

∣∣∣∣ ≤ 0.00335.
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Функцiя Ляпунова для “виродженої” системи має вигляд

Vs(x) = (x− xe(a1, r))
TP ∗s (x− xe(a1, r)),

для “швидкої” –

Vf(x, z) = (z − ze(a1, r))
TP ∗f (z − ze(a1, r)),

де (xe(a1, r), z
e(a1, r)) – стан рiвноваги системи, який вiдповiдає значенням

параметрiв a1 та r.

Рис. 2.1 – Поведiнка траєкторiй системи (2.30)

Вибравши ϕ(σ) = 0.0015 sinσ + 0.9985σ переконаємось, що ця функцiя

задовольняє отриманим секторним умовам. На Рис. 2.1 представлено по-

ведiнку змiнних x та y при значеннях параметрiв a1 = 3, r = −2, ε = 0.01

i початкових значеннях змiнних x0 =

(
0.75, 0, −0.5

)
, y0 = −0.1.

Стан рiвноваги, який вiдповiдає вибраним значенням параметрiв –

xe =

(
0.546, 0, 0.6

)
, ye = 0.899.
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2.4 Достатнi умови нестiйкостi рухомого стану рiвноваги

В даному роздiлi дослiджується питання параметричної нестiйкостi рухо-

мого стану рiвноваги у контекстi Означення 2.4.

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову систему диференцiальних

рiвнянь (2.17), яка введена у пiдроздiлi 2.2. Нехай вiдносно неї виконую-

ться умови Припущення 2.4. Зауважимо, що система допускає видiлення

виродженої та швидкої пiдсистем, якi описують повiльнi та швидкi рухи

системи, вiдповiдно.

Розглянемо випадок, коли в точцi p∗ простору параметрiв Rl кожна з

цих пiдсистем нестiйка.

Припущення 2.6. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що

1) матриця A22(p
∗) нестiйка, тобто iснує хоча б одне власне значення

матрицi A22(p
∗), яке має додатню дiйсну частину;

2) для всiх i, j = 1, . . . ,m, λi(A22(p
∗)) + λj(A22(p

∗)) 6= 0, де λi(·) власнi

значення вiдповiдної матрицi;

3) матриця K0(p, u) = A0(p) + q0(p)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p) нестiйка в точцi

p = p∗, u = 0 у вказаному вище сенсi;

4) λi(K0(p
∗, 0)) + λj(K0(p

∗, 0)) 6= 0, для всiх i, j = 1, . . . , n.

Нехай Q1 ∈ Rn×n, Q2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,

а P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rm×m – симетричнi матрицi, якi є розв’язками рiвнянь

(K0(p
∗, 0))TP1 + P1K0(p

∗, 0) = Q1, (A22(p
∗))TP2 + P2A22(p

∗) = Q2,

причому, згiдно теореми оберненiй до теореми Ляпунова про нестiйкiсть

для лiнiйних систем (див. [3]), а також умовам Припущення 2.6, матрицi

P1 та P2 iснують.
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Розглянемо функцiю

V (x, y) = (x− xe)TP1(x− xe) + (y − φ(x))TP2(y − φ(x)), (2.31)

де φ(x) = −A−1
22 (p)

(
A21(p)x + q2(p)ϕ(r + C(p)x)

)
, ((xe)T , (ye)T )T – стан

рiвноваги системи (2.17). Очевидно, що V (xe, ye) = 0. Сформулюємо i до-

ведемо лему.

Лема 2.4. В довiльному околi S1×S2 точки ((xe)T , (ye)T )T iснує така

точка (x̃T , ỹT )T , що V (x̃, ỹ) > 0.

Доведення. Виберемо S1 – довiльний окiл точки xe i S2 – довiльний

окiл точки ye = φ(xe). Покажемо, що в околi S1 × S2 точки ((xe)T , (ye)T )T

iснує така точка (x̃T , ỹT )T , що V (x̃, ỹ) > 0. Нехай x = xe. Тодi

V (xe, y) = (y− ye)TP2(y− ye). Згiдно теоремb, оберненiй до теореми Ляпу-

нова про нестiйкiсть i виходячи з вибору матрицi P2 можемо заключити,

що в довiльному околi точки ye iснує така точка, що в нiй функцiя V (xe, y)

додатня. Нехай в околi S2 це точка z̃, тобто V (xe, ỹ) > 0. Оскiльки функцiя

V (x, ỹ) неперервна по x, то iснує деякий окiл точки xe такий, що для всiх x

з нього V (x, ỹ) > 0. Вибрав в якостi точки x̃ довiльну точку перетину цiєї

областi з областю S1 остаточно отримаємо, що в довiльному околi S1 × S2

точки ((xe)T , (ye)T )T iснує точка (x̃T , ỹT )T така, що V (x̃, ỹ) > 0.

Лему доведено.

Позначимо

A(α, P ) = λmin(Q1) + min
p∈P

(λmin(M(p, 0)−M(p∗, 0)))−

−2‖P1‖max
p∈P

(‖C(p)‖‖q0(p)‖)α,

B1(P ) = λmin(Q2) + min
p∈P

(λmin(L1(p)− L1(p
∗))),

B2(α, P ) = λmin(L2(p
∗, 0))−
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−2‖P2‖max
p∈P

(
‖A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)‖A12(p)− A12(p

∗)‖+

+γ1(p, α)‖A12(p
∗)‖+ ‖K1(p

∗, 0)‖‖A12(p)− A12(p
∗)‖+ ‖K1(p

∗, 0)A12(p
∗)‖
]
−

−2‖P2A
−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)‖A12(p

∗)‖+ ‖K1(p
∗, 0)‖‖A12(p)− A12(p

∗)‖+

+‖A12(p)− A12(p
∗)‖γ1(p, α)

])
,

C(α, P ) = ‖N(p∗, 0, 0)‖+ max
p∈P

(
‖P1‖‖A12(p)− A12(p

∗)‖+

+‖P2‖‖A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗)‖
[
γ1(p, α)γ0(p, α)+

+γ1(p, α)‖K0(p
∗, 0)‖+ ‖K1(p

∗, 0)‖γ0(p, α) + ‖K1(p
∗, 0)K0(p

∗, 0)‖
]
+

+‖P2A
−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)γ0(p, α) + γ1(p, α)‖K0(p

∗, 0)‖+ ‖K1(p
∗, 0)‖γ0(p, α)

])
,

де

M(p, ˜̃u) = Q1 +
(
K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)
)T
P1 + P1

(
K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)
)

+

+(C(p))T
(
dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

)T
(q0(p))

TP1+

+P1q0(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

)
C(p),

L1(p) = Q2 +
(
A22(p)− A22(p

∗)
)T
P2 + P2

(
A22(p)− A22(p

∗)
)
,

L2(p, ũ) = P2A
−1
22 (p∗)K1(p

∗, 0)A12(p
∗)+(A12(p

∗))T (K1(p
∗, 0))T (A−1

22 (p∗))TP2+

+P2

(
A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)

)[(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)(
A12(p)− A12(p

∗)
)

+

+
(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)
A12(p

∗) +K1(p
∗, 0)

(
A12(p)− A12(p

∗)
)

+

+K1(p
∗, 0)A12(p

∗)

]
+P2A

−1
22 (p∗)

[(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)(
A12(p)−A12(p

∗)
)

+
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+
(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)
A12(p

∗) +K1(p
∗, 0)

(
A12(p)− A12(p

∗)
)]

+

+

[
(A12(p

∗))T
(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)T

+
(
A12(p)− A12(p

∗)
)T

(K1(p
∗, 0))T+

+
(
A12(p)− A12(p

∗)
)T(

K1(p, ũ)−K1(p
∗, 0)

)T]
(A−1

22 (p∗))TP2+

+

[
(A12(p

∗))T (K1(p
∗, 0))T +

(
A12(p)− A12(p

∗)
)T
K1(p

∗, 0)+

+(A12(p
∗))T

(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)T

+

+
(
A12(p)− A12(p

∗)
)T(

K1(p, ũ)−K1(p
∗, 0)

)T](
A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)

)T
P2,

N(p, ũ, ˜̃u) = (A12(p
∗))TP1 + P2A

−1
22 (p∗)K1(p

∗, 0)K0(p
∗, 0)+

+
(
A12(p)− A12(p

∗)
)T
P1 + P2

(
A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)

)
×

×
[(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)

+

+
(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)
K0(p

∗, 0)+

+K1(p
∗, 0)

(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)

+K1(p
∗, 0)K0(p

∗, 0)

]
+

+P2A
−1
22 (p∗)

[(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)

+

+
(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)
K0(p

∗, 0) +K1(p
∗, 0)

(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)]
,

K1(p, u) = A21(p) + q2(p)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p).

Сформулюємо i доведемо лему.
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Лемма 2.5 Нехай функцiя ϕ(u) така, що для всiх u ∈ Rk

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ α, α > 0,

i значення параметра p вибране з деякої областi P , p∗ ∈ P . Тодi для

похiдної функцiї (2.31) по часу в силу системи (2.17) для всiх x ∈ Rn,

y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1], p ∈ P ⊆ Rl має мiсце наступна оцiнка знизу:

dV (x, y)

dt

∣∣∣
(2.17)

≥ (‖x−xe‖, ‖y−φ(x)‖)D(α, P )(‖x−xe‖, ‖y−φ(x)‖)T , (2.32)

де

D(α, P ) =

 A(α, P ) −C(α, P )

−C(α, P )
1

ε
B1(P ) +B2(α, P )

 .

Доведення. Враховуючи, що

ẋ = A11(p)x+ A12(p)z + q1(p)ϕ(u) =

=
(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)
(x− xe) + A12(p)(z − φ(x))

i

ẏ − dφ(x)

dx
ẋ =

1

ε
A22(p)(y − φ(x))+

+A−1
22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)
(x− xe)+

+A−1
22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)
A12(p)(y − φ(x)),

де ũ i ˜̃u – деякi значення змiнної з Rk, отримаємо:

dV (x, y)

dt

∣∣∣
(2.17)

= (x− xe)TM(p, ˜̃u)(x− xe) +
1

ε
(y − φ(x))TL1(p)(y − φ(x))+
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+(y − φ(x))TL2(p, ũ)(y − φ(x)) + (x− xe)T (N(p, ũ, ˜̃u))T (y − φ(x))+

+(y − φ(x))TN(p, ũ, ˜̃u)(x− xe).

Скориставшись оцiнками, що отриманi в роботi [48],

‖K0(p, ˜̃u)−K0(p
∗, 0)‖ ≤ ‖A0(p)− A0(p

∗)‖+ β0(p, α) = γ0(p, α),

‖K1(p, ũ)−K1(p
∗, 0)‖ ≤ ‖A21(p)− A21(p

∗)‖+ β1(p, α) = γ1(p, α),

де

βi(p, α) = α‖qi(p)− qi(p∗)‖‖C(p)− C(p∗)‖+ α‖C(p∗)‖‖qi(p)− qi(p∗)‖+

+‖qi(p)− qi(p∗)‖
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ‖C(p)− C(p∗)‖+

+‖qi(p)− qi(p∗)‖
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ‖C(p∗)‖+

+α‖qi(p∗)‖‖C(p)− C(p∗)‖+ α‖qi(p∗)‖‖C(p∗)‖+

+‖qi(p∗)‖
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ‖C(p)− C(p∗)‖, i = 0, 1

i враховуючи, що функцiя ϕ(u) така, що∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ α, α > 0,

для всiх u ∈ Rk, отримаємо оцiнку похiдної функцiї (2.31) знизу, якщо

значення параметра p вибирається з деякої областi P ⊆ Rl, x ∈ Rn, y ∈ Rm,

ε ∈ (0, 1]:
dV (x, y)

dt

∣∣∣
(2.17)

≥ A(α, P )‖x− xe‖2+

+
(1

ε
B1(P ) +B2(α, P )

)
‖y − φ(x)‖2 − 2C(α, P )‖x− xe‖‖y − φ(x)‖ =
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= (‖x− xe‖, ‖y − φ(x)‖)D(α, P )(‖x− xe‖, ‖y − φ(x)‖)T .

Лему доведено.

Введемо позначення

α∗ =

1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K0(p, 0)−K0(p
∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(
‖q0(p)‖‖C(p)‖

) ,

α1 = min

α∗,
λmin(Q1) + min

p∈Ωp2

(
λmin(M(p, 0)−M(p∗, 0))

)
2‖P1‖ max

p∈Ωp2

(
‖C(p)‖‖q0(p)‖

)


i сформулюємо теорему:

Теорема 2.3. Нехай для системи (2.17) виконуються умови Припу-

щень 2.4, 2.6, функцiя ϕ(u), при всiх u ∈ Rk, задовольняє умовi∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ α < α1, (2.33)

ε ∈



(
0, A(α,P )B1(P )

C2(α,P )−A(α,P )B2(α,P )

)
, якщо C2(α, P )− A(α, P )B2(α, P ) > 0

i A(α,P )B1(P )
C2(α,P )−A(α,P )B2(α,P ) < 1;

(0, 1], якщо C2(α, P )− A(α, P )B2(α, P ) > 0

i A(α,P )B1(P )
C2(α,P )−A(α,P )B2(α,P ) ≥ 1;

(0, 1], якщо C2(α, P )− A(α, P )B2(α, P ) ≤ 0;

область Ωp визначається з умови (2.15), область Ωp2 вибираеться iз ура-

хуванням нерiвностi

λmin(Q1) + min
p∈Ωp2

(
λmin(M(p, 0)−M(p∗, 0))

)
> 0, (2.34)
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область Ωp3 вибираеться iз урахуванням нерiвностi

λmin(Q2) + min
p∈Ωp3

(
λmin(L1(p)− L1(p

∗))
)
> 0, (2.35)

область Ωp1 визначається згiдно Леми 2.3, P ⊆ Ωp ∩ Ωp1 ∩ Ωp2 ∩ Ωp3,

Ωr = {r ∈ Rk | ‖r‖ ≤ b, b ∈ R+}. Тодi система (2.17) параметрично

нестiйка вiдносно областi P × Ωr.

Доведення. Згiдно Теореми 2.1, якщо система (2.17) задовольняє умовам

Припущення 2.4 i для всiх u ∈ Rk виконується нерiвнiсть (2.33), то для

всiх (pT , rT )T ∈ (Ωp ∩ Ωp1) × Ωr, де Ωp вибирається з умови (2.15), Ωp1

визначається згiдно Леми 2.3, а Ωr = {r ∈ Rk | ‖r‖ ≤ b}, де b – довiльне

додатне число, iснує єдиний стан рiвноваги системи (2.17). Очевидно, що

вiн буде iснувати i для всiх (pT , rT )T ∈ P × Ωr. Покажемо, що для всiх

значень параметра з цiєї областi вiдповiдний стан рiвноваги буде нестiйким.

Нехай (pT , rT )T ∈ P × Ωr i ((xe(p, r))T , (ye(p, r))T )T – стан рiвно-

ваги системи (2.17), який їм вiдповiдає. Розглянемо скалярну функцiю

(2.31), для якої, згiдно Леми 2.4, в довiльному околi стану рiвноваги

((xe(p, r))T , (ye(p, r))T )T iснує точка (x̃T , ỹT )T , в якiй V (x̃, ỹ) > 0. Для похi-

дної функцiї (2.31) по часу в силу системи (2.17) справедлива оцiнка (2.32).

Для вибраного у вiдповiдностi з умовою (2.33) значення α i, згiдно (2.34),

(2.35), для всiх p ∈ P , елементи матрицiD(α, P ), а самеA(α, P ) iB1(P ), до-

датнi. Тому, матриця D(α, P ) додатно визначена, тобто
dV (x, y)

dt

∣∣∣
(2.17)

> 0,

при всiх p ∈ P , x ∈ Rn, y ∈ Rm i ε таких, як зазначено в умовi теореми.

Отже, згiдно теореми Четаєва про нестiйкiсть (див. [21]), система (2.17) не-

стiйка при вибраних значеннях параметрiв (pT , rT )T . Оскiльки, цi значення

довiльнi з областi P×Ωr, то система (2.17) параметрично нестiйка вiдносно

цiєї областi.

Теорему доведено.
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Розглянемо випадок, коли в точцi p∗ простору параметрiв Rl вироджена

пiдсистема стiйка, а швидка – нестiйка.

Припущення 2.7. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що

1) матриця A22(p
∗) нестiйка, тобто iснує хоча б одне власне значення

матрицi A22(p
∗), яке має додатню дiйсну частину;

2) для всiх i, j = 1, . . . ,m, λi(A22(p
∗)) + λj(A22(p

∗)) 6= 0, де λi(·) власнi

значення вiдповiдної матрицi;

3) матриця K0(p
∗, 0) стiйка, тобто всi власнi значення матрицi

K0(p
∗, 0) мають вiд’ємнi дiйснi частини.

Нехай Q1 ∈ Rn×n, Q2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,

P1 ∈ Rn×n – симетрична додатно визначена матриця, яка є розв’язком

рiвняння

(K0(p
∗, 0))TP1 + P1K0(p

∗, 0) = −Q1,

P2 ∈ Rm×m – симетрична матриця, яка є розв’язком рiвняння

(A22(p
∗))TP2 + P2A22(p

∗) = Q2,

причому, враховуючи умови Припущення 2.7, згiдно теореми оберненiй до

теореми Ляпунова про стiйкiсть для лiнiйних систем i теореми оберненiй до

теореми Ляпунова про нестiйкiсть для лiнiйних систем (див. [3]), матрицi

P1 i P2, вiдповiдно, iснують.

Розглянемо функцiю

Ṽ (x, y) = −(x− xe)TP1(x− xe) + (y − φ(x))TP2(y − φ(x)), (2.36)

де φ(x) = −A−1
22 (p)

(
A21(p)x + q2(p)ϕ(r + C(p)x)

)
, ((xe)T , (ye)T )T – стан

рiвноваги системи (2.17). Очевидно, що Ṽ (xe, ye) = 0.
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Лемма 2.6. В довiльному околi S1 × S2 точки ((xe)T , (ye)T )T iснує

така точка (x̃T , ỹT )T , що V (x̃, ỹ) > 0.

Доведення Леми 2.6 аналогiчне доведенню Леми 2.4.

Позначимо

Ã(α, P ) = λmin(Q1) + min
p∈P

(λmin(M̃(p, 0)− M̃(p∗, 0)))−

−2‖P1‖max
p∈P

(‖C(p)‖‖q0(p)‖)α,

C̃(α, P ) = ‖Ñ(p∗, 0, 0)‖+ max
p∈P

(
‖P1‖‖A12(p)− A12(p

∗)‖+ ‖P2‖‖A−1
22 (p)−

−A−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)γ0(p, α) + γ1(p, α)‖K0(p

∗, 0)‖+ ‖K1(p
∗, 0)‖γ0(p, α)+

‖K1(p
∗, 0)K0(p

∗, 0)‖
]

+ ‖P2A
−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)γ0(p, α)+

+γ1(p, α)‖K0(p
∗, 0)‖+ ‖K1(p

∗, 0)‖γ0(p, α)
])
,

L̃1(p) = L1(p), L̃2(p, ũ) = L2(p, ũ),

де

M̃(p, ˜̃u) = Q1 +
(
K0(p

∗, 0)−K0(p, 0)
)T
P1 + P1

(
K0(p

∗, 0)−K0(p, 0)
)
−

−(C(p))T
(
dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

)T
(q0(p))

TP1−

−P1q0(p)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

)
C(p),

Ñ(p, ũ, ˜̃u) = −(A12(p
∗))TP1 + P2A

−1
22 (p∗)K1(p

∗, 0)K0(p
∗, 0)+

+P2

(
A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)

)[(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)

+

+
(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)
K0(p

∗, 0) +K1(p
∗, 0)

(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)

+
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+K1(p
∗, 0)K0(p

∗, 0)

]
−
(
A12(p)− A12(p

∗)
)T
P1+

+P2A
−1
22 (p∗)

[(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)

+

+
(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)
K0(p

∗, 0) +K1(p
∗, 0)

(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)]
.

Лема 2.7. Нехай функцiя ϕ(u) така, що для всiх u ∈ Rk

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ α, α > 0,

i значення параметра p вибирається з деякої областi P , p∗ ∈ P . Тодi для

похiдної функцiї (2.36) по часу в силу системи (2.17) для всiх x ∈ Rn,

y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1], p ∈ P ⊆ Rl має мiсце наступна оцiнка знизу

dṼ (x, y)

dt

∣∣∣
(2.17)

≥ (‖x− xe‖, ‖y − φ(x)‖)D̃(α, P )(‖x− xe‖, ‖y − φ(x)‖)T ,

де

D̃(α, P ) =

 Ã(α, P ) −C̃(α, P )

−C̃(α, P )
1

ε
B1(P ) +B2(α, P )

 .

Доведення Леми 2.7 проводиться аналогiчно доведенню Леми 2.5 iз ура-

хуванням того, що

dṼ (x, y)

dt

∣∣∣
(1)

= (x− xe)TM̃(p, ˜̃u)(x− xe) +
1

ε
(y − φ(x))T L̃1(p)(y − φ(x))+

+(y − φ(x))T L̃2(p, ũ)(y − φ(x)) + (x− xe)T (Ñ(p, ũ, ˜̃u))T (y − φ(x))+

+(y − φ(x))T Ñ(p, ũ, ˜̃u)(x− xe).
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Введемо позначення

α2 = min

α∗,
λmin(Q1) + min

p∈Ωp2

(
λmin(M̃(p, 0)− M̃(p∗, 0))

)
2‖P1‖ max

p∈Ωp2

(
‖C(p)‖‖q0(p)‖

)
 ,

де α∗ визначено перед Теоремою 2.3.

Сформулюємо теорему.

Теорема 2.4. Нехай для системи (2.17) виконуються умови Припу-

щень 2.4, 2.7, функцiя ϕ(u), для всiх u ∈ Rk, задовольняє умову∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ α < α2,

ε ∈



(
0, Ã(α,P )B1(P )

C̃2(α,P )−Ã(α,P )B2(α,P )

)
, якщо C̃2(α, P )− Ã(α, P )B2(α, P ) > 0

i Ã(α,P )B1(P )

C̃2(α,P )−Ã(α,P )B2(α,P )
< 1;

(0, 1], якщо C̃2(α, P )− Ã(α, P )B2(α, P ) > 0

i Ã(α,P )B1(P )

C̃2(α,P )−Ã(α,P )B2(α,P )
≥ 1;

(0, 1], якщо C̃2(α, P )− Ã(α, P )B2(α, P ) ≤ 0,

область Ωp визначається з умови (2.15), область Ωp2 обирається iз ура-

хуванням нерiвностi

λmin(Q1) + min
p∈Ωp2

(
λmin(M̃(p, 0)− M̃(p∗, 0))

)
> 0,

область Ωp3 обирається iз урахуванням нерiвностi

λmin(Q2) + min
p∈Ωp3

(
λmin(L1(p)− L1(p

∗))
)
> 0,

область Ωp1 визначається згiдно Леми 2.3, P ⊆ Ωp ∩ Ωp1 ∩ Ωp2 ∩ Ωp3,
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Ωr = {r ∈ Rk | ‖r‖ ≤ b}, де b – довiльне додатне число. Тодi система

(2.17) параметрично нестiйка вiдносно областi P × Ωr.

Доведення Теореми 2.4 аналогiчне доведенню Теореми 2.3.

Розглянемо випадок, коли в точцi p∗ простору параметрiв Rl вироджена

пiдсистема нестiйка, а швидка – стiйка.

Припущення 2.8. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що

1) матрицz A22(p
∗) стiйка, тобто всi власнi значення матрицi A22(p

∗)

мають вiд’ємнi дiйснi частини;

2) матриця K0(p
∗, 0) нестiйка, тобто iснує хоча б одне власне значе-

ння матрицi K0(p
∗, 0), яке має додатню дiйсну частину;

3) для всiх i, j = 1, . . . ,m, λi(K0(p
∗, 0)) + λj(K0(p

∗, 0)) 6= 0, де λi(·)

власнi значення вiдповiдної матрицi.

Нехай Q1 ∈ Rn×n, Q2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,

P1 ∈ Rn×n – симетрична матриця, якя є розв’язком рiвяння

(K0(p
∗, 0))TP1 + P1K0(p

∗, 0) = Q1,

P2 ∈ Rm×m – симетрична додатно визначена матриця, яка є розв’язком

рiвняння

(A22(p
∗))TP2 + P2A22(p

∗) = −Q2,

причому, враховуючи умови Припущення 2.8, згiдно теореми оберненiй до

теореми Ляпунова про стiйкiсть для лiнiйних систем i теореми оберненiй до

теореми Ляпунова про нестiйкiсть для лiнiйних систем (див. [3]), матрицi

P2 i P1, вiдповiдно, iснують.

Розглянемо функцiю

˜̃V (x, y) = (x− xe)TP1(x− xe)− (y − φ(x))TP2(y − φ(x)), (2.37)
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де φ(x) = −A−1
22 (p)

(
A21(p)x + q2(p)ϕ(r + C(p)x)

)
, ((xe)T , (ye)T )T – стан

рiвноваги системи (2.17). Очевидно, що ˜̃V (xe, ye) = 0.

Лема 2.8. В довiльному околi S1×S2 точки ((xe)T , (ye)T )T iснує така

точка (x̃T , ỹT )T , що ˜̃V (x̃, ỹ) > 0.

Довелення Леми 2.8 аналогiчне доведенню Леми 2.4.

Позначимо

˜̃B1(P ) = λmin(Q2) + min
p∈P

(λmin( ˜̃L1(p
∗)− ˜̃L1(p))),

˜̃B2(α, P ) = λmin(−L2(p
∗, 0))−

−2‖P2‖max
p∈P

(
‖A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)‖A12(p)− A12(p

∗)‖+

+γ1(p, α)‖A12(p
∗)‖+ ‖K1(p

∗, 0)‖‖A12(p)− A12(p
∗)‖+ ‖K1(p

∗, 0)A12(p
∗)‖
]
−

−2‖P2A
−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)‖A12(p

∗)‖+ ‖K1(p
∗, 0)‖‖A12(p)− A12(p

∗)‖+

+‖A12(p)− A12(p
∗)‖γ1(p, α)

])
,

˜̃C(α, P ) = ‖ ˜̃N(p∗, 0, 0)‖+ max
p∈P

(
‖P1‖‖A12(p)− A12(p

∗)‖+

+‖P2‖‖A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗)‖
[
γ1(p, α)γ0(p, α)+

+γ1(p, α)‖K0(p
∗, 0)‖+ ‖K1(p

∗, 0)‖γ0(p, α) + ‖K1(p
∗, 0)K0(p

∗, 0)‖
]
+

+‖P2A
−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)γ0(p, α) + γ1(p, α)‖K0(p

∗, 0)‖+ ‖K1(p
∗, 0)‖γ0(p, α)

])
,

˜̃M(p, ˜̃u) = M(p, ˜̃u), ˜̃L2(p, ũ) = −L2(p, ũ),

де
˜̃L1(p) = Q2 +

(
A22(p

∗)− A22(p)
)T
P2 + P2

(
A22(p

∗)− A22(p)
)
,

˜̃N(p, ũ, ˜̃u) = (A12(p
∗))TP1−
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−P2A
−1
22 (p∗)K1(p

∗, 0)K0(p
∗, 0) +

(
A12(p)− A12(p

∗)
)T
P1−

−P2

(
A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)

)[(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)

+

+
(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)
K0(p

∗, 0) +K1(p
∗, 0)

(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)

+

+K1(p
∗, 0)K0(p

∗, 0)

]
−P2A

−1
22 (p∗)

[(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)

+

+
(
K1(p, ũ)−K1(p

∗, 0)
)
K0(p

∗, 0) +K1(p
∗, 0)

(
K0(p, ˜̃u)−K0(p

∗, 0)
)]
.

Лемма 2.9. Нехай функцiя ϕ(u) така, що для всiх u ∈ Rk

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ α, α > 0,

i значення параметра p вибирається з деякої областi P , p∗ ∈ P . Тодi для

похiдної функцiї (2.37) по часу в силу системи (2.17) для всiх x ∈ Rn,

y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1], p ∈ P ⊆ Rl має мiсце наступна оцiнка знизу

d ˜̃V (x, z)

dt

∣∣∣
(2.17)

≥ (‖x− xe‖, ‖y − φ(x)‖) ˜̃D(α, P )(‖x− xe‖, ‖y − φ(x)‖)T ,

де

˜̃D(α, P ) =

 A(α, P ) − ˜̃C(α, P )

− ˜̃C(α, P )
1

ε
˜̃B1(P ) + ˜̃B2(α, P )

 .

Доведення Леми 2.9 проводиться аналогiчно доведенню Леми 2.5 з ура-

хуванням того, що

d ˜̃V (x, y)

dt

∣∣∣
(2.17)

= (x− xe)T ˜̃M(p, ˜̃u)(x− xe) +
1

ε
(y − φ(x))T ˜̃L1(p)(y − φ(x))+



85

+(y − φ(x))T ˜̃L2(p, ũ)(y − φ(x)) + (x− xe)T ( ˜̃N(p, ũ, ˜̃u))T (y − φ(x))+

+(y − φ(x))T ˜̃N(p, ũ, ˜̃u)(x− xe),

Сформулюємо Теорему 3.

Теорема 2.5. Нехай для системи (2.17) виконуються умови Припу-

щень 2.4, 2.8, функцiя ϕ(u), для всiх u ∈ Rk, задовольняє умову∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ α < α1,

ε ∈



(
0, A(α,P ) ˜̃B1(P )

˜̃C2(α,P )−A(α,P ) ˜̃B2(α,P )

)
, якщо ˜̃C2(α, P )− A(α, P ) ˜̃B2(α, P ) > 0

i A(α,P ) ˜̃B1(P )
˜̃C2(α,P )−A(α,P ) ˜̃B2(α,P )

< 1;

(0, 1], якщо ˜̃C2(α, P )− A(α, P ) ˜̃B2(α, P ) > 0

i A(α,P ) ˜̃B1(P )
˜̃C2(α,P )−A(α,P ) ˜̃B2(α,P )

≥ 1;

(0, 1], якщо ˜̃C2(α, P )− A(α, P ) ˜̃B2(α, P ) ≤ 0;

область Ωp визначається з умови (2.15), область Ωp2 вибираеться iз ура-

хуванням нерiвностi

λmin(Q1) + min
p∈Ωp2

(
λmin(M(p, 0)−M(p∗, 0))

)
> 0,

область Ωp3 вибираеться iз урахуванням нерiвностi

λmin(Q2) + min
p∈Ωp3

(
λmin( ˜̃L1(p)− ˜̃L1(p

∗))
)
> 0,

область Ωp1 визначається згiдно Леми 2.3, P ⊆ Ωp ∩ Ωp1 ∩ Ωp2 ∩ Ωp3,

Ωr = {r ∈ Rk | ‖r‖ ≤ b}, де b – довiльне додатне число. Тодi система

(2.17) параметрично нестiйка вiдносно областi P × Ωr.
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Доведення Теореми 2.5 аналогiчне доведенню Теореми 2.3.

Зауваження 2.2. Так як в точцi p∗ вiдповiднi нерiвностi виконую-

ться i функцiї, що входять до складу цих нерiвностей неперервнi, то

областi Ωp, Ωp1, Ωp2, Ωp3 в Теоремi 1, Теоремi 2 i Теоремi 3 iснують.

Приклад 2.2. В якостi першого прикладу застосування запропонованої

методики, розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду (2.17), де

x, y ∈ R2, p ∈ R1, r ∈ R1, C(p) =

(
82, p2

)
,

A11(p)

 −2.3 + p2 0

0 −2.2

 , A12(p) =

 0.04 0.01p3

0 0.04

 ,

A21(p) =

 2.5− p5 0

sin(p) −20

 , A22(p) =

 −3 0

tan3(p) 0.35

 ,

q1(p) =

 0.01

−0.01p

 , q2(p) =

 −0.35 + 0, 1p4

sin2(p)

 .

Згiдно Теореми 2.3, можемо зробити висновок, що система диференцiаль-

них рiвнянь, яка розглядається, параметрично нестiйка вiдносно областi

P × Ωr, де P = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.01}, для всiх функцiй ϕ(u), якi задо-

вольняють умовi
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ 0.07, для всiх u ∈ R1, при всiх

ε ∈ (0, 0.0038].

Вибравши ϕ(u) = −0.035 sin(u) + 1.035u переконаємося, що дана фун-

кцiя задовольняє отриманим секторним умовам. На Рис. 2.2 представленi

графiки, якi iлюструють поведiнку змiнних xT = (x1, x2), yT = (y1, y2)

системи диференцiальних рiвнянь, що наведена вище, при p = 0.009,

ε = 0.003, r = −25, xT0 = (0.5, 0.1), yT0 = (0, 0.1).
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а) б)

Рис. 2.2 – Поведiнка змiнних. Приклад 2.2

Приклад 2.3. В якостi другого прикладу розглянемо систему дифе-

ренцiальних рiвнянь вигляду (2.17), де x, y ∈ R2, p ∈ R1, r ∈ R1,

C(p) =

(
82, p2

)
,

A11(p)

 −2.3 + p2 0

0 −2.2

 , A12(p) =

 0.04 0.01p3

0 0.04

 ,

A21(p) =

 2.5− p5 0

sin(p) −2

 , A22(p) =

 −3 0

tan3(p) 5

 ,

q1(p) =

 0.01

−0.01p

 , q2(p) =

 −0.35 + 0.1p4

sin2(p)

 .

Згiдно Теореми 2.4, можемо зробити висновок, що система диференцi-

альних рiвнянь вигляду (2.17), яка дослiджується, параметрично нестiйка

вiдносно областi P ×Ωr, де P = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.3}, для всiх функцiй ϕ(u),

якi задовольняють умову
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ 1.12, для всiх u ∈ R1,

при всiх ε ∈ (0, 0.0249].

Вибравши ϕ(u) = −0.56 sin(u) + 1.56u переконаємось, що дана функцiя

задовольняє отриманим секторним умовам. На Рис. 2.3 представленi графi-
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ки, якi iлюструють поведiнку змiнних xT = (x1, x2), yT = (y1, y2) системи

диференцiальних рiвнянь, що наведена вище, при p = 0.25, ε = 0.024,

r = −25, xT0 = (0.5, 0.1), yT0 = (0, 0.1).

а) б)

Рис. 2.3 – Поведiнка змiнних. Приклад 2.3

Приклад 2.4. В якостi третього прикладу розглянемо систему ди-

ференцiальних рiвнянь вигляду (2.17), де x, y ∈ R2, p ∈ R1, r ∈ R1,

C(p) =

(
82, p2

)
,

A11(p)

 2.3 + p2 0

0 −2.2

 , A12(p) =

 0.04 0.01p3

0 0.04

 ,

A21(p) =

 2.5− p5 0

sin(p) −2

 , A22(p) =

 −3 0

tan3(p) −5

 ,

q1(p) =

 0.01

−0.01p

 , q2(p) =

 −0.35 + 0.1p4

sin2(p)

 .

Згiдно Теореми 2.5, можемо зробити висновок, що система диференцi-

альних рiвнянь вигляду (2.17), яка дослiджується, параметрично нестiйка

вiдносно областi P×Ωr, де P = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.65}, для всiх функцiй ϕ(u),
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якi задовольняють умову
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ 0.22, для всiх u ∈ R1,

при всiх ε ∈ (0, 0.014].

Вибравши ϕ(u) = −0.11 sin(u) + 1.11u переконаємось, що дана фун-

кцiя задовольняє отриманим секторним умовам. На Рис. 2.4 представленi

графiки, якi илюструють поведiнку змiнних xT = (x1, x2), yT = (y1, y2) си-

стеми диференцiальних рiвнянь, що наведена вище, при p = 0.6, ε = 0.013,

r = −25, xT0 = (0.5, −0.5), yT0 = (0, −0.1).

а) б)

Рис. 2.4 – Поведiнка змiнних. Приклад 2.4

2.5 Результати та висновки

В роздiлi 2 дослiджено динамiку неточних рiзнотемпових систем типу

Лур’є–Постнiкова, якi допускають видiлення “швидкої” та “виродженої”

пiдсистем.

Запропоновано пiдхiд, який дає можливiсть оцiнити область у просторi

параметрiв системи, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний стан

рiвноваги системи, що дослiджується. Причому, вiдповiднi оцiнки областей

i оцiнки на нелiнiйностi, що входять до системи, потребують iнформацiї

про поведiнку моделi лише при деякому вiдомому значеннi параметра, що

є суттєвою перевагою у порiвняннi iз вiдомими результатами (див. [174]).

Використання методу порiвняння з двокомпонентною функцiєю Ляпу-
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нова дозволяє отримати достатнi умови глобальної асимптотичної параме-

тричної стiйкостi систем вказаного класу. На вiдмiну вiд робiт [167,174], де

область у просторi параметрiв, вiдносно якої встановлюється параметри-

чна стiйкiсть, вважається вiдомою, тут вона визначається безпосередньо.

Також, в явному виглядi отримано функцiї Ляпунова для “швидкої” та

“виродженої” пiдсистем, що дозволяє обрахувати верхню границю iнтерва-

лу змiни параметра, який визначає вiдношення швидкостей “швидких” та

“повiльних” рухiв простiше, нiж у вказаних роботах.

Вперше встановлено достатнi умови параметричної нестiйкостi систем

вказаного класу. Показано, що для такого типу нестiйкостi достатньо щоб

у вiдомiй точцi простору параметрiв хоча б одна з пiдсистем (“вироджена”

чи “швидка”) була нестiйкою. Таким чином, для неточних рiзнотемпових

систем типу Лур’є–Постнiкова, якi допускають видiлення “виродженої” та

“швидкої” пiдсистем, при кожному наборi “стiйкостi-нестiйкостi” вказаних

пiдсистем є можливiсть робити висновок про динамiку початкової системи.

Основнi результати цього роздiлу викладено в роботах [48,50,81].



Роздiл 3

АНАЛIЗ ДИНАМIКИ НЕТОЧНИХ РIЗНОТЕМПОВИХ

СИСТЕМ ТИПУ ЛУР’Є–ПОСТНIКОВА У ВИПАДКУ

НЕМОЖЛИВОСТI ВИДIЛЕННЯ “ШВИДКОЇ” ТА

“ВИРОДЖЕНОЇ” ПIДСИСТЕМ АБО ВIДСУТНОСТI

ПОТРIБНОЇ IНФОРМАЦIЇ ПРО ЇХ ДИНАМIЧНI

ХАРАКТЕРИСТИКИ

Даний роздiл присвячено розвитку методу функцiй Ляпунова для до-

слiдження динамiчних властивостей неточних рiзнотемпових систем типу

Лур’є–Постнiкова, якi не допускають видiлення “швидкої” та “виродже-

ної” пiдсистем через те, що неможливо аналiтично розв’язати вiдповiд-

нi алгебраїчнi рiвняння, а також неточних рiзнотемпових систем типу

Лур’є–Постнiкова спецiального вигляду, якi допускають видiлення вказа-

них пiдсистем, але через вiдсутнiсть у них потрiбних динамiчних власти-

востей не дозволяють побудувати векторну функцiю Ляпунова способом,

який був запропонований у роздiлi 2. Зазначимо, що до систем, якi роз-

глядаються в даному роздiлi, не можна застосувати i вiдомi результати

Тихонова (див. [9,69]), тому розвиток методу функцiй Ляпунова, який до-

зволяє встановити характер поведiнки розв’язкiв систем таких класiв, є

актуальною та важливою задачею.

В пiдроздiлi 3.1 для систем вказаних типiв запропоновано спосiб оцiн-

ки областi у просторi параметрiв, для всiх значень параметрiв з якої iснує

єдиний стан рiвноваги таких систем. Застосувати напряму результати пiд-
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роздiлу 2.2 не вдається, адже неможливо отримати в явному виглядi по-

трiбний для дослiдження iтерацiйний процес. Але перетворення початкової

алгебраїчної системи i використання результатiв для блочних та блочно-

дiагональних матриць дає можливiсть звести поставлену задачу до вже

вiрiшеної у пiдроздiлi 2.2 i отримати бажанi оцiнки областi iснування єди-

ного стану рiвноваги у просторi параметрiв початкової системи.

Пiдроздiл 3.2 присвячений способам побудови функцiї Ляпунова, яка

дозволяє встановити достатнi умови глобальної параметричної асимпто-

тичної стiйкостi системи типу Лур’є–Постнiкова вiдносно певної областi

в просторi її параметрiв у випадку, коли початкова система не допускає

видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем.

У пунктi 3.2.1 розглянуто випадок, коли iснує деяке значення пара-

метра, при якому лiнiйнi наближення пiдсистем початкової системи стiй-

кi. Побудовано векторну функцiю Ляпунова, методом порiвняння iз якою

отримано достатнi умови бажаного характеру стiйкостi початкової системи

вiдносно певної областi в просторi її параметрiв.

У пунктi 3.2.2 наведено спосiб побудови матричнозначної функцiї Ля-

пунова, яка дозволяє встановити достатнi умови глобальної параметричної

асимптотичної стiйкостi системи вiдносно певної областi в просторi її па-

раметрiв у випадку, коли не виконується умова, наведена в пунктi 3.2.1.

В пiдроздiлi 3.3 розглядається система типу Лур’є–Постнiкова спецi-

ального типу, яка дозволяє видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем,

проте для побудови векторної функцiї Ляпунова бракує даних про стiйкiсть

цих пiдсистем при деякому значеннi параметра. Використання матрично-

значної функцiї Ляпунова дозволяє встановити достатнi умови глобальної

параметричної асимптотичної стiйкостi вiдносно певної областi в просторi

її параметрiв.
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3.1 Методика оцiнки областi iснування єдиного стану рiвноваги

системи диференцiальних рiвнянь в просторi її параметрiв

Розглянемо систему рiвнянь
0 = A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)f1(σ1),

0 = A21(p)x+ A22(p)y + q2(p)f2(σ2),

(3.1)

де x ∈ Rn, y ∈ Rm – змiннi, r1 ∈ Rk1, r2 ∈ Rk2, p ∈ Rl – векторнi параметри,

σ1 = c11(p)x+c12(p)y+r1, σ2 = c21(p)x+c22(p)y+r2, матрицi A11(p) ∈ Rn×n,

A12(p) ∈ Rn×m, A21(p) ∈ Rm×n, A22(p) ∈ Rm×m, q1(p) ∈ Rn×k1,

q2(p) ∈ Rm×k2, c11(p) ∈ Rk1×n, c12(p) ∈ Rk1×m, c21(p) ∈ Rk2×n, c22(p) ∈ Rk2×m

мають елементи, якi неперервно залежать вiд p, f1 : Rk1 → Rk1,

f2 : Rk2 → Rk2 – нелiнiйнi функцiї, якi неперервно диференцiйовнi, вiд-

повiдно, на Rk1, Rk2 i такi, що f1(0) = 0, f2(0) = 0,
df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

6= 0,

df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0
6= 0.

Введемо позначення:

Dij(p) = Aij(p) + qi(p)
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

cij(p), i, j = 1, 2,

D(p) = D11(p)−D12(p)D
−1
22 (p)D21(p)

i зробимо вiдносно системи рiвнянь (3.1) наступне припущення.

Припущення 3.1. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що ма-

трицi D22(p) i D(p) невиродженi в точцi p = p∗.

Нехай

K(p, u) = A(p) + q(p)
df(u)

du

∣∣∣
u
C(p),
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де u = (σT1 , σ
T
2 )T , f : Rk1+k2 → Rk1+k2, f = (fT1 , f

T
2 )T ,

A(p) =

 A11(p) A12(p)

A21(p) A22(p)

 , q(p) =

 q1(p) 0

0 q2(p)

 ,

C(p) =

 c11(p) c12(p)

c21(p) c22(p)

 .

Сформулюємо i доведемо теорему, яка дозволить встановити областi

Ωp = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b}, Ωr1 = {r1 ∈ Rk | ‖r1‖ ≤ c1},

Ωr2 = {r2 ∈ Rk | ‖r2‖ ≤ c2} для всiх значень параметрiв з яких iснує

єдиний розвязок системи рiвнянь (3.1).

Теорема 3.1. Нехай система рiвнянь (3.1) задовольняє умовам При-

пущення 3.1 i для функцiй f1(σ1), f2(σ2) виконуються умови

∥∥∥∥df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

∥∥∥∥ ≤
1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖)

(3.2)

для всiх σ1 ∈ Rk1,

∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

∥∥∥∥ ≤
1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖)

(3.3)

для всiх σ2 ∈ Rk2, де область Ωp = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b} така, що

виконується умова

max
p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
, (3.4)
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область Ωr1 = {r1 ∈ Rk | ‖r1‖ ≤ c1}, область Ωr2 = {r2 ∈ Rk | ‖r2‖ ≤ c2},

де c1 i c2 – довiльнi додатнi числа. Тодi для всiх (p, r) ∈ Ωp × Ωr1 × Ωr2,

iснує єдиний розв’язок системи рiвнянь (3.1).

Доведення. Представимо систему рiвнянь (3.1) у виглядi

A(p)z + q(p)f(C(p)z + r) = 0, (3.5)

де z = (xT , yT )T , r = (rT1 , r
T
2 )T , f : Rk1+k2 → Rk1+k2, f = (fT1 , f

T
2 )T ,

A(p) =

 A11(p) A12(p)

A21 A22

 , q(p) =

 q1(p) 0

0 q2(p)

 ,

C(p) =

 c11(p) c12(p)

c21(p) c22(p)

 .

Тодi, очевидно, розвязок системи рiвнянь (3.1) iснує, якщо iснує розв’язок

рiвняння (3.5). Оскiльки матриця
(
df(u)

du

∣∣∣
u
− df(u)

du

∣∣∣
u=0

)
, де

u = (σT1 , σ
T
2 )T , блочно-дiагональна, то∥∥∥∥df(u)

du

∣∣∣
u
− df(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ =

= max

{∥∥∥∥df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

∥∥∥∥} .
Крiм того, використовуючи формулу визначника блочної матрицi (див.

[76]), легко бачити, що при виконаннi умов Припущення 3.1, виконується

умова Припущення 2.1. Таким чином, при виконаннi умов Теореми 3.1 ви-

конуються всi умови Леми 2.1 для рiвняння (3.5) i для всiх (p, r) ∈ Ωp×Ωr,

де Ωr = {r ∈ Rk1+k2 | ‖r‖ ≤ c}, c – довiльне додатне число, iснує єдиний

розв’язок рiвняння (3.5), а отже i системи рiвнянь (3.1). Завершує дове-
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дення теореми той факт, що ‖r‖ =
√
r2

1 + . . .+ r2
k1

+ r2
k1+1 + . . .+ r2

k2
=

=
√
‖r1‖2 + ‖r2‖2 ≤ ‖r1‖ + ‖r2‖, тобто умова ‖r‖ ≤ c виконується, якщо

виконуються умови ‖r1‖ ≤
c

2
= c1 i ‖r2‖ ≤

c

2
= c2, тобто Ωr1 × Ωr2 ⊂ Ωr.

Теорему доведено.

Розглянемо систему рiвнянь
0 = A11(p)x+ εA12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x),

0 = A21(p)x+ εA22(p)y + q2(p)ϕ(r + C(p)x),

(3.6)

де x ∈ Rn, y ∈ Rm – змiннi, r ∈ Rk, p ∈ Rl – векторнi параметри, матрицi

A11(p) ∈ Rn×n, A12(p) ∈ Rn×m, A21(p) ∈ Rm×n, A22(p) ∈ Rm×m, q1(p) ∈ Rn×k,

q2(p) ∈ Rm×k, C(p) ∈ Rk×n мають елементи, якi неперервно залежать вiд

p, ϕ : Rk → Rk – нелiнiйна функцiя, яка неперервно диференцiйовна на Rk

i така, що ϕ(0) = 0,
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0
6= 0, ε ∈ (0, 1].

Сформулюємо i доведемо теорему, яка дозволить встановити областi

Ωp = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b} i Ωr = {r ∈ Rk | ‖r‖ ≤ c}, для всiх значень

параметрiв з яких iснує єдиний розвязок системи рiвнянь (3.6).

Теорема 3.2. Нехай система рiвнянь (3.6) задовольняє умовам При-

пущення 2.4 i для функцiї ϕ(u) виконується умова

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤
1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
− max

p∈Ωp1
‖K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)‖

max
p∈Ωp1

(‖q0(p)‖‖C(p)‖)

для всiх u ∈ Ωu, де Ωu = {u ∈ Rk | ‖u‖ ≤ max
p∈Ωp1

‖C(p)‖a + c}, c – довiльне

додатнє число,

a = 2‖(K0(p
∗, 0))−1‖ max

p∈Ωp1
‖q0(p)‖×
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×


1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
− max

p∈Ωp1
‖K0(p, 0)−K0(p

∗, 0)‖

max
p∈Ωp1

(‖q0(p)‖‖C(p)‖)
+

∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥
 c,

область Ωp1 = {p ∈ Rl | ‖p− p∗‖ ≤ b1} така, що виконується умова

max
p∈Ωp1

‖K0(p, 0)−K0(p
∗, 0)‖ ≤ 1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖

i область Ωp2 = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b2} така, що для всiх p з Ωp2

матриця A22(p) невироджена. Тодi для всiх (p, r) ∈ Ωp × Ωr,

Ωp = Ωp1 ∩ Ωp2, Ωr = {r ∈ Rk | ‖r‖ ≤ c}, c > 0, iснує єдиний розв’язок

системи рiвнянь (3.6).

Доведення Теореми 3.2 повторює доведення Теореми 2.1 iз єдиною вiд-

мiннiстю в тому, що розв’язок ỹ системи (3.6), який вiдповiдає значенням

параметрiв (p̃, r̃), має вигляд ỹ = −1

ε
A−1

22 (p̃)(A21(p̃)x̃+ q2(p̃)ϕ(r̃ + C(p̃)x̃)).

3.2 Способи побудови функцiї Ляпунова i достатнi умови

глобальної асимптотичної стiйкостi рухомого стану

рiвноваги у випадку неможливостi явного видiлення

«швидкої» та «виродженої» пiдсистем

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову систему диференцiальних рiв-

нянь 
ẋ = A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)f1(σ1),

εẏ = A21(p)x+ A22(p)y + q2(p)f2(σ2),

(3.7)

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiннi, що визначають стан системи в момент ча-

су t ∈ R+, r1 ∈ Rk1, r2 ∈ Rk2 – корегуючi вектори, матрицi A11(p) ∈ Rn×n,

A12(p) ∈ Rn×m, A21(p) ∈ Rm×n, A22(p) ∈ Rm×m, q1(p) ∈ Rn×k1,

q2(p) ∈ Rm×k2, c11(p) ∈ Rk1×n, c12(p) ∈ Rk1×m, c21(p) ∈ Rk2×n, c22(p) ∈ Rk2×m
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мають елементи, якi неперервно залежать вiд векторного параметра p ∈ Rl,

σ1 = c11(p)x + c12(p)y + r1, σ2 = c21(p)x + c22(p)y + r2, f1 : Rk1 → Rk1,

f2 : Rk2 → Rk2 – нелiнiйнi функцiї, якi неперервно диференцiйовнi, вiдпо-

вiдно, на Rk1, Rk2 i такi, що f1(0) = 0, f2(0) = 0,
df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

= Ik1×k1,

df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

= Ik2×k2, де Ik1×k1 i Ik2×k2 – одиничнi матрицi вiдповiдних роз-

мiрностей, ε ∈ (0, 1]. Вважаємо, що для системи (3.7) справедлива теорема

про iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi.

Зауважимо, що система (3.7) має нерухомий стан рiвноваги в початку

координат для всiх значень параметра p, якщо корегуючi вектори рiвнi 0.

Однак, якщо це не так, то стан рiвноваги стає рухомим через змiну зна-

чень параметрiв p та r1, r2. Властивостi стiйкостi цього стану рiвноваги

також будуть залежати вiд вказаних параметрiв. Крiм того, застосувати

для дослiдження стiйкостi рухомого стану рiвноваги результати роздiлу 2

не вдасться, оскiльки видiлити “вироджену” та “швидку” пiдсистеми поча-

ткової системи запропонованим в роздiлi 2 чином не можна.

3.2.1 Використання векторної функцiї Ляпунова

Вiдносно системи (3.7) зробимо наступне припущення.

Припущення 3.2. Iснує значення параметра p∗ ∈ Rl таке, що ма-

трицi D11(p) i D22(p) стiйкi, а матриця D(p) невироджена в точцi

p = p∗.

Нехай Q1 ∈ Rn×n i Q2 ∈ Rm×m – довiльнi симетричнi додатно визначенi

матрицi, а P ∗1 i P ∗2 – симетричнi додатно визначенi матрицi, що є, вiдповiд-

но, розв’язками алгебраiчних рiвнянь Ляпунова

DT
11(p

∗)P ∗1 + P ∗1D11(p
∗) = −Q1 i DT

22(p
∗)P ∗2 + P ∗2D22(p

∗) = −Q2,
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якi, згiдно умов Припущення 3.2, очевидно, iснують. Також позначимо

M1(p, p
∗) = (D11(p)−D11(p

∗))TP ∗1 + P ∗1 (D11(p)−D11(p
∗)),

M2(p, p
∗) = (D22(p)−D22(p

∗))TP ∗2 + P ∗2 (D22(p)−D22(p
∗)),

α =

1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖)
,

де K(p, u), q(p) та C(p) введенi перед Теоремою 3.1.

Сформулюємо i доведемо теорему, яка визначає достатнi умови глобаль-

ної параметричної асимптотичної стiйкостi системи (3.7) вiдносно певної

областi у просторi параметрiв.

Теорема 3.3. Нехай вiдносно системи (3.7) виконуються умови При-

пущення 3.2 i функцiї f1(σ1) та f2(σ2), що входять в систему (3.7), за-

довольняють наступним обмеженням:∥∥∥∥df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

∥∥∥∥ ≤ β1 <

< min

{
α,

λmin(Q1)− max
p∈Ωp1

(λmax(M1(p, p
∗)))

2‖P ∗1 ‖ max
p∈Ωp1

(‖q1(p)‖‖c11(p)‖)

}
(3.8)

для всiх σ1 ∈ Rk1, де область Ωp1 = {p ∈ Rl | ‖p− p∗‖ ≤ b1} визначається

з умови

max
p∈Ωp1

(λmax(M1(p, p
∗))) < λmin(Q1); (3.9)∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

∥∥∥∥ ≤ β2 <

< min

{
α,

λmin(Q2)− max
p∈Ωp2

(λmax(M2(p, p
∗)))

2‖P ∗2 ‖ max
p∈Ωp2

(‖q2(p)‖‖c22(p)‖)

}
(3.10)
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для всiх σ2 ∈ Rk2, де область Ωp2 = {p ∈ Rl | ‖p− p∗‖ ≤ b2} визначається

з умови

max
p∈Ωp2

(λmax(M2(p, p
∗))) < λmin(Q2), (3.11)

область Ωp = {p ∈ Rl | ‖p−p∗‖ ≤ b} визначається з умови (3.4), β1 ∈ R+,

β2 ∈ R+ i для всiх p ∈ P ⊆ (Ωp ∩ Ωp1 ∩ Ωp2) виконується умова

δ1δ2 < γ1γ2, (3.12)

де

γ1 = −λmin(Q1) + λmax(M1(p, p
∗)) + 2‖P ∗1 ‖‖q1(p)‖‖c11(p)‖β1,

γ2 = −λmin(Q2) + λmax(M2(p, p
∗)) + 2‖P ∗2 ‖‖q2(p)‖‖c22(p)‖β2,

δ1 = 2‖P ∗1 ‖
(
‖A12(p) + q1(p)c12(p)‖+ ‖q1(p)‖‖c12(p)‖β1

)
,

δ2 = 2‖P ∗2 ‖
(
‖A21(p) + q2(p)c21(p)‖+ ‖q2(p)‖‖c22(p)‖β2

)
.

Тодi система (3.7) глобально параметрично асимптотично стiйка вiдно-

сно областi P × Ωr1 × Ωr2, де Ωr1 = {r1 ∈ Rk1 | ‖r1‖ ≤ c1},

Ωr2 = {r2 ∈ Rk2 | ‖r2‖ ≤ c2}, де c1 i c2 – довiльнi додатнi числа, для всiх

ε ∈ (0, 1].

Доведення. При виконаннi умов Теореми 3.3, для системи (3.1), з якої

визначається стан рiвноваги системи (3.7), виконуються всi умови Тео-

реми 3.1. Отже, для всiх (p, r1, r2) ∈ Ωp × Ωr1 × Ωr2, де Ωp визначає-

ться з умови (3.4), а Ωr1 i Ωr2 такi, як в умовi теореми, iснує єдиний

стан рiвноваги системи рiвнянь (3.7). Очевидно, що вiн iснує i для всiх

(p, r1, r2) ∈ P ×Ωr1×Ωr2. Покажемо, що для всiх значень параметрiв з цiєї

областi вказаний стан рiвноваги буде глобально асимптотично стiйким.

Нехай (p, r1, r2) – довiльнi значення параметрiв з областi P ×Ωr1 × Ωr2

i ((xe)T , (ye)T )T – вiдповiдний їм стан рiвноваги системи рiвнянь (3.7).
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Розглянемо векторну функцiю V (x, y) = (v1(x), v2(y))T , де

v1(x) = (x− xe)TP ∗1 (x− xe) > 0, для всiх x ∈ Rn \ {xe},

v2(y) = (y − ye)TP ∗2 (y − ye) > 0, для всiх y ∈ Rm \ {ye}. Оцiнимо похiднi

компонент функцiї V (x, y) по часу в силу системи (3.7).

Для першої компоненти маємо:

dv1(x)

dt

∣∣∣
(3.7)

=
(
A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)f1(σ1)

)T
P ∗1 (x− xe)+

+(x− xe)TP ∗1
(
A11(p)x+ A12(p)y + q1(p)f1(σ1)

)
=

= (x− xe)T
[(

A11(p) + q1(p)
df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
c11(p)

)T
P ∗1 +

+P ∗1

(
A11(p) + q1(p)

df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
c11(p)

)]
(x− xe)+

+(y − ye)T
(
A12(p) + q1(p)

df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
c12(p)

)T
P ∗1 (x− xe)+

+ (x− xe)TP ∗1
(
A12(p) + q1(p)

df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
c12(p)

)
(y − ye), (3.13)

де σ̃1 ∈ Rk1 – деяка точка вiдповiдного простору. Було використано, що

A11(p)x
e + A12(p)y

e + q1(p)f1(c11(p)x
e + c12(p)y

e + r1) = 0

i формула скiнченних приростiв Лагранжа. З (3.13) отримаємо

dv1(x)

dt

∣∣∣
(3.7)

= (x− xe)
[
(D11(p

∗))TP ∗1 + P ∗1D11(p
∗)+

+
(
D11(p)−D11(p

∗)
)T
P ∗1 + P ∗1

(
D11(p)−D11(p

∗)
)]

(x− xe)+

+(x− xe)T
(
q1(p)

(df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

)
c11(p)

)T
P ∗1 (x− xe)+
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+(x− xe)TP ∗1
(
q1(p)

(df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

)
c11(p)

)
(x− xe)+

+(y − ye)T
(
A12(p) + q1(p)I

k1×k1c12(p)+

+q1(p)
(df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

)
c12(p)

)T

P ∗1 (x− xe)+

+(x− xe)TP ∗1

(
A12(p) + q1(p)I

k1×k1c12(p)+

+q1(p)
(df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

)
c12(p)

)
(y − ye) ≤

≤
(
− λmin(Q1) + λmax(M1(p, p

∗))+

+2‖P ∗1 ‖‖q1(p)‖‖c11(p)‖
∥∥∥∥df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
− Ik1×k1

∥∥∥∥
)
‖x− xe‖2+

+2‖P ∗1 ‖
(
‖A12(p) + q1(p)I

k1×k1c12(p)‖+

+ ‖q1(p)‖‖c12(p)‖
∥∥∥∥df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ̃1
− Ik1×k1

∥∥∥∥
)
‖x− xe‖‖y − ye‖. (3.14)

Продовжимо оцiнку (3.14) враховуючи, що

λmin(P ∗1 )‖x− xe‖2 ≤ v1(x) ≤ λmax(P ∗1 )‖x− xe‖2,

λmin(P ∗2 )‖y − ye‖2 ≤ v2(y) ≤ λmax(P ∗2 )‖y − ye‖2.

dv1(x)

dt

∣∣∣
(3.7)
≤

≤
(
− λmin(Q1) + λmax(M1(p, p

∗)) + 2‖P ∗1 ‖‖q1(p)‖‖c11(p)‖β1

) v1(x)

λmin(P ∗1 )
+
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+2‖P ∗1 ‖
(
‖A12(p) + q1(p)I

k1×k1c12(p)‖+

+‖q1(p)‖‖c12(p)‖β1

) (v1(x))
1
2

(λmin(P ∗1 ))
1
2

(v2(y))
1
2

(λmin(P ∗2 ))
1
2

=

= γ1
v1(x)

λmin(P ∗1 )
+ δ1

(v1(x))
1
2

(λmin(P ∗1 ))
1
2

(v2(y))
1
2

(λmin(P ∗2 ))
1
2

. (3.15)

Для другої компоненти маємо:

dv2(y)

dt

∣∣∣
(3.7)

=
1

ε

(
A21(p)x+ A22(p)y + q2(p)f2(σ2)

)T
P ∗2 (y − ye)+

+(y − ye)TP ∗2
1

ε

(
A21(p)x+ A22(p)y + q2(p)f2(σ2)

)
=

=
1

ε
(y − ye)T

[(
A22(p) + q2(p)

df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
c22(p)

)T
P ∗2 +

+P ∗2

(
A22(p) + q2(p)

df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
c22(p)

)]
(y − ye)+

+
1

ε
(x− xe)T

(
A21(p) + q2(p)

df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
c21(p)

)T
P ∗2 (y − ye)+

+
1

ε
(y − ye)TP ∗2

(
A21(p) + q2(p)

df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
c21(p)

)
(x− xe), (3.16)

де σ̃2 ∈ Rk2 – деяка точка вiдповiдного простору. Було використано, що

A21(p)x
e + A22(p)y

e + q2(p)f2(c21(p)x
e + c22(p)y

e + r2) = 0

i формула скiнченних приростiв Лагранжа. З (3.16) отримаємо

dv2(y)

dt

∣∣∣
(3.7)

=
1

ε
(y − ye)

[
(D22(p

∗))TP ∗2 + P ∗2D22(p
∗)+

+
(
D22(p)−D22(p

∗)
)T
P ∗2 + P ∗2

(
D22(p)−D22(p

∗)
)]

(y − ye)+
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+
1

ε
(y − ye)T

(
q2(p)

(df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

)
c22(p)

)T
P ∗2 (y − ye)+

+
1

ε
(y − ye)TP ∗2

(
q2(p)

(df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

)
c22(p)

)
(y − ye)+

+
1

ε
(x− xe)T

(
A21(p) + q1(p)I

k2×k2c21(p)+

+q2(p)
(df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

)
c21(p)

)T

P ∗2 (y − ye)+

+
1

ε
(y − ye)TP ∗2

(
A21(p) + q2(p)I

k2×k2c21(p)+

+q2(p)
(df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

)
c21(p)

)
(x− xe) ≤

≤ 1

ε

(
− λmin(Q2) + λmax(M2(p, p

∗))+

+2‖P ∗2 ‖‖q2(p)‖‖c22(p)‖
∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
− Ik2×k2

∥∥∥∥
)
‖y − ye‖2+

+
2

ε
‖P ∗2 ‖

(
‖A21(p) + q2(p)I

k2×k2c21(p)‖+

+ ‖q2(p)‖‖c22(p)‖
∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ̃2
− Ik2×k2

∥∥∥∥
)
‖x− xe‖‖y − ye‖. (3.17)

Продовжимо оцiнку (3.17) враховуючи, що

λmin(P ∗1 )‖x− xe‖2 ≤ v1(x) ≤ λmax(P ∗1 )‖x− xe‖2,

λmin(P ∗2 )‖y − ye‖2 ≤ v2(y) ≤ λmax(P ∗2 )‖y − ye‖2.

dv2(y)

dt

∣∣∣
(3.7)
≤
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≤ 1

ε

(
− λmin(Q2) + λmax(M2(p, p

∗)) + 2‖P ∗2 ‖‖q2(p)‖‖c22(p)‖β2

) v2(y)

λmin(P ∗2 )
+

+
2

ε
‖P ∗2 ‖

(
‖A21(p)+

+q2(p)I
k2×k2c21(p)‖+ ‖q2(p)‖‖c22(p)‖β2

) (v1(x))
1
2

(λmin(P ∗1 ))
1
2

(v2(y))
1
2

(λmin(P ∗2 ))
1
2

=

=
1

ε
γ2

v2(y)

λmin(P ∗2 )
+ δ2

(v1(x))
1
2

(λmin(P ∗1 ))
1
2

(v2(y))
1
2

(λmin(P ∗2 ))
1
2

. (3.18)

Таким чином, з оцiнок (3.15), (3.18), для похiдної векторної функцiї

V (x, y) в силу системи (3.7) має мiсце оцiнка вiдносно конуса R2
+

dV (x, y)

dt

∣∣∣
(3.7)
≤

≤


γ1

λmin(P ∗1 )
v1(x) +

δ1

(λmin(P ∗1 ))
1
2 (λmin(P ∗2 ))

1
2

(v1(x))
1
2 (v2(y))

1
2

1

ε

γ2

λmin(P ∗2 )
v2(y) +

1

ε

δ2

(λmin(P ∗1 ))
1
2 (λmin(P ∗2 ))

1
2

(v1(x))
1
2 (v2(y))

1
2

 .

(3.19)

Скориставшись нерiвнiстю −az2 + bz ≤ −a
2
z2 +

b2

2a
, a > 0, яка вiрна для

всiх z ∈ R, продовжимо оцiнку (3.19).

dV (x, y)

dt

∣∣∣
(3.7)
≤

≤ 1

2


γ1

λmin(P ∗1 )
v1(x) +

δ2
1

(−γ1)λmin(P ∗2 )
v1(x)v2(y)

1

ε

γ2

λmin(P ∗2 )
v2(y) +

1

ε

δ2
2

(−γ2)λmin(P ∗1 )
v1(x)v2(y)

 = AV (x, y),

де

A =
1

2


γ1

λmin(P ∗1 )

δ2
1

(−γ1)λmin(P ∗2 )
1

µ

δ2
2

(−γ2)λmin(P ∗1 )

1

µ

γ2

λmin(P ∗2 )

 . (3.20)



106

Зауважимо, що оскiльки виконуються умови (3.8), (3.10), то для вибраних

значень параметра (p, r1, r2) величини γ1 i γ2 – вiд’ємнi.

Розглянемо систему рiвнянь

du

dt
= Au, (3.21)

де матриця A задана в (3.20), а u = (u1, u2)
T ∈ R2. Так як γ1 < 0 i γ2 < 0,

то функцiя f(u) = Au задовольняє умову Важевського вiдносно конуса

R2
+, тобто система (3.21) є системою порiвняння для системи (3.7). Для

вибраних значень параметра (p, r1, r2) виконується умова (3.12), тобто ма-

триця A стiйка i стан рiвноваги ((xe)T , (ye)T )T системи (3.7) для обраних

значень параметрiв (p, r1, r2) є глобально асимптотично стiйким. Так як

(p, r1, r2) довiльна точка областi P × Ωr1 × Ωr2, то система (3.7) глобально

параметрично асимптотично стiйка вiдносно цiєї областi.

Оскiльки все вищесказане має мiсце для всiх ε ∈ (0, 1], то властивiсть

глобальної параметричної асимптотичної стiйкостi системи (3.7) також збе-

рiгається при всiх ε ∈ (0, 1].

Теорему доведено.

Приклад 3.1. В якостi прикладу застосування Теореми 3.3 розглянемо

систему вигляду (3.7), де x, y ∈ R2, p ∈ R1, r1 ∈ R1, r2 ∈ R2,

A11(p) =

 p 1

−1 −2

 , A12(p) =

 1 p

0 1

 ,

A21(p) =

 0.001 0

p 0.001

 , A22(p) =

 −4 + p 1

1 −4

 ,
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q1(p) =

 p

0.1

 , q2(p) =

 0.1 + p 0

0 0.1

 ,

c11(p) =

(
−0.01 p

)
, c12(p) =

(
p 0.01

)
,

c21(p) =

 0.001 + p 0

0 0.001

 , c22(p) =

 0.01 0

p 0.01

 .

Нелiнiйнi функцiї f1 : R1 → R1, f2 : R2 → R2 неперервно диференцiйовнi,

вiдповiдно, на R1, R2 i такi, що f1(0) = 0, f2(0) = 0,
df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

= 1,

df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

=

 1 0

0 1

 .

Виберемо значення параметра p∗ рiвним 0. Визначимо матрицi

D11(p), D22(p), D(p) i переконаємось, що дана система задовольняє

умовам Припущення 3.2. Згiдно Теореми 3.1, якщо функцiї f1(σ1) i

f2(σ2) такi, що
∣∣∣∣df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

∣∣∣∣ ≤ 0.976, для всiх σ1 ∈ R1,∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

∥∥∥∥ ≤ 0.976, для всiх σ2 ∈ R2, то для всiх

(p, r1, r2) ∈ Ωp × Ωr1 × Ωr2, де Ωp = {p ∈ R1 | |p| < 0.1},

Ωr1 = {r1 ∈ R1 | |r1| ≤ c1}, c1 > 0, Ωr2 = {r2 ∈ R2 | ‖r2‖ ≤ c2}, c2 > 0, iснує

єдиний стан рiвноваги системи, що дослiджується.

Вибравши матрицi

Q1 =

 1 0

0 1

 , Q2 =

 1 0

0 1

 ,
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визначимо матрицi

P ∗1 =

 1.5 0.5

0.5 0.5

 , P ∗2 =

 0.133 0.033

0.033 0.133

 .

Використовуючи спiввiдношення (3.8)-(3.11), визначимо областi

Ωp1 = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.1}, Ωp2 = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.1} i величини β1 = 0.9,

β2 = 0.9. Умова (3.12) виконується для всiх

p ∈ Ωp ∩ Ωp1 ∩ Ωp2 = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.1} = P , тобто система, що до-

слiджується, згiдно Теореми 3.3, глобально параметрично асимптотично

стiйка вiдносно областi P ×Ωr1×Ωr2, при всiх ε ∈ (0, 1], якщо для функцiй

f1(σ1) i f2(σ2) виконуються умови
∣∣∣∣df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

∣∣∣∣ ≤ 0.9 для всiх

σ1 ∈ R1 i
∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

∥∥∥∥ ≤ 0.9 для всiх σ2 ∈ R2.

Вибравши f1(σ1) = 0.45 sinσ1 + 0.55σ1 i

f2(σ2) =

 −0.225 sin 2σ21 + 1.45σ21

−0.225 sin 2σ22 + 1.45σ22

 , σT2 = (σ21 σ22), переконаємось, що

цi функцiї задовольняють отриманим секторним умовам.

а) б)

Рис. 3.1 – Поведiнка змiнних. Приклад 3.1

На Рис. 3.1 представленi графiки, якi iлюструють поведiнку змiнних
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xT = (x1, x2), y
T = (y1, y2) системи, що розглядається, при p = −0.05,

ε = 0.25, r1 = −20, rT2 = (10, 20), xT0 = (25, −25), yT0 = (15, −20). Стан

рiвноваги, який вiдповiдає значенням параметрiв, що наведенi вище,

xe = (0.811, −0.863)T , ye = (0.375, 0.804)T .

3.2.2 Використання матричнозначної функцiї Ляпунова

Нехай P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,

P3 ∈ Rn×m – деяка стала матриця, B(p, ε) – блочна матриця розмiру 4× 4

з елементами B11 = P1A11(p) + AT
11(p)P1 + P3A21(p) + AT

21(p)P
T
3 ,

B21 = BT
12 = εP T

3 A11(p) + P2A21(p) + AT
22(p)P

T
3 + AT

12(p)P1,

B22 = εP T
3 A12(p) + P2A22(p) + εAT

12(p)P3 + AT
22(p)P2,

B13 = BT
31 = P1q1(p) + cT11(p), B14 = BT

41 = P3q2(p) + cT21(p),

B23 = BT
32 = εP T

3 q1(p) + cT12(p), B24 = BT
42 = P2q2(p) + cT22(p),

B33 = − 2

a1
Ik1×k1, B34 = BT

43 = 0k1×k2, B44 = − 2

a2
Ik2×k2, a1 > 0, a2 > 0 –

деякi числа.

Введемо наступнi позначення:

Mi = −
∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥− ai
2

+
1

2

[(
2

∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥+ ai

)2

−

−4

(∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥2

− ai
2
λmin

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

)T))] 1
2

, i = 1, 2,

A =

 B11 B12

B21 B22

 , C =

 B13 B14

B23 B24

 ,

Ia1a2 =

 B33 0k1×k2

0k2×k1 B44


−1

=

 −
a1

2
Ik1×k1 0k1×k2

0k2×k1 −a2

2
Ik2×k2

 ,
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α =

1

2‖(K(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K(p, 0)−K(p∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q(p)‖‖C(p)‖)
,

де K(p, u), q(p) та C(p) введенi перед Теоремою 3.1.

Сформулюємо i доведемо теорему, яка визначає достатнi умови глобаль-

ної параметричної асимптотичної стiйкостi системи (3.7) вiдносно певної

областi у просторi параметрiв.

Теорема 3.4. Нехай для системи (3.7) виконуються умови Припуще-

ння 3.1, для функцiй f1(σ1), f2(σ2) при всiх σ1 ∈ Rk1, σ2 ∈ Rk2, вiдповiдно,

виконуються оцiнки∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi
− dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥ < min{α,Mi}, i = 1, 2,

де

ai >

2

∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥2

λmin

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

)T) , i = 1, 2,

P ⊆ Ωp, де область Ωp визначається з (3.4) i для всiх p ∈ P ,

0 < ε ≤ ε̃ < ε∗, де ε∗ =
λmin(P1)λmin(P2)

λmax(P3P T
3 )

, матриця B =

 A C

CT I−1
a1a2


стiйка. Тодi система (3.7) глобально параметрично асимптотично стiй-

ка вiдносно областi P × Ωr1 × Ωr2, де Ωr1 = {r1 ∈ Rk1 | ‖r1‖ ≤ c1, c1 > 0},

Ωr2 = {r2 ∈ Rk2 | ‖r2‖ ≤ c2, c2 > 0}, для всiх ε ∈ (0, ε̃].

Доведення. При виконаннi умов Теореми 3.4, для системи (3.1), з якої

визначається стан рiвноваги системи (3.7), виконуються всi умови Тео-

реми 3.1. Отже, для всiх (p, r1, r2) ∈ Ωp × Ωr1 × Ωr2, де Ωp визначає-

ться з умови (3.4), а Ωr1 i Ωr2 такi, як в умовi теореми, iснує єдиний

стан рiвноваги системи рiвнянь (3.7). Очевидно, що вiн iснує i для всiх
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(p, r1, r2) ∈ P ×Ωr1×Ωr2. Покажемо, що для всiх значень параметрiв з цiєї

областi вказаний стан рiвноваги буде глобально асимптотично стiйкий.

Нехай (p, r1, r2) – довiльнi значення параметрiв з областi P ×Ωr1 × Ωr2

i ((xe)T , (ye)T )T – вiдповiдний їм стан рiвноваги системи рiвнянь (3.7). Роз-

глянемо матричнозначну функцiю (див. [149,150]):

V (x, y, ε) =

 v11(x) v12(x, y, ε)

v21(x, y, ε) v22(y, ε)

 , (3.22)

де v11(x) = (x− xe)TP1(x− xe), v22(y) = ε(y − ye)TP2(y − ye),

v21(x, y, ε) = v12(x, y, ε) = ε(x−xe)TP3(y−ye). Утворимо скалярну функцiю

v(x, y, ε) = ηTV (x, y, ε)η, ηT = (1, 1). (3.23)

Враховуючи, що для елементiв матричнозначної функцiї (3.22) мають ме-

сце оцiнки

v11(x) ≥ λmin(P1)‖x− xe‖2 при всiх x ∈ Rn,

v22(y, ε) ≥ ελmin(P2)‖y − ye‖2 при всiх y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1],

v12(x, y, ε) ≥ −ε(λmax(P3P
T
3 ))

1
2‖x− xe‖‖y − ye‖

при всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1],

для скалярної функцiї (3.23) має мiсце наступна оцiнка:

v(x, y, ε) ≥ uTHTA(ε)Hu, при всiх (x, y, ε) ∈ Rn × Rm × (0, 1],

де uT = (‖x− xe‖, ‖y − ye‖), H =

 1 0

0 1

 ,
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A(ε) =

 λmin(P1) −ε(λmax(P3P
T
3 ))

1
2

−ε(λmax(P3P
T
3 ))

1
2 ελmin(P2)

 . (3.24)

При всiх ε < ε∗ матриця (3.24), очевидно, додатно визначена, тобто скаляр-

на функцiя v(x, y, ε) додатно визначена за Ляпуновим для всiх ε ∈ (0, ε∗).

Визначимо похiдну функцiї (3.23) по часу в силу системи (3.7):

v̇(x, y, ε)
∣∣∣
(3.7)

= −2
(
σ1 − σe1 −

1

a1
(f1(σ1)− f1(σ

e
1))
)T

(f1(σ1)− f1(σ
e
1))−

− 2
(
σ2 − σe2 −

1

a2
(f2(σ2)− f2(σ

e
2))
)T

(f2(σ2)− f2(σ
e
2)) + zTB(p, µ)z, (3.25)

де σe1 = c11(p)x
e + c12(p)y

e + r1, σ
e
2 = c21(p)x

e + c22(p)y
e + r2,

a1 > 0, a2 > 0 – деякi числа,

zT =
(

(x− xe)T , (y − ye)T , (f1(σ1)− f1(σ
e
1))T , (f2(σ2)− f2(σ

e
2))T

)
,

При i = 1, 2 розглянемо величини

(
σi − σei −

1

ai
(fi(σi)− fi(σei ))

)T
(fi(σi)− fi(σei )) =

= (σi − σei )T
(
Iki×ki − 1

ai

dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σ̃i

)T dfi(σi)
dσi

∣∣∣
σ̃i

(σi − σei ) =

= (σi − σei )T
(

1

2

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σ̃i

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σ̃i

)T)
−

− 1

ai

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σ̃i

)T dfi(σi)
dσi

∣∣∣
σ̃i

)
(σi − σei ) =

= (σi − σei )T
(
− 1

2

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

)T)
+

+
1

2

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σ̃i

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σ̃i

)T))
(σi − σei )+
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+(σi − σei )T
(

1

2

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

)T)
−

− 1

ai

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σ̃i

)T dfi(σi)
dσi

∣∣∣
σ̃i

)
(σi − σei ) =

= (σi − σei )THi(σi − σei ), (3.26)

де σ̃i – деяка точка вiдповiдного простору. Згiдно теореми Вейля (див.

[76]), враховуючи що λmin(−A) = −λmax(A) ≥ −ρ(A) ≥ −‖A‖, де ρ(A) –

спектральний радiус A, отримаємо наступну оцiнку:

λmin(Hi) ≥
1

2
λmin

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

)T)
−

− 1

ai

∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σ̃i

∥∥∥∥2

−
∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σ̃i
− dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥ ≥
≥ 1

2
λmin

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

)T)
−

− 1

ai

(∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σ̃i
− dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥+

∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥)2

−

−
∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σ̃i
− dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥ . (3.27)

Легко бачити, що якщо ai >

2

∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥2

λmin

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

+

(
dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

)T) i

∥∥∥∥dfi(σi)dσi

∣∣∣
σ̃i
− dfi(σi)

dσi

∣∣∣
σi=0

∥∥∥∥ < Mi (див. позначення перед Теоремою 3.4) при

всiх σi ∈ Rki, i = 1, 2, то остання величина в оцiнцi (3.27) додатня. Отже

λmin(Hi) > 0 i з (3.26) слiдує, що(
σi−σei−

1

ai
(fi(σi)−fi(σei ))

)T
(fi(σi)−fi(σei )) > 0, i = 1, 2, при всiх σ1 ∈ Rk1,

σ2 ∈ Rk2, вiдповiдно. Матрицю B з (3.25) можна записати у виглядi блочної
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матрицi B =

 A C

CT I−1
a1a2

 . Стiйкiсть матрицi B для всiх 0 < ε ≤ ε̃ < ε∗,

забезпечує вiд’ємнiсть величини zTB(ε)z в оцiнцi (3.25) для всiх z ∈ R7,

окрiм рiвноважних значень змiнних.

Таким чином, при виконаннi умов теореми, згiдно (3.25), похiдна фун-

кцiї v(x, y, ε) в силу системи (3.7) вiд’ємна для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm,

0 < ε ≤ ε̃ < ε∗. Отже, функцiя v(x, y, ε) є функцiєю Ляпунова, яка в силу

теореми Барбашина-Красовського (див. [3]) дозволяє встановити глобальну

асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги ((xe)T , (ye)T )T системи (3.7). Так

як (p, r1, r2) довiльна точка областi P×Ωr1×Ωr2, то система (3.7) глобально

параметрично асимптотично стiйка вiдносно цiєї областi.

Теорему доведено.

Приклад 3.2. В якостi прикладу застосування Теореми 3.4 розглянемо

систему вигляду (3.7), де x, y ∈ R2, p ∈ R1, r1 ∈ R1, r2 ∈ R2,

A11(p) =

 2 + p3 0

0 1

 , A12(p) =

 −20 0

p −20

 ,

A21(p) =

 1 tan p

0 1

 , A22(p) =

 −4 + p5 sin p 0

p2 −4

 ,

q1(p) =

 sin p+ p

0.1

 , q2(p) =

 0.01 + p 0

0 0.01

 ,

c11(p) =

(
−0.01 p

)
, c12(p) =

(
p 0.01

)
,
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c21(p) =

 0.01 cos p 0

p 0.01

 , c22(p) =

 0.01 p

0 0.01 cos p

 .

Нелiнiйнi функцiї f1 : R1 → R1, f2 : R2 → R2 неперервно диференцiйовнi,

вiдповiдно, на R1, R2, i такi, что f1(0) = 0, f2(0) = 0,
df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

= 1,

df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

=

 1 0

0 1

 .

Виберемо значення параметра p∗ рiвним 0. Визначимо матрицi D11(p),

D22(p), D(p) i переконаємось, що дана система задовольняє умовам При-

пущення 3.1. Бачимо, що матриця D11(p
∗) нестiйка i застосувати векторну

функцiю Ляпунова, як у Прикладi 3.1, не вдасться. Згiдно Теореми 3.1,

якщо функцiї f1(σ1) i f2(σ2) такi, що
∣∣∣∣df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

∣∣∣∣ ≤ 5.503,

для всiх σ1 ∈ R1,

∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

∥∥∥∥ ≤ 5.503, для всiх σ2 ∈ R2,

то для всiх (p, r1, r2) ∈ Ωp × Ωr1 × Ωr2, де Ωp = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.1}

Ωr1 = {r1 ∈ R1 | |r1| ≤ c1}, Ωr2 = {r2 ∈ R2 | ‖r2‖ ≤ c2}, c1 > 0, c2 > 0, iснує

єдиний стан рiвноваги системи, що дослiджується.

Виберемо матрицi

P1 =

 0.3 0

0 0.3

 , P2 =

 2 0

0 2

 , P3 =

 −1 0

0 −1


i утворимо матричнозначну функцiю вигляду (3.22). Виберемо a1 = 2,

a2 = 3 (a1 > 1, a2 > 1, де 1 – нижня оцiнка для ai, яка визначається в умовi

Теореми 3.4) i обрахуємо M1 = 0.236, M2 = 0.372. Визначимо ε∗ = 0.6 i

переконаємось, що матриця B стiйка для всiх p ∈ P = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.1},

0 < ε ≤ 0.37. Отже, якщо функцiї f1(σ1) i f2(σ2) задовольня-

ють оцiнкам
∣∣∣∣df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1
− df1(σ1)

dσ1

∣∣∣
σ1=0

∣∣∣∣ ≤ 0.23, для всiх σ1 ∈ R1, i
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∥∥∥∥df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2
− df2(σ2)

dσ2

∣∣∣
σ2=0

∥∥∥∥ ≤ 0.37, для всiх σ2 ∈ R2, то система, що до-

слiджується, згiдно Теоремi 3.4, глобально параметрично асимптотично

стiйка вiдносно областi P × Ωr1 × Ωr2, де Ωr1 = {r1 ∈ R1 | |r1| ≤ c1},

Ωr2 = {r2 ∈ R2 | ‖r2‖ ≤ c2}, c1 > 0, c2 > 0, при всiх ε ∈ (0, 0.37].

Вибравши f1(σ1) = −0.0575 sin 2σ1 + 1.115σ1 i

f2(σ2) =

 −0.185 sinσ21 + 1.185σ21

−0.185 sinσ22 + 1.185σ22

 , σT2 = (σ21 σ22), переконаємось,

що цi функцiї задовольняють отриманим секторним умовам. На Рис. 3.2

представленi графiки, якi iлюструють поведiнку змiнних xT = (x1, x2),

yT = (y1, y2) системи, що розглядається, при p = 0.07, ε = 0.3, r1 = −250,

rT2 = (10, 20), xT0 = (25, −25), yT0 = (15, −20). Стан рiвноваги, який вiдпо-

вiдає значенням параметрiв, що наведенi вище, xe = (−13.726, −7.306)T ,

ye = (−3.329, −1.744)T .

Рис. 3.2 – Поведiнка змiнних. Приклад 3.2
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3.3 Достатнi умови глобальної асимптотичної стiйкостi

рухомого стану рiвноваги у випадку вiдсутностi потрiбної

iнформацiї про динамiчнi характеристики пiдсистем

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову систему диференцiальних рiв-

нянь 
ẋ = A11(p)x+ εA12(p)y + q1(p)ϕ(r + C(p)x),

εẏ = A21(p)x+ εA22(p)y + q2(p)ϕ(r + C(p)x),

(3.28)

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiннi, що визначають стан системи в момент часу

t ∈ R+, r ∈ Rk – корегуючий вектор, матрицi A11(p) ∈ Rn×n, A12(p) ∈ Rn×m,

A21(p) ∈ Rm×n, A22(p) ∈ Rm×m, q1(p) ∈ Rn×k, q2(p) ∈ Rm×k, C(p) ∈ Rk×n ма-

ють елементи, якi неперервно залежать вiд векторного параметра p ∈ Rl,

ϕ : Rk → Rk – нелiнiйна функцiя, яка неперервно диференцiйовна на Rk i

така, що ϕ(0) = 0,
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

= Ik×k, де Ik×k – одинична матриця вiдповiд-

ної розмiрностi, ε ∈ (0, 1]. Вважаємо, що для системи (3.28) справедлива

теорема про iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi.

Зауважимо, що система (3.28) має нерухомий стан рiвноваги в початку

координат для всiх значень параметра p, якщо корегуючий вектор рiвний

0. Однак, якщо це не так, то стан рiвноваги стає рухомим через змiну

значень параметрiв p та r. Властивостi стiйкостi цього стану рiвноваги та-

кож будуть залежати вiд вказаних параметрiв. Крiм того, застосувати для

дослiдження властивостей стiйкостi рухомого стану рiвноваги результати

роздiлу 2 не вдасться, оскiльки немає вiдомостей про динамiчнi характери-

стики “виродженої” та “швидкої” пiдсистем початкової системи диференцi-

альних рiвнянь.

Нехай P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,

P3 ∈ Rn×m – деяка стала матриця. Введемо наступнi позначення:
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Φ(x) = −1

ε
A−1

22 (p)(A21(p)x+ q2(p)ϕ(r + C(p)x)),

A0(p) = A11(p)− A12(p)A
−1
22 (p)A21(p),

q0(p) = q1(p)− A12(p)A
−1
22 (p)q2(p),

K0(p, u) = A0(p) + q0(p)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p),

K1(p, u) = A21(p) + q2(p)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
C(p),

α =

1

2‖(K0(p∗, 0))−1‖
−max

p∈Ωp

‖K0(p, 0)−K0(p
∗, 0)‖

max
p∈Ωp

(‖q0(p)‖‖C(p)‖)
,

M(p, ũ, ˜̃u) =

(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)T
P1+

+P1

(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)
+

+P3A
−1
22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)
+

+

(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)T (
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)T
(A−1

22 (p))TP T
3 ,

N1(p, ũ, ˜̃u) = AT
12(p)P1+

+P2A
−1
22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)
,

N2(p, ũ, ˜̃u) = P1A12(p) + 2

(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)T
P3 + 2P3A22(p)+

+2P3A
−1
22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)
A12(p)+

+

(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)T (
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)T
(A−1

22 (p))TP2,

L(p, ˜̃u) = AT
12(p)P3 + P T

3 A12(p) + AT
22(p)P2 + P2A22(p)+
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+AT
12(p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)T
(A−1

22 (p))TP2+

+P2A
−1
22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)
A12(p),

∆i(u, p) = (qi(p)− qi(p∗))
(
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

)
(C(p)− C(p∗))+

+(qi(p)− qi(p∗))
(
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

)
C(p∗)+

+(qi(p)− qi(p∗))
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

(C(p)− C(p∗)) + (qi(p)− qi(p∗))
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

C(p∗)+

+qi(p
∗)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

)
C(p∗) + qi(p

∗)
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

(C(p)− C(p∗))+

+qi(p
∗)

(
dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

)
(C(p)− C(p∗)), i = 0, 1,

βi(p, α) = α‖qi(p)− qi(p∗)‖‖C(p)− C(p∗)‖+ α‖C(p∗)‖‖qi(p)− qi(p∗)‖+

+‖qi(p)− qi(p∗)‖
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ‖C(p∗)‖+ α‖qi(p∗)‖‖C(p)− C(p∗)‖+

+α‖qi(p∗)‖‖C(p∗)‖+ ‖qi(p∗)‖
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ‖C(p)− C(p∗)‖+

+‖qi(p)− qi(p∗)‖
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ‖C(p)− C(p∗)‖, i = 0, 1,

γ0(p, α) = ‖A0 − A0(p
∗)‖+ β0(p, α),

γ1(p, α) = ‖A21 − A21(p
∗)‖+ β1(p, α),

A(p, α) = λmax(M(p∗, 0, 0)) + 2‖P1‖γ0(p, α)+

+2‖P3‖‖A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗)‖
[
γ1(p, α)γ0(p, α)+

+‖K1(p
∗, 0)‖γ0(p, α) + ‖K0(p

∗, 0)‖γ1(p, α) + ‖K1(p
∗, 0)K0(p

∗, 0)‖
]
+

+2‖P3A
−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)γ0(p, α) + ‖K1(p

∗, 0)‖γ0(p, α) + ‖K0(p
∗, 0)‖γ1(p, α)

]
,
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B(p, α) = λmax(L(p∗, 0))+2‖P3‖‖A12(p)−A12(p
∗)‖+2‖P2‖‖A22(p)−A22(p

∗)‖+

+2‖P2‖‖A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗)‖
[
‖K1(p

∗, 0)‖‖A12(p
∗)‖+ γ1(p, α)‖A12(p

∗)‖+

+γ1(p, a)‖A12(p)− A12(p
∗)‖+ ‖K1(p

∗, 0)‖‖A12(p)− A12(p
∗)‖
]
+

+2‖P2A
−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)‖A12(p)−A12(p

∗)‖+‖K1(p
∗, 0)‖‖A12(p)−A12(p

∗)‖+

+γ1(p, α)‖A12(p
∗)‖
]
,

C(p, α) =
1

2
‖N1(p

∗, 0, 0) +NT
2 (p∗, 0, 0)‖+ ‖P1‖‖A12(p)− A12(p

∗)‖+

+‖P3‖‖A22(p)− A22(p
∗)‖+ ‖P3‖γ0(p, α)+

+‖P3‖‖A12(p)− A12(p
∗)‖
[
γ1(p, α)‖A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)‖+ γ1(p, α)‖A−1

22 (p∗)‖+

+‖K1(p
∗, 0)‖‖A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)‖+ ‖K1(p

∗, 0)‖‖A−1
22 (p∗)‖

]
+

+‖P3‖‖A12(p
∗)‖
[
γ1(p, α)‖A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗)‖+

+γ1(p, α)‖A−1
22 (p∗)‖+ ‖K1(p

∗, 0)‖‖A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗)‖
]
+

+‖P2‖‖A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗)‖
[
γ1(p, α)γ0(p, α) + γ1(p, α)‖K0(p

∗, 0)‖+

+‖K1(p
∗, 0)‖γ0(p, α) + ‖K1(p

∗, 0)‖‖K0(p
∗, 0)‖

]
+

+‖P2A
−1
22 (p∗)‖

[
γ1(p, α)γ0(p, α) + γ1(p, α)‖K0(p

∗, 0)‖+ ‖K1(p
∗, 0)‖γ0(p, α)

]
.

Сформулюємо i доведемо теорему, яка визначає достатнi умови глобаль-

ної параметричної асимптотичної стiйкостi системи (3.28) вiдносно певної

областi у просторi параметрiв.

Теорема 3.5. Нехай для системи (3.28) виконуються умови Припу-

щення 2.4, для функцiї ϕ(u) при всiх u ∈ Rk виконується оцiнка∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ α,
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область Ωp = {p ∈ Rl | ‖p − p∗‖ ≤ b} визначається iз спiввiдношення

(2.15), для матриць P1, P2, P3 справедливе спiввiдношення

λmin(P1)λmin(P2)− λmax(P3P
T
3 ) > 0 (3.29)

i для всiх p ∈ P ⊆ (Ωp ∩ Ωp1), де область Ωp1 визначається згiдно Ле-

ми 2.3, вiрнi нерiвностi

A(p, α) < 0, A(p, α)B(p, α)− C2(p, α) > 0. (3.30)

Тодi система (3.28) глобально параметрично асимптотично стiйка вiд-

носно областi P ×Ωr, де Ωr = {r ∈ Rk | ‖r‖ ≤ c}, c > 0, для всiх ε ∈ (0, 1].

Доведення. При виконаннi умов Теореми 3.5, для системи (3.6), з якої

визначається стан рiвноваги системи (3.28), виконуються всi умови Теоре-

ми 3.2. Отже, для всiх (p, r) ∈ (Ωp ∩Ωp1)×Ωr, де область Ωp визначається

з умови (2.15), область Ωp1 визначається згiдно Леми 2.3, а область Ωr та-

ка, як в умовi теореми, iснує єдиний стан рiвноваги системи рiвнянь (3.28).

Очевидно, що вiн iснує i для всiх (p, r) ∈ P × Ωr. Покажемо, що для всiх

значень параметрiв з цiєї областi вказаний стан рiвноваги буде глобально

асимптотично стiйкий.

Нехай (p, r) – довiльнi значення параметрiв з областi P × Ωr i

((xe)T , (ye)T )T – вiдповiдний їм стан рiвноваги системи рiвнянь (3.28). Роз-

глянемо матричнозначну функцiю (див. [149,150])

U(x, y, ε) =

 v11(x) v12(x, y, ε)

v21(x, y, ε) v22(x, y, ε)

 , (3.31)

де v11(x) = (x − xe)TP1(x − xe), v22(x, y, ε) = ε2(y − Φ(x))TP2(y − Φ(x)),

v12(x, y, ε) = v21(x, y, ε) = ε(x− xe)TP3(y − Φ(x)). За допомогою вектора
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ηT = (1, 1) утворимо скалярну функцiю

v(x, y, ε) = ηTV (x, y, ε)η. (3.32)

Враховуючи, що для елементiв матричнозначної функцiї (3.31) мають мiсце

оцiнки

v11(x) ≥ λmin(P1)‖x− xe‖2 при всiх x ∈ Rn,

v22(y, ε) ≥ ε2λmin(P2)‖y − Φ(x)‖2 при всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1],

v12(x, y, ε) ≥ −ε
(
λmax(P3P

T
3 )
) 1

2 ‖x− xe‖‖y − Φ(x)‖

при всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1],

для скалярної функцiї (3.32) справедливе наступне спiввiдношення:

v(x, y, ε) ≥ uTA(ε)u при всiх (x, y, ε) ∈ Rn × Rm × (0, 1],

де uT = (‖x− xe‖ ‖y − Φ(x)‖),

A(ε) =

 λmin(P1) −ε(λmax(P3P
T
3 ))

1
2

−ε(λmax(P3P
T
3 ))

1
2 ε2λmin(P2)

 . (3.33)

При виконаннi умови (3.29), матриця (3.33) додатно визначена при всiх ε ∈

(0, 1], тобто скалярна функцiя v(x, y, ε) додатно визначена за Ляпуновим

при всiх ε ∈ (0, 1].

Знайдемо повну похiдну функцiї (3.32) по часу в силу системи (3.28)

v̇(x, z, ε)
∣∣∣
(3.28)

= ẋTP1(x− xe) + (x− xe)TP1ẋ+

+2εẋTP3(y − Φ(x)) + 2ε(x− xe)TP3

(
ẏ − dΦ(x)

dx

)
+
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+ ε2

(
ẏ − dΦ(x)

dx

)T
P2(y − Φ(x)) + ε2(y − Φ(x))TP2

(
ẏ − dΦ(x)

dx

)
. (3.34)

Враховуючи, що

ẋ = A11(p)x+ εA12(p)y + q1(p)ϕ(u) =

=

(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)
(x− xe) + εA12(p)(y − Φ(x));

ẏ − dΦ(x)

dx
= A22(p)(y − Φ(x))+

+
1

ε
A−1

22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)
×

×
(
A0(p) + q0(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
ũ
C(p)

)
(x− xe)+

+A−1
22 (p)

(
A21(p) + q2(p)

dϕ(u)

du

∣∣∣
˜̃u
C(p)

)
A12(p)(y − Φ(x)),

де ũ i ˜̃u – деякi значення змiнної u з простору Rk, iз (3.34) отримаємо

наступне спiввiдношення:

v̇(x, y, ε)
∣∣∣
(3.28)

= (x− xe)TM(p, ũ, ˜̃u)(x− xe)+

+
1

2
ε(y − Φ(x))T (N1(p, ũ, ˜̃u) +NT

2 (p, ũ, ˜̃u))(x− xe)+

+
1

2
ε(x− xe)T (NT

1 (p, ũ, ˜̃u) +N2(p, ũ, ˜̃u))(y − Φ(x))+

+ ε2(y − Φ(x))TL(p, ˜̃u)(y − Φ(x)). (3.35)

Перетворимо M(p, ũ, ˜̃u) наступним чином:

M(p, ũ, ˜̃u) = M(p∗, 0, 0)+(K0(p, ũ)−K0(p
∗, 0))TP1+P1(K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0))+

+2P3(A
−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))(K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0))+
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+2P3(A
−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))K1(p
∗, 0)(K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0))+

+2P3(A
−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))K0(p

∗, 0)+

+2P3(A
−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))K1(p
∗, 0)K0(p

∗, 0)+

+2P3A
−1
22 (p∗)(K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))(K0(p, ũ)−K0(p
∗, 0))+

+2P3A
−1
22 (p∗)K1(p

∗, 0)(K0(p, ũ)−K0(p
∗, 0))+

+ 2P3A
−1
22 (p∗)(K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))K0(p
∗, 0). (3.36)

Скориставшись виразом (3.36), отримаємо оцiнку квадратичної форми:

(x− xe)TM(p, ũ, ˜̃u)(x− xe) ≤

≤
[
λmax(M(p∗, 0, 0)) + 2‖P1‖‖K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0)‖+

+2‖P3‖‖A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗)
(
‖K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0)‖‖K0(p, ũ)−K0(p
∗, 0)‖+

+‖K1(p
∗, 0)‖‖K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0)‖+ ‖K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0)‖‖K0(p

∗, 0)‖+

+‖K1(p
∗, 0)K0(p

∗, 0)‖
)

+ 2‖P3A
−1
22 (p∗)‖

(
‖K1(p

∗, 0)‖‖K0(p, ũ)−K0(p
∗, 0)‖+

+‖K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0)‖‖K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0)‖+

+ ‖K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0)‖‖K0(p

∗, 0)‖
)]
‖x− xe‖2. (3.37)

Враховуючи, що

K0(p, ũ)−K0(p
∗, 0) = (A0 − A0(p

∗)) + ∆0(ũ, p),

K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0) = (A21 − A21(p

∗)) + ∆1(ũ, p),
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тобто мають мiсце оцiнки

‖K0(p, ũ)−K0(p
∗, 0)‖ ≤ ‖A0 − A0(p

∗)‖+ β0(p, α) = γ0(p, α),

‖K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0)‖ ≤ ‖A21 − A21(p

∗)‖+ β1(p, α) = γ1(p, α)

i функцiя ϕ(u) така, що
∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ α при всiх u ∈ Rk, оста-

точно отримаємо для всiх x ∈ Rn оцiнку

(x− xe)TM(p, ũ, ˜̃u)(x− xe) ≤ A(p, α)‖x− xe‖2. (3.38)

Перетворимо величину L(p, ˜̃u) наступним чином:

L(p, ˜̃u) = L(p∗, 0) + (A12(p)− A12(p
∗))TP3 + P T

3 (A12(p)− A12(p
∗))+

+(A22(p)− A22(p
∗))TP2 + P2(A22(p)− A22(p

∗))+

+(A12(p)− A12(p
∗))T (K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))T (A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))TP2+

+(A12(p)− A12(p
∗))T (K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))T (A−1
22 (p∗))TP2+

+P2A
−1
22 (p∗)(K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))(A12(p)− A12(p
∗))+

+P2(A
−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))(A12(p)− A12(p

∗))+

+(A12(p)− A12(p
∗))TKT

1 (p∗, 0)(A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))TP2+

+(A12(p)− A12(p
∗))TKT

1 (p∗, 0)(A−1
22 (p∗))TP2+

+P2(A
−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))K1(p
∗, 0)(A12(p)− A12(p

∗))+

+P2A
−1
22 (p∗)K1(p

∗, 0)(A12(p)− A12(p
∗))+

+P2A
−1
22 (p∗)(K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))A12(p
∗)+
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+P2(A
−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))K1(p
∗, 0)A12(p

∗)+

+AT
12(p

∗)KT
1 (p∗, 0)(A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗))TP2+

+AT
12(p

∗)(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))T (A−1

22 (p∗))TP2+

+P2(A
−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))A12(p

∗)+

+AT
12(p

∗)(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))T (A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗))TP2.

Враховуючи позначення, якi були введенi вище, отримаємо оцiнку квадра-

тичної форми для всiх y ∈ Rm у виглядi

(y − Φ(x))TL(p, ˜̃u)(y − Φ(x)) ≤ B(p, α)‖y − Φ(x)‖2. (3.39)

Величину
1

2
(N1(p, ũ, ˜̃u) +NT

2 (p, ũ, ˜̃u)) представимо наступним чином:

1

2
(N1(p, ũ, ˜̃u) +NT

2 (p, ũ, ˜̃u)) =

=
1

2
(N1(p

∗, 0, 0) +N2(p
∗, 0, 0)) + (A12(p)− A12(p

∗))TP1+

+(A22(p)− A22(p
∗))TP T

3 + P T
3 (K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0))+

+(A12(p)− A12(p
∗))T

[
(K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))T (A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))T+

+(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))T (A−1

22 (p∗))T+

+KT
1 (p∗, 0)(A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗))T +KT

1 (p∗, 0)(A−1
22 (p∗))T

]
P T

3 +

+AT
12(p

∗)
[
(K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))T (A−1
22 (p)− A−1

22 (p∗))T+

+(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))T (A−1

22 (p∗))T +KT
1 (p∗, 0)(A−1

22 (p)− A−1
22 (p∗))T

]
P T

3 +

+P2(A
−1
22 (p)−A−1

22 (p∗))
[
(K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))K0(p
∗, 0) +K1(p

∗, 0)K0(p
∗, 0)+
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+(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))(K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0))+K1(p
∗, 0)(K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0))
]
+

+P2A
−1
22 (p∗)

[
(K1(p, ˜̃u)−K1(p

∗, 0))(K0(p, ũ)−K0(p
∗, 0))+

+(K1(p, ˜̃u)−K1(p
∗, 0))K0(p

∗, 0) +K1(p
∗, 0)(K0(p, ũ)−K0(p

∗, 0))
]
.

Враховуючи позначення, якi були введенi вище, при всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm

справедлива оцiнка бiлiнiйної форми:

1

2
(y−Φ(x))T (N1(p, ũ, ˜̃u) +N2(p, ũ, ˜̃u))(x− xe) ≤ C(p, α)‖x− xe‖‖y−Φ(x)‖.

(3.40)

Очевидно, що аналогiчно можна отримати наступну оцiнку, що має мiсце

при всiх x ∈ Rn, z ∈ Rm:

1

2
(y−Φ(x))T (N1(p, ũ, ˜̃u) +N2(p, ũ, ˜̃u))(x− xe) ≤ C(p, α)‖x− xe‖‖y−Φ(x)‖.

(3.41)

Таким чином, для похiдної функцiї (3.32) по часу в силу системи (3.28),

враховуючи (3.35), (3.38)-(3.41), при всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1] справе-

длива оцiнка
dv(x, y, ε)

dt

∣∣∣
(3.28)

≤

≤ A(p, α)‖x− xe‖2 + εC(p, α)‖x− xe‖‖y − Φ(x)‖+

+εC(p, α)‖y − Φ(x)‖‖x− xe‖+ ε2B(p, α)‖y − Φ(x)‖2 =

= (‖x− xe‖, ‖y − Φ(x)‖)D(p, α, ε)(‖x− xe‖, ‖y − Φ(x)‖)T , (3.42)

де

D(p, α, ε) =

 A(p, α) εC(p, α)

εC(p, α) ε2B(p, α)

 .

Матриця D(p, α, ε) при виконаннi умови (3.30) вiд’ємно визначена для
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вибраного p ∈ P i всiх ε ∈ (0, 1], тобто
dv(x, y, ε)

dt

∣∣∣
(3.28)

< 0 для всiх

нерiвноважних значень змiнних x ∈ Rn, z ∈ Rm i всiх ε ∈ (0, 1].

Таким чином, v(x, y, ε) є функцiєю Ляпунова, яка в силу теореми

Барбашина–Красовського (див. [3]) дозволяє встановити глобальну асим-

птотичну стiйкiсть стану рiвноваги ((xe)T (ye)T )T . Оскiльки (p, r) довiльна

точка областi P × Ωr, то система (3.28) глобально параметрично асимпто-

тично стiйка вiдносно цiєї областi, для всiх ε ∈ (0, 1].

Теорему доведено.

Приклад 3.3. В якостi прикладу застосування Теореми 3.5 розглянемо

систему вигляду (3.28), де x, y ∈ R2, p, r ∈ R1,

A11(p) =

 −2.3 + p2 0

0 −2.218

 , A12(p) =

 0.04 0

p 0.04

 ,

A21(p) =

 2.5 10p

0 −26.5

 , A22(p) =

 0.35 + tan(p) 0

0 0.35

 ,

q1(p) =

 0.001

sin(p)

 , q2(p) =

 −0.35 + p

0

 C(p) = (82, p2).

Нелiнiйна функцiї ϕ : R1 → R1 неперервно диференцiйовна на R1 i така,

що ϕ(0) = 0,
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

= 1.

Виберермо значення параметра p∗ рiвним 0. Утворивши матрицю

K0(p, u) переконаємось, що виконуються умови Припущення 2.4. З Тео-

реми 3.2 слiдує, що якщо функцiя ϕ(u) така, що∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ 0.02,



129

для всiх u ∈ R1, то для всiх (p, r) ∈ Ωp×Ωr, де Ωp = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.002},

Ωr = {r ∈ R1 | |r| < c}, c > 0, iснує єдиний стан рiвноваги системи, що

дослiджується.

Виберемо матрицi P1 =

 200 0

0 200

, P2 =

 0.15 0

0 0.15

,

P3 =

 4.5 0

0 4.5

 i утворимо скалярну функцiю вигляду (3.32). Перекона-

ємось, що для вибраних матриць виконується спiввiдношення (3.29) i для

областi P = {p ∈ R1 | |p| ≤ 0.002} та величини α = 0.003 справедливi оцiн-

ки (3.30). Таким чином, якщо функцiя ϕ(u) при всiх u ∈ R1 задовольняє

оцiнку ∥∥∥∥dϕ(u)

du

∣∣∣
u
− dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

∥∥∥∥ ≤ 0.003,

то система, що дослiджується, згiдно Теореми 3.5, глобально параметрично

асимптотично стiйка вiдносно областi P × Ωr, де Ωr = {r ∈ R1 | |r| < c},

c > 0, для всiх ε ∈ (0, 1].

а) б)

Рис. 3.3 – Поведiнка змiнних. Приклад 3.3

Вибравши ϕ(u) = −0.0015 sin(r+ 82x1 + p2x2) + 1.0015(r+ 82x1 + p2x2),

переконаємось, що функцiя задовольняє отриману секторну умову. На

Рис. 3.3 представленi графiки, якi iлюструють поведiнку змiнних
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xT = (x1, x2), yT = (y1, y2) системи, що розглядається, при p = 0.002,

ε = 0.1, r = −25, xT0 = (−5, 5), yT0 = (100, −200).

3.4 Результати та висновки

Звичний пiдхiд до аналiзу рiзнотемпових систем диференцiальних рiвнянь

полягає у роздiленнi рухiв на “швидкi” та “повiльнi” i подальший їх аналiз

згiдно вiдповiдних шкал. Цей пiдхiд, запропонований Тихоновим та зго-

дом розвинутий та вдосконалений Васильєвою, Бутузовим, Красовським,

Градштейном та iн. (див. [9,16,17,33,69]), передбачає можливiсть видiлен-

ня вiдповiдних пiдсистем та наявнiсть певних вiдомостей про їх динамiчнi

характеристики. В протилежному випадку застосування вказаного пiдходу

стикається зi значними труднощами. В роздiлi 3 для їх подолання застосо-

вано метод функцiй Ляпунова.

Пiдхiд, запропонований у роздiлi 2, який дає можливiсть оцiнити

область у просторi параметрiв системи, для всiх значень параметрiв з якої

iснує єдиний стан рiвноваги системи, що дослiджується, адаптовано до кла-

сiв неточних рiзнотемпових систем типу Лур’є–Постнiкова, якi не допуска-

ють видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем через те, що неможли-

во аналiтично розв’язати вiдповiднi алгебраїчнi рiвняння. Як i для пiдходу,

запропонованого у роздiлi 2, вiдповiднi оцiнки областей i оцiнки на нелiнiй-

ностi, що входять до системи, потребують iнформацiї про поведiнку моделi

лише при деякому вiдомому значеннi параметра.

Якщо в системi диференцiальних рiвнянь, що розглядається, лiнiйнi на-

ближення пiдсистем початкової системи стiйкi при деякому значеннi па-

раметра, то запропоновано спосiб побудови векторної функцiї Ляпунова,

метод порiвняння з якою дозволяє встановити достатнi умови глобальної

параметричної асимптотичної стiйкостi початкової системи та встановити

область такої стiйкостi у просторi її параметрiв. У випадку, коли вказанi



131

лiнiйнi наближення нестiйкi, запропоновано спосiб побудови матричнозна-

чної функцiї Ляпунова, використання якої дозволяє отримати аналогiчнi

результати. Даний пiдхiд, також, дозволяє отримати оцiнку iнтервалу змi-

ни параметра, що визначає вiдношення швидкостей “швидких” та “повiль-

них” рухiв.

Для випадку, коли початкова система диференцiальних рiвнянь спецi-

ального вигляду допускає видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем,

але вони не мають динамiчних характеристик, потрiбних для застосування

пiдходу, розглянутого у роздiлi 2, запропоновано спосiб побудови матри-

чнозначної функцiї Ляпунова, використання якої дозволяє встановити до-

статнi умови глобальної параметричної асимптотичної стiйкостi початкової

системи та встановити область такої стiйкостi у просторi її параметрiв для

всiх значень параметра, що визначає вiдношення швидкостей “швидких” та

“повiльних” рухiв, з iнтервалу (0, 1].

Основнi результати цього роздiлу викладено в роботах [47,49,80].



Роздiл 4

МЕТОДИКА ДОСЛIДЖЕННЯ ПАРАМЕТРИЧНОЇ

СТIЙКОСТI ТА ПОБУДОВИ КЕРУВАННЯ НЕТОЧНИМИ

РIЗНОТЕМПОВИМИ СИСТЕМАМИ В ЗАГАЛЬНОМУ

ВИГЛЯДI

Даний роздiл присвячено розвитку прямого методу Ляпунова для дослi-

дження параметричної стiйкостi та побудовi керування неточними рiзно-

темповими системами диференцiальних рiвнянь в загальному виглядi.

Загальний вигляд функцiй, якi входять до складу систем, що розгля-

даються в цьому роздiлi, унеможливлює застосування методу роздiлення

рухiв рiзнотемпових систем, який базується на результатах Тихонова та

його послiдовникiв (див. [9, 69]), оскiльки цей метод потребує наявностi в

явному виглядi розв’язку деякого рiвнняння, який в контекстi загального

вигляду вiдповiдної функцiї та її нелiнiйностi отримати досить складно.

Альтернативним i найбiльш загальним методом дослiдження нелiнiйних

систем, до яких вiдносяться i рiзнотемповi системи, що розглядаються в

цьому роздiлi, є другий (прямий) метод Ляпунова (див. [40]). Вiн дозво-

ляє встановити динамiчнi характеристики системи, яка дослiджується, не

знаходячи її розвязку, що для нелiнiйних систем практично завжди яв-

ляє собою суттєву складнiсть, а також не вдаючися до її лiнеаризацiї, що у

випадку, наприклад, дослiдження глобальної стiйкостi не приведе до бажа-

ного результату. Однак, на практицi, застосування цього методу ускладню-

ється вiдсутнiстю регулярних методiв побудови вiдповiдної функцiї. Тому

132
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вдосконалення iснуючих та розробка нових методик та способiв побудови

функцiй Ляпунова для рiзних класiв нелiнiйних систем є актуальною та

важливою задачею.

В пiдроздiлi 4.1 запропоновано спосiб оцiнки областi у просторi параме-

трiв систем вказаних типiв, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний

стан рiвноваги таких систем. Зауважимо, що на вiдмiну вiд роздiлiв 2 та

3, де таку область було знайдено з умов збiжностi iтерацiйного процесу, в

цьму роздiлi оцiнку шуканої областi отримано з оцiнок областей невиро-

дженостi матриць, вiд яких залежать розвязкi вiдповiдних рiвнянь.

В пiдроздiлi 4.2 встановлено достатнi умови глобальної параметричної

асимптотичної стiйкостi рiзнотемпової системи диференцiальних рiвнянь

вiдносно певної областi у просторi її параметрiв. Оскiльки нiяких вiдо-

мостей про стiйкiсть лiнiйних наближень вiдповiдних рiвнянь початкової

системи, якi б дозволили побудувати компоненти векторної функцiї Ляпу-

нова, нема, то для дослiдження стiйкостi всiєї системи було застосовано

матричнозначну функцiю Ляпунова.

Пiдроздiл 4.3 присвячено розширенню результатiв пiдроздiлу 4.2 на ви-

падок великомасштабностi системи, яка дослiджується. В цьому випадку,

окрiм “звичних” труднощiв, якi виникають при дослiдженнi великомасшта-

бних систем, додаються труднощi, пов’язанi iз наявнiстю декiлькох параме-

трiв при старших похiдних вiдповiдних рiвнянь (див. [18]). Розглядається

випадок, коли такi параметри взаємно не зв’язанi, тому початкова система

має декiлька iстотно незалежних часових шкал. Розбивши вектори стану

системи на субвектори, великомасштабна система розглядається у виглядi

сукупностi взаємозв’язаних пiдсистем. Для встановлення достатнiх умов

глобальної параметричної асимптотичної стiйкостi початкової системи за-

стосовується скалярна функцiя Ляпунова у виглядi суми функцiй, якi бу-

дуються для незалежних пiдсистем згiдно результатiв пiдроздiлу 4.2.
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В пiдроздiлi 4.4 запропоновано спосiб побудови керування для параме-

тричної стабiлiзацiї системи, що розглядалася у пiдроздiлi 4.2, у випадку

її параметричної нестiйкостi. Вказано спосiб вибору матриць керування i

спосiб побудови векторної функцiї Ляпунова, за допомогою якої встанов-

лено глобальну параметричну асимптотичну стiйкiсть початкової системи

при запропонованому керуваннi.

4.1 Методика оцiнки областi iснування єдиного стану рiвноваги

системи диференцiальних рiвнянь в просторi її параметрiв

Розглянемо систему рiвнянь
0 = A11(x̃, ỹ, p)x+ A12(x̃, ỹ, p)y + C1(p) +B1(p)(K1x+K2y),

0 = A21(˜̃x, ˜̃y, p)x+ A22(˜̃x, ˜̃y, p)y + C2(p) +B2(p)(K1x+K2y),

(4.1)

де x ∈ Rn, y ∈ Rm – змiннi, x̃ ∈ Rn, ˜̃x ∈ Rn, ỹ ∈ Rm, ˜̃y ∈ Rm – деякi їх фiксо-

ванi значення, p ∈ Rl – векторний параметр, матрицi A11(x, y, p) ∈ Rn×n,

A12(x, y, p) ∈ Rn×m, A21(x, y, p) ∈ Rm×n, A22(x, y, p) ∈ Rm×m мають

елементи, якi неперервно залежать вiд x, y, p, матрицi B1(p) ∈ Rn×k,

B2(p) ∈ Rm×k, C1(p) ∈ Rn×1, C2(p) ∈ Rm×1, мають елементи, якi непе-

рервно залежать вiд p, K1 ∈ Rk×n, K2 ∈ Rk×m – деякi сталi матрицi.

Припущення 4.1. Система рiвнянь (4.1) така, що

(1) iснує значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl таке, що при цьому значеннi

параметра iснує розв’язок x = x∗, y = y∗ цiєї системи;

(2) iснують такi додатнi числа α, β, γ, δ < +∞,що виконуються оцiн-

ки

‖A11(x, y, p)− A11(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ α, ‖A12(x, y, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ β,
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‖A21(x, y, p)− A21(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ γ, ‖A22(x, y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ δ

для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl;

(3) матрицi A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1 i

A = A22(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K2 −
(
A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

)
×

×
(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)−1(
A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

)
невиродженi.

Позначимо

M(α) =

=

‖(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1‖2(α + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K1‖)

1− ‖(A11(x∗, y∗, p∗) +B1(p∗)K1)−1‖(α + max
p∈P
‖B1(p)−B1(p∗)‖‖K1‖)

i сформулюємо та доведемо теорему, яка дозволить встановити область

P ⊆ Rl, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний розвязок системи

рiвнянь (4.1).

Теорема 4.1. Нехай система рiвнянь (4.1) задовольняє умовам При-

пущення 4.1 i справедливi спiввiдношення

‖(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1‖(α+ max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K1‖) < 1, (4.2)

‖A−1‖
(
δ + max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+‖A−1‖
[(
γ + max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
M(α)×

×
(
β + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+
(
γ + max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
‖(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1‖×
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×
(
β + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+
(
γ + max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
M(α)‖(A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2)‖+

+
(
γ + max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
‖(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1‖×

×‖(A12(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K2)‖+

+‖(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)‖M(α)
(
β + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+‖(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)‖‖(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1‖×

×
(
β + max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+ ‖(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)×

× ‖M(α)‖(A12(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K2)‖
]
< 1. (4.3)

Тодi для всiх значень параметра p з областi P iснує єдиний розв’язок

системи рiвнянь (4.1).

Доведення. Виберемо довiльне значення параметра p з областi P i роз-

глянемо систему (4.1) при цьому значеннi параметра. Так як матриця

A11(x
∗, y∗, p∗) + B1(p

∗)K1 невироджена, то можемо представити матрицю

A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1 наступним чином:

A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1 = A11(x
∗, y∗, p∗)+

+(A11(x̃, ỹ, p)− A11(x
∗, y∗, p∗)) + (B1(p)−B1(p

∗))K1 +B1(p
∗)K1 =

=
(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)(
In×n +

(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)−1

×

×
[
(A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗) + (B1(p)−B1(p
∗))K1

])
,

де In×n – одинична матриця вiдповiдної розмiрностi, звiдки слiдує, що не-
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виродженiсть початкової матрицi еквiвалентна невиродженостi матрицi

In×n +
(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)−1

×

×
[
(A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗) + (B1(p)−B1(p
∗))K1

]
,

що має мiсце, якщо виконується спiввiдношення

∥∥∥(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1

)−1

×

×
[
(A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗) + (B1(p)−B1(p
∗))K1

]∥∥∥ < 1.

Враховуючи оцiнку

∥∥∥(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1

)−1

×

×
[
(A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗) + (B1(p)−B1(p
∗))K1

]∥∥∥ ≤
≤
∥∥∥(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)−1∥∥∥×
×
(
‖A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗)‖+ max
p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K1‖
)
≤

≤
∥∥∥(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)−1∥∥∥(α + max
p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K1‖)

i спiввiдношення (4.2) отримаємо, що матрицяA11(x̃, ỹ, p)+B1(p)K1 невиро-

джена при всiх значеннях x̃ ∈ Rn, ỹ ∈ Rm i вибраному значеннi параметра

p. Це означає, що з першого рiвняння системи (4.1) змiнна x виражається

наступним чином:

x = −
(
A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1

)−1(
(A12(x̃, ỹ, p) +B1(p)K2)y + C1(p)

)
.

Пiдставивши цей вираз у друге рiвняння системи (4.1), отримаємо пiсля
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деяких перетворень спiввiдношення, з якого визначається змiнна y:

(
A22(˜̃x, ˜̃y, p)+B2(p)K2− (A21(˜̃x, ˜̃y, p)+B2(p)K1)(A11(x̃, ỹ, p)+B1(p)K1)

−1×

×(A12(x̃, ỹ, p) +B1(p)K2)
)
y =

=
(
A21(˜̃x, ˜̃y, p) +B2(p)K1

)(
A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1

)−1

C1(p)− C2(p).

Iснування розв’язку цього рiвняння при деяких значеннях змiнних ˜̃x, ˜̃y, x̃,

ỹ та вибраному значеннi параметра p еквiвалентно невиродженостi матрицi

A22(˜̃x, ˜̃y, p) +B2(p)K2 − (A21(˜̃x, ˜̃y, p) +B2(p)K1)×

×(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)
−1(A12(x̃, ỹ, p) +B1(p)K2).

Перепишемо цю матрицю в наступному виглядi:

A

(
Im×m + A−1

(
(A22(˜̃x, ˜̃y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)) + (B2(p)−B2(p
∗))K2+

+(A21(˜̃x, ˜̃y, p)+B2(p)K1)(A11(x̃, ỹ, p)+B1(p)K1)
−1(A12(x̃, ỹ, p)+B1(p)K2)−

−(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1×

×(A12(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K2)
))

.

Так як матриця A невироджена згiдно умов Припущення 4.1, то невиро-

дженiсть матрицi, що розглядається, слiдує з невиродженостi матрицi

Im×m + A−1
(

(A22(˜̃x, ˜̃y, p)− A22(x
∗, y∗, p∗)) + (B2(p)−B2(p

∗))K2+

+(A21(˜̃x, ˜̃y, p)+B2(p)K1)(A11(x̃, ỹ, p)+B1(p)K1)
−1(A12(x̃, ỹ, p)+B1(p)K2)−

−(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1×
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×(A12(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K2)
)
,

що має мiсце, якщо виконується оцiнка∥∥∥∥∥A−1
(

(A22(˜̃x, ˜̃y, p)− A22(x
∗, y∗, p∗)) + (B2(p)−B2(p

∗))K2+

+(A21(˜̃x, ˜̃y, p)+B2(p)K1)(A11(x̃, ỹ, p)+B1(p)K1)
−1(A12(x̃, ỹ, p)+B1(p)K2)−

−(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1×

× (A12(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K2)
)∥∥∥∥∥ < 1. (4.4)

Оцiнимо величину норми у лiвiй частинi спiввiдношення (4.4). Розглянемо

рiзницю

(A21(˜̃x, ˜̃y, p) +B2(p)K1)(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)
−1(A12(x̃, ỹ, p) +B1(p)K2)−

−(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1×

×(A12(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K2) =

=
[
(A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)) + (B2(p)−B2(p
∗))K1

]
×

×
[
(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)

−1 − (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1
]
×

×
[
(A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)) + (B1(p)−B1(p
∗))K2

]
+

+
[
(A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)) + (B2(p)−B2(p
∗))K1

]
×

×
(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)−1

×

+
[
(A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)) + (B1(p)−B1(p
∗))K2

]
+

+
[
(A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)) + (B2(p)−B2(p
∗))K1

]
×
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×
[
(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)

−1 − (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1
]
×

×
(
A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

)
+

+
[
(A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)) + (B2(p)−B2(p
∗))K1

]
×

×
(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)−1(
A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

)
+

+
(
A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

)
×

×
[
(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)

−1 − (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1
]
×

×
[
(A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)) + (B1(p)−B1(p
∗))K2

]
+

+
(
A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

)(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)−1

×

×
[
(A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)) + (B1(p)−B1(p
∗))K2

]
+

+
(
A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

)
×

×
[
(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)

−1 − (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1
]
×

×
(
A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

)
. (4.5)

Тодi, враховуючи (4.5), можемо оцiнити величину норми в лiвiй частинi

нерiвностi (4.4).∥∥∥∥∥A−1
(

(A22(˜̃x, ˜̃y, p)− A22(x
∗, y∗, p∗)) + (B2(p)−B2(p

∗))K2+

+(A21(˜̃x, ˜̃y, p)+B2(p)K1)(A11(x̃, ỹ, p)+B1(p)K1)
−1(A12(x̃, ỹ, p)+B1(p)K2)−

−(A21(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K1)(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1×

×(A12(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K2)
)∥∥∥∥∥ ≤
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≤ ‖A−1‖
(
δ+‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K2‖
)

+‖A−1‖
[(
γ+‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
×

×
[
(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)

−1 − (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1
]
×

×
(
β + ‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+
(
γ + ‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)∥∥∥(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1
∥∥∥×

×
(
β + ‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+
(
γ + ‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
×

×
∥∥∥(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)

−1 − (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1
∥∥∥×

×
∥∥∥A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

∥∥∥+
(
γ + ‖B2(p)−B2(p

∗)‖‖K1‖
)
×

×
∥∥∥(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1
∥∥∥∥∥∥A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

∥∥∥+

+
∥∥∥A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

∥∥∥×
×
∥∥∥(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)

−1 − (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1
∥∥∥×

×
(
β + ‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+
∥∥∥A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

∥∥∥×
×
∥∥∥(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1
∥∥∥(β + ‖B1(p)−B1(p

∗)‖‖K2‖
)

+

+
∥∥∥A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

∥∥∥×
×
∥∥∥(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)

−1 − (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
−1
∥∥∥×

×
(
A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

)]
. (4.6)
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Оцiнимо величину

∥∥∥(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)
−1 − (A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1
∥∥∥.

Нехай A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1 = (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1) +E. Тодi, згiдно

формули 5.8.2 з [76] i (4.2)

∥∥∥(A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1)
−1 − (A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1
∥∥∥ =

=
∥∥∥(A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1)

−1 − (A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1 + E)−1
∥∥∥ ≤

≤M(α). (4.7)

Таким чином, з (4.3), (4.6), (4.7) та оцiнок на норми матриць з Припу-

щення 4.1 слiдує, що оцiнка (4.4) виконується для вибраного значення па-

раметра p та всiх знченнях змiнних ˜̃x, ˜̃y, x̃, ỹ, тобто iснує єдиний розв’язок

системи рiвнянь (4.1). Оскiльки p довiльне значення параметра з областi P ,

то при виконаннi умов Теореми 4.1 для всiх значень параметра p з областi

P iснує єдиний розвязок системи рiвнянь (4.1).

Теорему доведено.

Розглянемо систему рiвнянь
0 = A11(x̃, ỹ, p)x+ A12(x̃, ỹ, p)y + C1(p),

0 = A21(˜̃x, ˜̃y, p)x+ A22(˜̃x, ˜̃y, p)y + C2(p),

(4.8)

де x ∈ Rn, y ∈ Rm – змiннi, x̃ ∈ Rn, ˜̃x ∈ Rn, ỹ ∈ Rm, ˜̃y ∈ Rm – деякi їх фiксо-

ванi значення, p ∈ Rl – векторний параметр, матрицi A11(x, y, p) ∈ Rn×n,

A12(x, y, p) ∈ Rn×m, A21(x, y, p) ∈ Rm×n, A22(x, y, p) ∈ Rm×m мають елемен-

ти, якi неперервно залежать вiд x, y, p, матрицi C1(p) ∈ Rn×1, C2(p) ∈ Rm×1

мають елементи, якi неперервно залежать вiд p.



143

Припущення 4.2. Система рiвнянь (4.8) така, що

(1) iснує значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl таке, що при цьому значеннi

параметра iснує розв’язок x = x∗, y = y∗ цiєї системи;

(2) iснують такi додатнi числа α, β, γ, δ < +∞,що виконуються оцiн-

ки

‖A11(x, y, p)− A11(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ α, ‖A12(x, y, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ β,

‖A21(x, y, p)− A21(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ γ, ‖A22(x, y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ δ

для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl;

(3) матрицi A11(x
∗, y∗, p∗) i

A = A22(x
∗, y∗, p∗)− A21(x

∗, y∗, p∗)A−1
11 (x∗, y∗, p∗)A12(x

∗, y∗, p∗)

невиродженi.

Позначимо

M(α) =
‖A−1

11 (x∗, y∗, p∗)‖2α

1− ‖A−1
11 (x∗, y∗, p∗)‖α

i сформулюємо та доведемо теорему, яка дозволить встановити область

P ⊆ Rl, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний розвязок системи

рiвнянь (4.8).

Теорема 4.2. Нехай система рiвнянь (4.8) задовольняє умовам При-

пущення 4.2 i справедливi спiввiдношення

‖A−1
11 (x∗, y∗, p∗)‖α < 1, (4.9)

‖A−1‖δ + ‖A−1‖
[
γM(α)β + γ‖A−1

11 (x∗, y∗, p∗)‖β + γM(α)‖A12(x
∗, y∗, p∗)‖+

+γ‖A−1
11 (x∗, y∗, p∗)‖‖A12(x

∗, y∗, p∗)‖+ ‖A21(x
∗, y∗, p∗)‖‖A−1

11 (x∗, y∗, p∗)‖β+
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+ ‖A21(x
∗, y∗, p∗)‖M(α)β + ‖A21(x

∗, y∗, p∗)M(α)‖A12(x
∗, y∗, p∗)‖

]
< 1.

(4.10)

Тодi для всiх значень параметра p з областi P iснує єдиний розв’язок

системи рiвнянь (4.8).

Доведення. Доведення Теореми 4.2 повторює доведення Теореми 4.1,

якщо матрицi K1 та K2 нульовi вiдповiдних розмiрностей.

Розглянемо систему рiвнянь у виглядi сукупностi пiдсистем
0 = Fi(Xi, Yi, p) + fi(x, y, p),

0 = Gi(Xi, Yi, p) + gi(x, y, p), i = 1, r,

(4.11)

де x ∈ Rn, y ∈ Rm – змiннi, x = (XT
1 , . . . , X

T
r )T , Xi ∈ Rni, n1 + . . .+nr = n,

y = (Y T
1 , . . . , Y

T
r )T , Yi ∈ Rmi, m1 + . . . + mr = m, векторнi функцiї

Fi(Xi, Yi, p) ∈ Rni, Gi(Xi, Yi, p) ∈ Rmi неперервно диференцiйовнi по змiн-

ним Xi, Yi i неперервно залежнi вiд векторного параметра p ∈ Rl, векторнi

функцiї fi(x, y, p) ∈ Rni, gi(x, y, p) ∈ Rmi неперервно диференцiйовнi по

змiнним x, y i неперервно залежнi вiд векторного параметра p ∈ Rl.

Припущення 4.3. Система рiвнянь (4.11) така, що

(1) iснує значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl таке, що при цьому значеннi

параметра iснує розв’язок x = x∗, y = y∗ цiєї системи;

(2) iснують такi додатнi числа αi, βi, γi, δi, αij, βij, γij, δij < +∞, що

виконуються оцiнки

∥∥∥ ∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

∥∥∥ ≤ αi,
∥∥∥∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

∥∥∥ ≤ βi,

∥∥∥∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

∥∥∥ ≤ γi,
∥∥∥∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

∥∥∥ ≤ δi,
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∥∥∥ ∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥ ≤ αij,
∥∥∥ ∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥ ≤ βij,

∥∥∥ ∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥ ≤ γij,
∥∥∥ ∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥ ≤ δij

для всiх Xi ∈ Rni, Yi ∈ Rmi, i, j = 1, r, x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl;

(3) матриця

A(x∗, y∗, p∗) =

 M(x∗, y∗, p∗) N(x∗, y∗, p∗)

L(x∗, y∗, p∗) Q(x∗, y∗, p∗)

 ,

де Mii(x, y, p) =
∂Fi(Xi, Yi, p)

∂Xi
+
∂fi(x, y, p)

∂Xi
, Mij(x, y, p) =

∂fi(x, y, p)

∂Xj
,

Nii =
∂Fi(Xi, Yi, p)

∂Yi
+
∂fi(x, y, p)

∂Yi
, Nij(x, y, p) =

∂fi(x, y, p)

∂Yj
,

Lii(x, y, p) =
∂Gi(Xi, Yi, p)

∂Xi
+

∂gi(x, y, p)

∂Xi
, Lij(x, y, p) =

∂gi(x, y, p)

∂Xj
,

Qii(x, y, p) =
∂Gi(Xi, Yi, p)

∂Yi
+
∂gi(x, y, p)

∂Yi
, Qij(x, y, p) =

∂gi(x, y, p)

∂Yj
,

i, j = 1, r, i 6= j, невироджена.

Позначимо

∆ =

(
r∑
i=1

ni(αi + αii)
2 +

r∑
i=1

ni

r∑
j=1

j 6=i

α2
ij +

r∑
i=1

ni(βi + βii)
2 +

r∑
i=1

ni

r∑
j=1

j 6=i

β2
ij+

+
r∑
i=1

mi(γi + γii)
2 +

r∑
i=1

mi

r∑
j=1

j 6=i

γ2
ij +

r∑
i=1

mi(δi + δii)
2 +

r∑
i=1

ni

r∑
j=1

j 6=i

δ2
ij

) 1
2

i сформулюємо та доведемо теорему, яка дозволить встановити область

P ⊆ Rl, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний розвязок системи

рiвнянь (4.11).

Теорема 4.3. Нехай система рiвнянь (4.11) задовольняє умовам При-
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пущення 4.3 i справедливе спiввiдношення

‖A−1(x∗, y∗, p∗)‖∆ < 1. (4.12)

Тодi для всiх значень параметра p з областi P iснує єдиний розв’язок

системи рiвнянь (4.11).

Доведення. Виберемо довiльне значення параметра p з областi P . Для

рiвнянь i-ої пiдсистеми, використовуючи формулу скiнченних приростiв

Лагранжа, отримано представлення

0 =
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X̃i,Ỹi,p)

Xi +
∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X̃i,Ỹi,p)

Yi + c̃1i(p) +
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x̃,ỹ,p)

Xi +
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x̃,ỹ,p)

Yi+

+
r∑

j=1

j 6=i

∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x̃,ỹ,p)

Xj +
r∑

j=1

j 6=i

∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x̃,ỹ,p)

Yj + ĉ1i(p),

0 =
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
( ˜̃Xi,

˜̃Yi,p)
Xi +

∂Gi

∂Yi

∣∣∣
( ˜̃Xi,

˜̃Yi,p)
Yi + ˜̃c2i(p) +

∂gi
∂Xi

∣∣∣
(˜̃x,˜̃y,p)

Xi +
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(˜̃x,˜̃y,p)

Yi+

+
r∑

j=1

j 6=i

∂gi
∂Xj

∣∣∣
(˜̃x,˜̃y,p)

Xj +
r∑

j=1

j 6=i

∂gi
∂Yj

∣∣∣
(˜̃x,˜̃y,p)

Yj + ˆ̂c2i(p), i = 1, r,

де x̃ = (X̃T
1 , . . . , X̃

T
r )T , ỹ = (Ỹ T

1 , . . . , Ỹ
T
r ), ˜̃x = ( ˜̃XT

1 , . . . ,
˜̃XT
r )T ,

˜̃y = ( ˜̃Y T
1 , . . . ,

˜̃Y T
r )T – деякi точки вiдповiдних просторiв, c̃1i(p) = Fi(0, 0, p),

ĉ1i(p) = fi(0, 0, p), ˜̃c2i(p) = Gi(0, 0, p), ˆ̂c2i(p) = gi(0, 0, p) або, що те саме,

0 =

(
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X̃i,Ỹi,p)

+
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x̃,ỹ,p)

)
Xi +

(
∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X̃i,Ỹi,p)

+
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x̃,ỹ,p)

)
Yi+

+
r∑

j=1

j 6=i

∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x̃,ỹ,p)

Xj +
r∑

j=1

j 6=i

∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x̃,ỹ,p)

Yj + c1i(p),

0 =

(
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
( ˜̃Xi,

˜̃Yi,p)
+
∂gi
∂Xi

∣∣∣
(˜̃x,˜̃y,p)

)
Xi +

(
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
( ˜̃Xi,

˜̃Yi,p)
+
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(˜̃x,˜̃y,p)

)
Yi+
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+
r∑

j=1

j 6=i

∂gi
∂Xj

∣∣∣
(˜̃x,˜̃y,p)

Xj +
r∑

j=1

j 6=i

∂gi
∂Yj

∣∣∣
(˜̃x,˜̃y,p)

Yj + c2i(p), i = 1, r,

де c1i(p) = c̃1i(p) + ĉ1i(p), c21(p) = ˜̃c2i(p) + ˆ̂c2i(p).

Використовуючи отриманi представлення, перепишемо сукупнiсть пiд-

систем (4.11) у виглядi матричного рiвняння

A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p)z = C(p),

де

A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p) =

 M(x̃, ỹ, p) N(x̃, ỹ, p)

L(˜̃x, ˜̃y, p) Q(˜̃x, ˜̃y, p)

 ,

zT = (xT , yT ) = (XT
1 , . . . , X

T
r , Y

T
1 , . . . , Y

T
r ),

C(p)T =
(
c11(p)

T , . . . , c1r(p)
T , c21(p)

T , . . . , c2r(p)
T
)
, з якого слiдує, що якщо

для деяких x̃, ˜̃x з Rn, ỹ, ˜̃y з Rm, та вибраному значеннi параметра p з областi

P визначена матриця A−1(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p), то iснує єдиний розв’язок системи

(4.11).

Оскiльки матриця A(x∗, y∗, p∗) невироджена, то представимо матрицю

A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p) у наступному виглядi:

A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p) = A(x∗, y∗, p∗) +
(
A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p)− A(x∗, y∗, p∗)

)
=

= A(x∗, y∗, p∗)

(
I2r×2r + A−1(x∗, y∗, p∗)

(
A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p)− A(x∗, y∗, p∗)

))
,

де I2r×2r – одинична матриця розмiрностi 2r × 2r. З отриманого спiвiдно-

шення слiдує, що невиродженiсть матрицi A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p) еквiвалентна не-
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виродженостi матрицi

I2r×2r + A−1(x∗, y∗, p∗)
(
A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p)− A(x∗, y∗, p∗)

)
,

що буде мати мiсце, якщо виконується спiвiдношення

∥∥∥A−1(x∗, y∗, p∗)
(
A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p)− A(x∗, y∗, p∗)

)∥∥∥ < 1. (4.13)

Розглянемо норму рiзницi матриць ‖A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p)−A(x∗, y∗, p∗)‖. Для

блочної матрицi, наприклад, розмiру 2× 2 з блоками розмiрностями n×n,

n×m, m× n, m×m має мiсце наступна оцiнка∥∥∥∥∥∥∥∥
 A B

C D


∥∥∥∥∥∥∥∥

2

≤

∥∥∥∥∥∥∥∥
 A B

C D


∥∥∥∥∥∥∥∥
E

=

=
( n∑
i,j=1

a2
ij +

n∑
i=1

m∑
j=1

b2
ij +

m∑
i=1

n∑
j=1

c2
ij +

m∑
i,j=1

d2
ij

) 1
2

=

=
(
SpATA+ SpBTB + SpCTC + SpDTD

) 1
2 ≤

≤
(
n‖A‖2

2 + n‖B‖2
2 +m‖C‖2

2 +m‖D‖2
2

) 1
2 ,

де ‖ · ‖2 – спектральна, а ‖ · ‖E – евклiдова норма вiдповiдної матрицi.

Очевидно, що вказана оцiнка буде мати мiсце i для бiльшої кiлькостi блокiв.

Таким чином, для блочної матрицi A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p) − A(x∗, y∗, p∗) має мiсце

наступна оцiнка її норми:

‖A(x̃, ˜̃x, ỹ, ˜̃y, p)− A(x∗, y∗, p∗)‖2 ≤

≤
(

r∑
i=1

ni

∥∥∥ ∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥2

2
+
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+
r∑
i=1

ni

∥∥∥∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥2

2
+

+
r∑
i=1

ni

r∑
j=1

j 6=i

∥∥∥ ∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥2

2
+

+
r∑
i=1

ni

r∑
j=1

j 6=i

∥∥∥ ∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥2

2
+

+
r∑
i=1

mi

∥∥∥∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥2

2
+

+
r∑
i=1

mi

∥∥∥∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥2

2
+

+
r∑
i=1

mi

r∑
j=1

j 6=i

∥∥∥ ∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥2

2
+

+
r∑
i=1

mi

r∑
j=1

j 6=i

∥∥∥ ∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥2

2

) 1
2

≤

≤
(

r∑
i=1

ni(αi + αii)
2 +

r∑
i=1

ni

r∑
j=1

j 6=i

α2
ij +

r∑
i=1

ni(βi + βii)
2 +

r∑
i=1

ni

r∑
j=1

j 6=i

β2
ij+

+
r∑
i=1

mi(γi + γii)
2 +

r∑
i=1

mi

r∑
j=1

j 6=i

γ2
ij +

r∑
i=1

mi(δi + δii)
2 +

r∑
i=1

ni

r∑
j=1

j 6=i

δ2
ij

) 1
2

= ∆.

(4.14)

Тодi, оскiльки

∥∥∥A−1(x∗, y∗, p∗)
(
A(x, y, p)− A(x∗, y∗, p∗)

)∥∥∥ ≤
≤ ‖A−1(x∗, y∗, p∗)‖‖A(x, y, p)− A(x∗, y∗, p∗)‖,
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то враховуючи (4.12) та (4.14) отримаємо, що спiввiдношення (4.13) вико-

нується для вибраного значення параметра p, тому iснує єдиний розв’язок

системи рiвнянь (4.11) при цьому значеннi параметра. Оскiльки p довiль-

не значення параметра з областi P , то для всiх значень параметра з цiєї

областi iснує єдиний розв’язок системи рiвнянь (4.11).

Теорему доведено.

4.2 Достатнi умови глобальної асимптотичної стiйкостi

рухомого стану рiвноваги

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову систему диференцiальних рiв-

нянь 
ẋ = f1(x, y, p),

εẏ = f2(x, y, p),

(4.15)

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiнi, що визначають стан системи в момент часу

t ∈ R+, f1(x, y, p) ∈ Rn, f2(x, y, p) ∈ Rm – нелiнiйнi функцiї, якi неперервно

диференцiйовнi по змiнним x та y i неперервно залежнi вiд векторного

параметра p ∈ Rl, ε ∈ (0, 1]. Вважаємо, що для системи (4.15) справедлива

теорема про iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi.

Вiдмiтимо, що стан рiвноваги даної системи є рухомим. Рухомiсть стану

рiвноваги, тобто змiна його координат x та y, викликана змiною значень

параметра. Крiм того, зауважимо, що внаслiдок нелiнiйностi вiдповiдних

функцiй видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем в загальному ви-

глядi неможливо.

Використовуючи формулу скiнченних приростiв Лагранжа для функцiй
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f1(x, y, p) i f2(x, y, p), систему (4.15) приведемо до вигляду
ẋ = A11(x̃, ỹ, p)x+ A12(x̃, ỹ, p)y + C1(p),

εẏ = A21(˜̃x, ˜̃y, p)x+ A22(˜̃x, ˜̃y, p)y + C2(p),

(4.16)

де

A11(x̃, ỹ, p) =
∂f1(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=x̃
y=ỹ

, A12(x̃, ỹ, p) =
∂f1(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=x̃
y=ỹ

,

A21(˜̃x, ˜̃y, p) =
∂f2(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=˜̃x
y=˜̃y

, A22(˜̃x, ˜̃y, p) =
∂f2(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=˜̃x
y=˜̃y

,

C1(p) = f1(0, 0, p), C2(0, 0, p) = f2(0, 0, p), x̃ ∈ Rn, ˜̃x ∈ Rn, ỹ ∈ Rm, ˜̃y ∈ Rm

– деякi точки вiдповiдних просторiв.

Нехай P1 ∈ Rn×n, P3 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,

P2 ∈ Rn×m – стала матриця. Введемо наступнi позначення:

A(α, γ) = λmax

(
AT

11(x
∗, y∗, p∗)P1 + P1A11(x

∗, y∗, p∗) + AT
21(x

∗, y∗, p∗)P T
2 +

+P2A21(x
∗, y∗, p∗)

)
+ 2‖P1‖α + 2‖P2‖γ,

B(β, δ, ε) = λmax

(
AT

22(x
∗, y∗, p∗)P3 + P3A22(x

∗, y∗, p∗) + εAT
12(x

∗, y∗, p∗)P2+

+εP T
2 A12(x

∗, y∗, p∗)
)

+ 2‖P3‖δ + 2ε‖P2‖β,

C(α, β, γ, δ, ε) =
∥∥∥P1A12(x

∗, y∗, p∗) + P2A22(x
∗, y∗, p∗) + AT

21(x
∗, y∗, p∗)P3+

+εA11(x
∗, y∗, p∗)P2

∥∥∥+ ‖P1‖β + ‖P2‖δ + ε‖P2‖α + ‖P3‖γ.

Сформулюємо i доведемо теорему, яка визначає достатнi умови глобаль-

ної параметричної асимптотичної стiйкостi системи (4.15) вiдносно певної

областi у просторi параметрiв.

Теорема 4.4. Нехай для системи (4.16), до якої зводиться система

(4.15), виконуються умови Припущення 4.2, справедливi спiввiдношення
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(4.9), (4.10) i для всiх 0 < ε ≤ ε∗ <
λmin(P1)λmin(P3)

λmax(P2P T
2 )

вiрнi оцiнки

A(α, γ) < 0, (4.17)

A(α, γ)B(β, δ, ε)− C2(α, β, γ, δ, ε) > 0. (4.18)

Тодi система (4.15) глобально параметрично асимптотично стiйка вiд-

носно областi P для всех ε ∈ (0, ε∗].

Доведення. Оскiльки для системи вигляду (4.8), з якої визначається

стан рiвноваги системи (4.16) виконуються умови Теореми 4.2, то для всiх

значень параметра p з областi P iснує єдиний стан рiвноваги системи (4.16),

а отже, очевидно, системи (4.15).

Нехай p – довiльне значення параметра з областi P i ((xe)T , (ye)T )T вiд-

повiдний йому стан рiвноваги системи (4.15). Розглянемо матричнозначну

функцiю наступного вигляду (див. [149,150])

V (x, y, ε) =

 v11(x) v12(x, y, ε)

v21(x, y, ε) v22(y, ε)

 , (4.19)

де v11(x) = (x− xe)TP1(x− xe), v22(y, ε) = ε(y − ye)TP3(y − ye),

v21(x, y, ε) = v12(x, y, ε) = ε(x − xe)TP2(y − ye), P1 ∈ Rn×n, P3 ∈ Rm×m –

симетричнi додатно визначенi матрицi, P2 ∈ Rn×m – стала матриця. Ви-

бравши вектор ηT = (1, 1), слiдуючи [149], утворимо скалярну функцiю

v(x, y, ε) = ηTV (x, y, ε)η. (4.20)

Враховуючи, що для елементiв матричнозначної функцiї (4.19) мають мiсце

оцiнки v11(x) ≥ λmin(P1)‖x− xe‖2, при всiх x ∈ Rn,

v22(y, ε) ≥ µλmin(P3)‖y − ye‖2, при всiх y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1],
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v12(x, y, ε) ≥ −ε(λmax(P2P
T
2 ))1/2‖x− xe‖‖y − ye‖, при всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm,

ε ∈ (0, 1], для скалярної функцiї (4.20) має мiсце наступна оцiнка

v(x, y, ε) ≥ uTA(ε)u, при всiх (x, y, ε) ∈ Rn × Rm × (0, 1],

де uT = (‖x− xe‖, ‖y − ye‖),

A(ε) =

 λmin(P1) −ε(λmax(P2P
T
2 ))1/2

−ε(λmax(P2P
T
2 ))1/2 ελmin(P3)

 . (4.21)

При всiх ε <
λmin(P1)λmin(P3)

λmax(P2P T
2 )

матриця (4.21) додатно визначена, тобто

скалярна функцiя (4.20) додатно визначена за Ляпуновим.

Знайдемо похiдну функцiї (4.20) по часу в силу системи (4.15).

v̇(x, y, ε)
∣∣∣
(4.15)

=
(
f1(x, y, p)− f1(x

e, ye, p)
)T
P1(x− xe)+

+(x−xe)TP1

(
f1(x, y, p)−f1(x

e, ye, p)
)

+2(x−xe)TP2

(
f2(x, y, p)−f2(x

e, ye, p)
)

+

+2ε
(
f1(x, y, p)−f1(x

e, ye, p)
)T
P2(y−ye)+

(
f2(x, y, p)−f2(x

e, ye, p)
)T
P3(y−ye)+

+ (y − ye)TP3

(
f2(x, y, p)− f2(x

e, ye, p)
)
, (4.22)

де f1(x
e, ye, p) = 0, f2(x

e, ye, p) = 0.

Використовуючи спiвiдношення

f1(x, y, p)− f1(x
e, ye, p) = A11(x

∗, y∗, p∗)(x− xe) + A12(x
∗, y∗, p∗)(y − ye)+

+
(
A11(x̃, ỹ, p)−A11(x

∗, y∗, p∗)
)

(x−xe)+
(
A12(x̃, ỹ, p)−A12(x

∗, y∗, p∗)
)

(y−ye),

f2(x, y, p)− f2(x
e, ye, p) = A21(x

∗, y∗, p∗)(x− xe) + A22(x
∗, y∗, p∗)(y − ye)+

+
(
A21(˜̃x, ˜̃y, p)−A21(x

∗, y∗, p∗)
)

(x−xe)+
(
A22(˜̃x, ˜̃y, p)−A22(x

∗, y∗, p∗)
)

(y−ye),
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якi отриманi за допомогою формули скiнченних приростiв Лагранжа, з

(4.22) отримаємо

v̇(x, y, ε)
∣∣∣
(4.15)

= (x− xe)T
[
AT

11(x
∗, y∗, p∗)P1 + P1A11(x

∗, y∗, p∗)+

+
(
A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗)
)T
P1 + P1

(
A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗)
)

+

+P2A21(x
∗, y∗, p∗) + AT

21(x
∗, y∗, p∗)P T

2 +
(
A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)
)T
P2+

+P2

(
A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)
)]

(x− xe)+

+(y − ye)T
[
AT

22(x
∗, y∗, p∗)P3 + P3A22(x

∗, y∗, p∗)+

+
(
A22(˜̃x, ˜̃y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)
)T
P3 + P3

(
A22(˜̃x, ˜̃y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)
)

+

+ε
(
A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)
)T
P2 + εP T

2

(
A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)
)

+

+εAT
12(x

∗, y∗, p∗)P2 + εP2A12(x
∗, y∗, p∗)

]
(y − ye)+

+(x− xe)T
[
P1A12(x

∗, y∗, p∗) + P1

(
A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)
)

+

+P2A22(x
∗, y∗, p∗) + P2

(
A22(˜̃x, ˜̃y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)
)

+

+εAT
11(x

∗, y∗, p∗)P2 + ε
(
A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗)
)T
P2+

+AT
21(x

∗, y∗, p∗)P3 +
(
A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)
)T
P3

]
(y − ye)+

+(y − ye)T
[
P1A12(x

∗, y∗, p∗) + P1

(
A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)
)

+

+P2A22(x
∗, y∗, p∗) + P2

(
A22(˜̃x, ˜̃y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)
)

+

+εAT
11(x

∗, y∗, p∗)P2 + ε
(
A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗)
)T
P2+

+AT
21(x

∗, y∗, p∗)P3 +
(
A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)
)T
P3

]T
(x− xe) ≤
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≤ (‖x− xe‖, ‖y − ye‖)D(α, β, γ, δ, ε)(‖x− xe‖, ‖y − ye‖)T , (4.23)

де

D(α, β, γ, δ, ε) =

 A(α, γ) C(α, β, γ, δ, ε)

C(α, β, γ, δ, ε) B(β, δ, ε)

 . (4.24)

Згiдно спiввiдношень (4.17), (4.18), матриця (4.24) вiд’ємно визначена для

вибраного p i всiх ε ∈ (0, ε∗], тобто похiдна функцiї (4.20) по часу в силу си-

стеми (4.15) вiд’ємна для всiх (x, y, ε) ∈ Rn×Rm×(0, ε∗], окрiм рiвноважних

значень змiнних. Отже, функцiя (4.20) є функцiєю Ляпунова, яка в силу

теореми Барбашина-Красовського (див. [3]) дозволяє встановити глобальну

асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги ((xe)T , (ye)T )T системи (4.15). Так

як p довiльна точка областi P , то система (4.15) глобально параметрично

асимптотично стiйка вiдносно цiєї областi.

Теорему доведено.

Приклад 4.1. В якостi прикладу застосування Теореми 4.4, розгля-

немо неточну рiзнотемпову систему диференцiальних рiвнянь четвертого

порядку зi скалярним параметром

ẋ1 = 2x1 − 20y1 − 0, 2 cos(x1 + y1 + p) + 0, 2,

ẋ2 = 0, 8x2 − 20, 2y2 + arctan(0, 2(x2 + y2)) + πp5,

εẏ1 = x1 − 4y1 + 0, 2 sin2(p) ln
x1 +

√
x2

1 + 1

y1 +
√
y2

1 + 1
,

εẏ2 = x2 − 4, 2y2 − 0, 2 cos(px2) + arctan(0, 2y2) + 0, 2.

(4.25)

Система (4.25) при p∗ = 0 має стан рiвноваги x∗1 = 0, x∗2 = 0, y∗1 = 0, y∗2 = 0

i для похiдних функцiй, що входять до її складу, виконуються рiвностi
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A11(x
∗
1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, p
∗) =

 2 0

0 1

 , A12(x
∗
1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, p
∗) =

 −20 0

0 −20

 ,

A21(x
∗
1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, p
∗) =

 1 0

0 1

 , A22(x
∗
1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, p
∗) =

 −4 0

0 −4

 .

Крiм того A(x∗1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, p
∗) =

 6 0

0 16

 . Для всiх x1 ∈ R, x2 ∈ R, y1 ∈ R,

y2 ∈ R, p ∈ [−1, 1] справедливi оцiнки

‖A11(x1, x2, y1, y2, p)− A11(x
∗
1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, p
∗)‖ ≤ α,

‖A12(x1, x2, y1, y2, p)− A12(x
∗
1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, p
∗)‖ ≤ β,

‖A21(x1, x2, y1, y2, p)− A21(x
∗
1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, p
∗)‖ ≤ γ,

‖A22(x1, x2, y1, y2, p)− A22(x
∗
1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, p
∗)‖ ≤ δ,

де α = β = γ = δ = 0.12. Тобто всi умови Припущення 4.2 виконуються.

Побудуємо матричнозначну функцiю вигляду (4.19), де

P1 =

 0.3 0

0 0.3

 , P2 =

 −1 0

0 −1

 , P3 =

 2 0

0 2


i визначимо верхню оцiнку для величини малого параметра: ε < 0.6. Для

системи (4.25) виконуються спiввiдношення (4.9), (4.10), (4.17), (4.18) при

всiх ε ∈ (0, 0.32]. Отже, згiдно Теореми 4.2, система (4.25) глобально пара-

метрично асимптотично стiйка вiдносно областi P = {p ∈ R| |p| ≤ 1}. Ниж-

че, на Рис. 4.1 представленi графiки, якi iлюструють поведiнку розв’язкiв

системи (4.25) при значеннях параметра p = 0.9, ε = 0.23 i початкових
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значеннях змiнних x10 = 70, x20 = 25, y10 = −30, y20 = −50.

а) б)

в) г)

Рис. 4.1 – Поведiнка змiнних. Приклад 4.1

4.3 Достатнi умови глобальної асимптотичної стiйкостi

рухомого стану рiвноваги великомасштабної системи

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову великомасштабну систему ди-

ференцiальних рiвнянь
ẋ = F̄ (x, y, p),

εiẎi = Ḡi(x, y, p), i = 1, r,

(4.26)
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де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiннi, що визначають стан системи в мо-

мент часу t ∈ R+, y = (Y T
1 , . . . , Y

T
r )T , Yi ∈ Rmi – субвектори вектора y,

m1 + . . .+mr = m, F̄ (x, y, p) ∈ Rn, Ḡi(x, y, p) ∈ Rmi – нелiнiйнi функцiї, якi

неперервно диференцiйовнi по змiнним x та y i неперервно залежнi вiд ве-

кторного параметра p ∈ Rl, εi ∈ (0, 1], i = 1, r. Вважаємо, що для системи

(4.26) справедлива теорема про iснування та єдинiсть розв’язку початкової

задачi.

Оскiльки параметри εi взаємно не пов’язанi, то система (4.26) має r

iстотно незалежних часових шкал, тобто градуювання часової шкали не-

рiвномiрне.

Зауважимо, що стан рiвноваги даної системи є рухомим. Рухомiсть ста-

ну рiвноваги, тобто змiна його координат x та y, викликана змiною значень

параметра.

Представимо систему (4.26) як сукупнiсть r взаємозв’язаних рiзнотем-

пових пiдсистем 
Ẋi = Fi(Xi, Yi, p) + fi(x, y, p),

εiẎi = Gi(Xi, Yi, p) + gi(x, y, p),

(4.27)

де x = (XT
1 , . . . , X

T
r )T , Xi ∈ Rni – субвектори вектора x, n1 + . . .+ nr = n,

F̄ = (F̄ T
1 , . . . , F̄

T
r )T , F̄i ∈ Rni – субвектори вектора F̄ , фун-

кцiї Fi(Xi, Yi, p) = F̄i(0, . . . , Xi, . . . , 0, . . . , Yi, . . . , 0, p) та Gi(Xi, Yi, p) =

= Ḡi(0, . . . , Xi, . . . , 0, . . . , Yi, . . . , 0, p) описують динамiку пiдсистем,

fi(x, y, p) = F̄i(x, y, p)−Fi(Xi, Yi, p) та gi(x, y, p) = Ḡi(x, y, p)−Gi(Xi, Yi, p)

– функцiї взаємодiї.

Нехай для деякого значення параметра p система (4.26) має стан рiвно-

ваги
(

(xe)T , (ye)T
)
, xe =

(
(Xe

1)T , . . . , (Xe
r )
T
)T
, ye =

(
(Y e

1 )T , . . . , (Y e
r )T
)T

,
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так що 
0 = Fi(X

e
i , Y

e
i , p) + fi(x

e, ye, p),

0 = Gi(X
e
i , Y

e
i , p) + gi(x

e, ye, p), i = 1, r.

(4.28)

Зауважимо, що з (4.28) не слiдує
0 = Fi(X

e
i , Y

e
i , p),

0 = Gi(X
e
i , Y

e
i , p), i = 1, r,

тобто
(

(Xe
i )
T , (Y e

i )T
)

не обов’язково є станом рiвноваги i-ої незалежної

рiзнотемпової пiдсистеми. Визначимо функцiї

F̃i(Xi, Yi, p) = Fi(Xi, Yi, p)− Fi(Xe
i , Y

e
i , p),

f̃i(x, y, p) = fi(x, y, p)− fi(xe, ye, p),

G̃i(Xi, Yi, p) = Gi(Xi, Yi, p)−Gi(X
e
i , Y

e
i , p),

g̃i(x, y, p) = gi(x, y, p)− gi(xe, ye, p), i = 1, r

i розглянемо сукупнiсть пiдсистем
Ẋi = F̃i(Xi, Yi, p) + f̃i(x, y, p),

εiẎi = G̃i(Xi, Yi, p) + g̃i(x, y, p), i = 1, r,

(4.29)

де F̃i(Xe
i , Y

e
i , p) = 0, f̃i(x

e, ye, p) = 0, G̃i(X
e
i , Y

e
i , p) = 0, g̃i(x

e, ye, p) = 0

при всiх i = 1, r i яка, очевидно, має однаковi розв’язки з системою (4.27)

при однакових початкових умовах. Таким чином, разом iз системою (4.27)

будемо дослiджувати систему (4.29).

Нехай Pi1 ∈ Rni×ni, Pi3 ∈ Rmi×mi – симетричнi додатно визначенi матри-
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цi, Pi2 ∈ Rni×mi – стала матриця, i = 1, r,

N =

 K L

LT M

 , K, L,M ∈ Rr×r,

Kii = λmax

[(
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi1 + Pi1
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+

+

(
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

P T
i2 + Pi2

∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+

+

(
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi1 + Pi1
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+

+

(
∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

P T
i2 + Pi2

∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

]
+

+2αi‖Pi1‖+ 2αii‖Pi1‖+ 2γi‖Pi2‖+ 2γii‖Pi2‖,

Kij = Kji =

∥∥∥∥∥Pi1 ∂fi∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi2
∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥∥∥+ αij‖Pi1‖+ γij‖Pi2‖,

Mii = λmax

[(
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi3 + Pi3
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+

+εi

(
∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi2 + εiP
T
i2

∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+

+

(
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3 + Pi3
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+

+εi

(
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2 + εiP
T
i2

∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

]
+

+2δi‖Pi3‖+ 2δii‖Pi3‖+ 2εiβi‖Pi2‖+ 2εiβii‖Pi2‖,
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Mij = Mji =

∥∥∥∥∥Pi3 ∂gi∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ εiP
T
i2

∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥∥∥+ δij‖Pi3‖+ εiβij‖Pi2‖,

Lii =

∥∥∥∥∥Pi1∂Fi∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+ Pi1

∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+

+

(
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi3 +

(
∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3+

+Pi2
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+ Pi2

∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+

+εi

(
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi2

∥∥∥∥∥+

+εiαi‖Pi2‖+ εiαii‖Pi2‖+ βi‖Pi1‖+ βii‖Pi1‖+

+γi‖Pi3‖+ γii‖Pi3‖+ δi‖Pi2‖+ δii‖Pi2‖,

Lij =

∥∥∥∥∥Pi1 ∂fi∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi2
∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥∥∥+ βij‖Pi1‖+ δij‖Pi2‖+

+

∥∥∥∥∥Pj3 ∂gj∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ εjP
T
j2

∂fj
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥∥∥+

+γji‖Pj3‖+ εjαji‖Pj2‖, i, j = 1, r, i 6= j.

Сформулюємо i доведемо теорему, яка визначає достатнi умови глобаль-

ної параметричної асимптотичної стiйкостi системи (4.26) вiдносно певної

областi у просторi параметрiв.

Теорема 4.5. Нехай для сукупностi пiдсистем (4.27), яка еквiвален-

тна системi (4.26), виконуються умови Припущення 4.3, справедливе

спiввiдношення (4.12) i для всiх 0 < εi ≤ ε∗i <
λmin(Pi1)λmin(Pi3)

λ
1/2
max(Pi2P T

i2)
, i = 1, r

матриця N стiйка. Тодi система (4.26) глобально параметрично асим-

птотично стiйка вiдносно областi P для всiх εi ∈ (0, ε∗i ], i = 1, r.

Доведення. Оскiльки для сукупностi пiдсистем вигляду (4.11), з якої ви-
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значається стан рiвноваги сукупностi пiдсистем (4.27) виконуються умови

Теореми 4.3, то для всiх значень параметра p з областi P iснує єдиний стан

рiвноваги сукупностi пiдсистем (4.27), а отже, очевидно, системи (4.26).

Нехай p – довiльне значення параметра з областi P i
(
(xe)T , (ye)T

)T –

вiдповiдний йому стан рiвноваги системи (4.26). При деякому i з множини

{1, . . . , r} розглянемо матричнозначну функцiю (див. [149,150])

Vi(Xi, Yi, εi) =

 v11(Xi) v12(Xi, Yi, εi)

v21(Xi, Yi, εi) v22(Yi, εi)

 , (4.30)

де v11(Xi) = (Xi −Xe
i )
TPi1(Xi −Xe

i ), v22(Yi, εi) = εi(Yi − Y e
i )TPi3(Yi − Y e

i ),

v21(Xi, Yi, εi) = v12(Xi, Yi, εi) = εi(Xi − Xe
i )
TPi2(Yi − Y e

i ), Pi1 ∈ Rni×ni,

Pi3 ∈ Rmi×mi – симетричнi додатно визначенi матрицi, Pi2 ∈ Rni×mi – стала

матриця. Вибравши вектор ηT = (1, 1), слiдуючи [149], утворимо скалярну

функцiю

vi(Xi, Yi, εi) = ηTVi(Xi, Yi, εi)η. (4.31)

Так як для елементiв матричнозначної функцiї (4.30) мають мiсце оцiнки

v11(Xi) ≥ λmin(Pi1)‖Xi −Xe
i ‖2 при всiх Xi ∈ Rni,

v22(Yi, εi) ≥ εiλmin(Pi3)‖Yi − Y e
i ‖2 при всiх Yi ∈ Rmi, εi ∈ (0, 1],

v12(Xi, Yi, εi) ≥ −εi(λmax(Pi2P
T
i2))1/2‖Xi −Xe

i ‖‖Yi − Y e
i ‖ при всiх Xi ∈ Rni,

Yi ∈ Rmi, εi ∈ (0, 1],

то для скалярної функцiї (4.31) справедлива оцiнка

v(Xi, Yi, εi) ≥ uTAi(εi)u при всiх (Xi, Yi, εi) ∈ Rni × Rmi × (0, 1], де

uT = (‖Xi −Xe
i ‖, ‖Yi − Y e

i ‖),

Ai(εi) =

 λmin(Pi1) −εi(λmax(Pi2P
T
i2))1/2

−εi(λmax(Pi2P
T
i2))1/2 εiλmin(Pi3)

 . (4.32)
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Знайдемо похiдну функцiї (4.31) по часу в силу i-ої пiдсистеми (4.29).

v̇i(Xi, Yi, εi)
∣∣∣
(4.29)

=
(
F̃i(Xi, Yi, p)− F̃i(Xe

i , Y
e
i , p)

)T
Pi1(Xi −Xe

i )+

+
(
f̃i(x, y, p)− f̃i(xe, ye, p)

)T
Pi1(Xi −Xe

i )+

+(Xi −Xe
i )
TPi1

(
F̃i(Xi, Yi, p)− F̃i(Xe

i , Y
e
i , p)

)
+

+(Xi −Xe
i )
TPi1

(
f̃i(x, y, p)− f̃i(xe, ye, p)

)
+

+
(
G̃i(Xi, Yi, p)− G̃i(X

e
i , Y

e
i , p)

)T
Pi3(Yi − Y e

i )+

+
(
g̃i(x, y, p)− g̃i(xe, ye, p)

)T
Pi3(Yi − Y e

i )+

+(Yi − Y e
i )TPi3

(
G̃i(Xi, Yi, p)− G̃i(X

e
i , Y

e
i , p)

)
+

+(Yi − Y e
i )TPi3

(
g̃i(x, y, p)− g̃i(xe, ye, p)

)
+

+2εi
(
F̃i(Xi, Yi, p)− F̃i(Xe

i , Y
e
i , p)

)T
Pi2(Yi − Y e

i )+

+2εi
(
f̃i(x, y, p)− f̃i(xe, ye, p)

)T
Pi2(Yi − Y e

i )+

+ 2(Xi −Xe
i )
TPi2

(
G̃i(Xi, Yi, p)− G̃i(X

e
i , Y

e
i , p)

)
+

+2(Xi −Xe
i )
TPi2

(
g̃i(x, y, p)− g̃i(xe, ye, p)

)
, (4.33)

де враховано, що

F̃i(X
e
i , Y

e
i , p) + f̃i(x

e, ye, p) = 0,

G̃i(X
e
i , Y

e
i , p) + g̃i(x

e, ye, p) = 0.

Використовуючи формулу скiнченних приростiв Лагранжа для вiдпо-
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вiдних рiзниць, з (4.3) отримаємо

v̇i(Xi, Yi, εi)
∣∣∣
(4.29)

= (Xi −Xe
i )
T

[(
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi1 + Pi1
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+

+

(
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

P T
i2 + Pi2

∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+

(
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi1+

+Pi1
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+

(
∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

P T
i2 + Pi2

∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+

+2Pi1

(
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)
+ 2Pi1

(
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)
+

+2Pi2

(
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)
+

+2Pi2

(
∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)]
(Xi −Xe

i )+

+
r∑

j=1

j 6=i

(Xi −Xe
i )
T

[
Pi1

∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi1

(
∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)
+

+Pi2
∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi2

(
∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)]
(Xj −Xe

j )+

+
r∑

j=1

j 6=i

(Xj −Xe
j )
T

[(
∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi1 +

(
∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi1+

+

(
∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

P T
i2 +

(
∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

P T
i2

]
(Xi −Xe

i )+

+(Xi −Xe
i )
T

[
Pi1

∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+ Pi1

(
∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)
+
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+Pi1
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi1

(
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)
+

+

(
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi3 +

(
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi3+

+

(
∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3 +

(
∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3+

+εi

(
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi2 + εi

(
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi2+

+εi

(
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2 + εi

(
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2+

+Pi2
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+ Pi2

(
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)
+

+Pi2
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi2

(
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)]
(Yi − Y e

i )+

+(Yi − Y e
i )T

[
Pi1

∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+ Pi1

(
∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)
+

+Pi1
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi1

(
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)
+

+

(
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi3 +

(
∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi3+

+

(
∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3 +

(
∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3+

+εi

(
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi2 + εi

(
∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Xi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi2+
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+εi

(
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2 + εi

(
∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2+

+Pi2
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+ Pi2

(
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)
+

+Pi2
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi2

(
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)]T
(Xi −Xe

i )+

+
r∑

j=1

j 6=i

(Yj − Y e
j )T

[(
∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi1 +

(
∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi1+

+

(
∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

P T
i2 +

(
∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

P T
i2

]
(Xi −Xe

i )+

+
r∑

j=1

j 6=i

(Xi −Xe
i )
T

[
Pi1

∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi1

(
∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)
+

+Pi2
∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi2

(
∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)]
(Yj − Y e

j )+

+
r∑

j=1

j 6=i

(Xj −Xe
j )
T

[(
∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3 +

(
∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3+

+εi

(
∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2 + εi

(
∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2

]
(Yi − Y e

i )+

+
r∑

j=1

j 6=i

(Yi − Y e
i )T

[
Pi3

∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi3

(
∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)
+

+εiP
T
i2

∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ εiP
T
i2

(
∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Xj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)]
(Xj −Xe

j )+
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+(Yi − Y e
i )T

[(
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi3 + Pi3
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+

+εi

(
∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi2 + εiP
T
i2

∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)
+

(
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3+

+Pi3
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ εi

(
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2 + εiP
T
i2

∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+

+2Pi3

(
∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Gi

∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)
+ 2Pi3

(
∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)
+

+2εi

(
∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(Xi,Yi,p)

− ∂Fi
∂Yi

∣∣∣
(X∗

i ,Y
∗
i ,p

∗)

)T

Pi2+

+2εi

(
∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yi

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2

]
(Yi − Y e

i )+

+
r∑

j=1

j 6=i

(Yj − Y e
j )T

[(
∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3 +

(
∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi3+

+εi

(
∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2 + εi

(
∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)T

Pi2

]
(Yi − Y e

i )+

+
r∑

j=1

j 6=i

(Yi − Y e
i )T

[
Pi3

∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ Pi3

(
∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂gi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)
+

+ εiP
T
i2

∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

+ εiP
T
i2

(
∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂fi
∂Yj

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

)]
(Yj − Y e

j ). (4.34)

Розглянемо скалярну функцiю

V (x, y, ε) =
r∑
i=1

vi(Xi, Yi, εi), ε = (ε1, . . . , εr)
T , (4.35)

утворену з функцiй (4.31), якi побудованi за допомогою матричнозначних
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функцiй (4.30). При всiх εi ∈ (0, ε∗i ], i = 1, r, матрицi (4.32) додатно ви-

значенi, тобто скалярнi функцiї (4.31) додатно визначенi за Ляпуновим.

Очевидно, що функцiя (4.35) також додатно визначена за Ляпуновим. Для

похiдної функцiї V (x, y, ε) в силу сукупностi пiдсистем (4.29), тобто в силу

початкової системи, враховуючи (4.34), отримаємо оцiнку

V̇ (x, y, ε)
∣∣∣
(4.29)

≤ ζTNζ, (4.36)

де ζT =
(
‖X1 − Xe

1‖, . . . , ‖Xr − Xe
r‖, ‖Y1 − Y e

1 ‖, . . . , ‖Yr − Y e
r ‖
)
. Так

як матриця N вiд’ємно визначена, то похiдна (4.36) вiд’ємна для всiх

(x, y, ε) ∈ Rn × Rm ×
r∏
i=1

(0, ε∗i ], окрiм рiвноважних значень змiнних. От-

же функцiя (4.35) є функцiєю Ляпунова, яка дозволяє в силу теореми

Барбашина-Красовського (див. [3]) встановити глобальну асимптотичну

стiйкiсть стану рiвноваги
(
(xe)T , (ye)T

)T
. Так як p довiльна точка областi

P, то система (4.26) глобально параметрично асимптотично стiйка вiдносно

цiєї области.

Теорему доведено.

Приклад 4.2. В якостi прикладу застосування Теореми 4.5, розгляне-

мо неточну рiзнотемпову систему диференцiальних рiвнянь 8-го порядку

вигляду (4.26) зi скалярним параметром, де r = 2, x ∈ R4, y = (Y T
1 , Y

T
2 )T ,

Y1 ∈ R2, Y2 ∈ R2, ε1 ∈ (0, 1], ε2 ∈ (0, 1]. Розбивши вектор x на субвектори

X1 i X2 наступним чином: x = (XT
1 , X

T
2 )T , X1 ∈ R2, X2 ∈ R2, представимо

початкову систему у виглядi (4.27), де

F1(X1, Y1, p) =

=

 0.5x1 + 0.2x2 − 90y1 + 0.2y2 − 0.15 cos(p(x1 + y1)) + 0.15

0.1x1 + 0.35x2 + 0.1y1 − 90.15y2 + arctan(0.15(x2 + y2)) + 20p3

 ,
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f1(x, y, p) =



0.1x3 − 0.3x4 − 1.2y3 + 0.6y4+

+0.15p2 ln(x3 +
√
x2

3 + 1)(y3 +
√
y2

3 + 1)

0.4x3 + 0.5x4 + 0.4y3 − 0.25y4 − 0.15 cos(px4)+

+ arctan(0.15y4) + 0.15 cos(p)


,

G1(X1, Y1, p) =


29.85x1 − x2 − 2y1 + 0.2y2 + arctan(0.15(x1 + p))

x1 + 30x2 − 0.3y1 − 2y2 − 0.15 cos(x2)+

+0.15(1− e−p2) ln(y2 +
√
x2

2 + 1) + 0.15

 ,

g1(x, y, p) =

 2x3 + 0.3x4 + 0.6y3 + 0.1y4 − 0.15 cos(x3 + y3) + 0.15ep

0.1x3 − x4 + y4 − 0.15p cos(x4 + y4)

 ,

F2(X2, Y2, p) =


x3 + 0.5x4 − 60y3 + 0.15 sin2(p) ln

x3 +
√
x2

3 + 1

y3 +
√
y2

3 + 1

0.85x4 + 0.2y3 − 60.15y4 + arctan(0.15(x4 + y4))+

+ ln(p2 + 1)


,

f2(x, y, p) =



x1 + 0.5x2 + 0.85y1 − 0.1y2+

+0.15p4 ln(x1 +
√
x2

1 + 1) + arctan(0.15y1)

−0.8x1 − 0.65x2 − 0.4y1 + 0.85y2+

+ arctan(0.15(x2 + y2)) + 5p2


,

G2(X2, Y2, p) =

 20x3 + 0.2x4 − 2.15y3 + 0.1y4 + arctan(0.15y3 + 1− πp)

0.3x3 + 20x4 + 0.1y3 − 2y4 − 0.15 sin(p) cos(x4)

 ,
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g2(x, y, p) =



0.3x1 + 0.2x2 + y1 + y2+

+0.15
p2

1 + p2
ln(x1 +

√
x2

1 + 1)(y1 +
√
y2

1 + 1)

−x1 − 0.7x2 + y1 − y2−

−0.15 cos(x2 + y2) + 0.15(p15 + 1)


.

Дана система має при p∗ = 0 стан рiвноваги x∗ = 0, y∗ = 0. Для по-

хiдних функцiй, що входять до її складу, для всiх значень параметра з

областi P = [−1, 1] справедливi оцiнки на величини норм з константа-

ми αi = βi = γi = δi = 0.15, αii = βii = γii = δii = 0, i = 1, 2,

αij = βij = γij = δij = 0.15, i, j = 1, 2, i 6= j. Крiм того, матри-

ця A(x∗, y∗, p∗) невироджена. Тобто виконуються всi умови Припущен-

ня 4.3. Побудуємо матричнозначнi функцiї вигляду (4.30) для пiдсистем, де

P11 = P21 =

 1 0

0 1

 , P12 = P22 =

 −1 0

0 −1

 , P13 = P23 =

 3 0

0 3


i визначимо верхнi оцiнки для величин малих параметрiв. Оскiльки отри-

мано ε1 = ε2 = 3, то будемо розглядати ε1 ∈ (0, 1] i ε2 ∈ (0, 1]. Для матрицi

A i величин, що фiгурують в оцiнках норм похiдних функцiй, якi входять

до складу системи, виконується спiввiдношення (4.12) i матриця N стiйка

для всiх ε1 ∈ (0, 0.02], ε2 ∈ (0, 0.03]. Отже, згiдно Теореми 4.5, система,

що розглядається, глобально параметрично асимптотично стiйка вiдносно

областi P = [−1, 1].

На Рис. 4.2 представленi графiки, якi iлюструють поведiнку роз’вязкiв

системи при p = 0.9, ε1 = 0.015, ε2 = 0.025 i початкових значеннях змiнних

xT0 = (10, 45, −39, 75), yT0 = (210, −50, −25, 15).
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а) б) в) г)

д) є) ж) з)

Рис. 4.2 – Поведiнка змiнних. Приклад 4.2

4.4 Спосiб побудови керування

Розглянемо нелiнiйну неточну рiзнотемпову систему диференцiальних рiв-

нянь 
ẋ = f1(x, y, p),

εẏ = f2(x, y, p),

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiнi, що визначають стан системи в момент часу

t ∈ R+, f1(x, y, p) ∈ Rn, f2(x, y, p) ∈ Rm – нелiнiйнi функцiї, якi неперервно

диференцiйовнi по змiнним x та y i неперервно залежнi вiд векторного

параметра p ∈ Rl, ε ∈ (0, 1].

Зауважимо, що стан рiвноваги даної системи є рухомим. Рухомiсть ста-

ну рiвноваги, тобто змiна його координат x та y, викликана змiною значен-

ня параметра. Введемо в систему керування таким чином, щоб забезпечити

глобальну асимптотичну стiйкiсть її рухомого стану рiвноваги. Розглянемо
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систему 
ẋ = f1(x, y, p) +B1(p)u,

εẏ = f2(x, y, p) +B2(p)u,

(4.37)

де матрицi B1(p) ∈ Rn×k, B2(p) ∈ Rm×k мають елементи, якi неперервно

залежать вiд векторного параметра p. Керування u ∈ Rk будемо розгляда-

ти у виглядi u = K1x+K2y, де K1 ∈ Rk×n, K2 ∈ Rk×m деякi сталi матрицi.

Вважаємо, що для системи (4.37) справедлива теорема про iснування та

єдинiсть розв’язку початкової задачi.

Використовуючи формулу скiнченних приростiв Лагранжа для функцiй

f1(x, y, p) та f2(x, y, p) в околi нульових значень змiнних x та y, систему

(4.37) приведемо до вигляду
ẋ = A11(x̃, ỹ, p)x+ A12(x̃, ỹ, p)y + C1(p) +B1(p)(K1x+K2y),

εẏ = A21(˜̃x, ˜̃y, p)x+ A22(˜̃x, ˜̃y, p)y + C2(p) +B2(p)(K1x+K2y),

(4.38)

де

A11(x̃, ỹ, p) =
∂f1(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=x̃
y=ỹ

, A12(x̃, ỹ, p) =
∂f1(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=x̃
y=ỹ

,

A21(˜̃x, ˜̃y, p) =
∂f2(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=˜̃x
y=˜̃y

, A22(˜̃x, ˜̃y, p) =
∂f2(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=˜̃x
y=˜̃y

,

C1(p) = f1(0, 0, p), C2(0, 0, p) = f2(0, 0, p), x̃ ∈ Rn, ˜̃x ∈ Rn, ỹ ∈ Rm, ˜̃y ∈ Rm–

деякi точки вiдповiдних просторiв.

Нехай матрицi K1 та K2 вибранi таким чином, що матрицi

A11(x
∗, y∗, p∗) + B1(p

∗)K1 та A22(x
∗, y∗, p∗) + B2(p

∗)K2 стiйкi, Q1 ∈ Rn×n,

Q2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi, P ∗1 ∈ Rn×n,

P ∗2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi, якi є розв’язками
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алгебраїчних рiвнянь Ляпунова

(A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1)
TP ∗1 + P ∗1 (A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1) = −Q1,

(A22(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K2)
TP ∗2 + P ∗2 (A22(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K2) = −Q2,

вiдповiдно. Цi розв’язки, очевидно, iснують внаслiдок вибору матриць K1

та K2. Сформулюємо i доведемо теорему, яка визначає достатнi умови гло-

бальної параметричної асимптотичної стiйкостi системи (4.37) при керу-

ваннi u вiдносно певної областi у просторi параметрiв.

Теорема 4.6. Нехай вiдносно системи (4.38) виконуються умови

Припущення 4.1, матрицi K1 та K2 вибранi таким чином, що матри-

цi A11(x
∗, y∗, p∗) + B1(p

∗)K1 та A22(x
∗, y∗, p∗) + B2(p

∗)K2 стiйкi, функцiї

f1(x, y, p) та f2(x, y, p) задовольняють обмеженням∥∥∥∥∂f1(x, y, p)

∂x

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂f1(x, y, p)

∂x

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥∥ ≤ α1 <

< min

α,
λmin(Q1)− 2‖P ∗1 ‖‖K1‖max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖

2‖P ∗1 ‖

 (4.39)

для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl,∥∥∥∥∂f2(x, y, p)

∂y

∣∣∣
(x,y,p)

− ∂f2(x, y, p)

∂x

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

∥∥∥∥ ≤ δ1 <

< min

δ,
λmin(Q2)− 2‖P ∗2 ‖‖K2‖max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖

2‖P ∗2 ‖

 (4.40)

для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl i виконуються спiввiдношення (4.2),

(4.3),

2‖P ∗1 ‖‖K1‖max
p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖ < λmin(Q1), (4.41)
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2‖P ∗2 ‖‖K2‖max
p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖ < λmin(Q2), (4.42)

AC > BD, (4.43)

де

A = −λmin(Q1) + 2‖P ∗1 ‖
(
α1 + ‖K1‖max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖
)
,

B = 2‖P ∗1 ‖
(
‖A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2‖+ β + ‖K2‖max

p∈P
‖B1(p)−B1(p

∗)‖
)
,

C = −λmin(Q2) + 2‖P ∗2 ‖
(
δ1 + ‖K2‖max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖
)
,

D = 2‖P ∗2 ‖
(
‖A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1‖+ γ + ‖K1‖max

p∈P
‖B2(p)−B2(p

∗)‖
)
.

Тодi система (4.37) при керуваннi u = K1x+K2y глобально параметрично

асимптотично стiйка вiдносно областi P для всiх ε ∈ (0, 1].

Доведення. Оскiльки для системи вигляду (4.1), з якої визначається

стан рiвноваги системи (4.38) виконуються умови Теореми 4.1, то для всiх

значень параметра p з областi P iснує єдиний стан рiвноваги системи (4.38),

а отже, очевидно, системи (4.37). Нехай p – довiльне значення параметра з

областi P i ((xe)T , (ye)T )T – вiдповiдний йому стан рiвноваги. Розглянемо

векторну функцiю

V (x, y) = (v1(x), v2(y))T , (4.44)

де v1(x) = (x − xe)TP ∗1 (x − xe), v2(y) = (y − ye)TP ∗2 (y − ye) i оцiнимо

похiднi її компонент по часу вздовж розв’язкiв системи (4.38). Для першої

компоненти:

dv1(x)

dt

∣∣∣
(4.38)

= ẋTP ∗1 (x− xe) + (x− xe)TP ∗1 ẋ =

=
(
A11(x̃, ỹ, p)x+ A12(x̃, ỹ, p)y + C1(p) +B1(p)(K1x+K2y)

)T
P ∗1 (x− xe)+

+(x− xe)TP ∗1
(
A11(x̃, ỹ, p)x+ A12(x̃, ỹ, p)y + C1(p) +B1(p)(K1x+K2y)

)
=
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= (x− xe)T
(
A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1

)T
P ∗1 (x− xe)+

+(y − ye)T
(
A12(x̃, ỹ, p) +B1(p)K2

)T
P ∗1 (x− xe)+

+(x− xe)TP ∗1
(
A11(x̃, ỹ, p) +B1(p)K1

)
(x− xe)+

+ (x− xe)TP ∗1 +
(
A12(x̃, ỹ, p) +B1(p)K2

)
(y − ye), (4.45)

де враховано, що

A11(x̃, ỹ, p)x
e + A12(x̃, ỹ, p)y

e + C1(p) +B1(p)(K1x
e +K2y

e) = 0.

З (4.45) отримаємо

dv1(x)

dt

∣∣∣
(4.38)

= (x− xe)T
[(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)T
P ∗1 +

+P ∗1

(
A11(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K1

)]
(x− xe)+

+(x− xe)T
[(
A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗)
)T
P ∗1 +

+P ∗1

(
A11(x̃, ỹ, p)− A11(x

∗, y∗, p∗)
)

+

+
(

(B1(p)−B1(p
∗))K1

)T
P ∗1 + P ∗1 (B1(p)−B1(p

∗))K1

]
(x− xe)+

+(y − ye)T
[(
A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

)T
P ∗1 +

+
(
A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)
)T
P ∗1 +

(
(B1(p)−B1(p

∗))K2

)T
P ∗1

]
(x− xe)+
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+(x− xe)T
[
P ∗1

(
A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2

)
+

+P ∗1

(
A12(x̃, ỹ, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)
)

+ P ∗1 (B1(p)−B1(p
∗))K2

]
(y − ye) ≤

≤
[
− λmin(Q1) + 2‖P ∗1 ‖

(
α1 + ‖K1‖‖B1(p)−B1(p

∗)‖
)]
‖x− xe‖2+

+2‖P ∗1 ‖
(
‖A12(x

∗, y∗, p∗) +B1(p
∗)K2‖+

+ β + ‖K2‖‖B1(p)−B1(p
∗)‖
)
‖x− xe‖‖y − ye‖. (4.46)

Продовжимо оцiнку (4.46), враховуючи що

λmin(P ∗1 )‖x− xe‖2 ≤ v1(x) ≤ λmax(P ∗1 )‖x− xe‖2,

λmin(P ∗2 )‖y − ye‖2 ≤ v2(y) ≤ λmax(P ∗2 )‖y − ye‖2,

dv1(x)

dt

∣∣∣
(4.38)

≤ A
v1(x)

λmin(P ∗1 )
+B

v
1
2
1 (x)

λ
1
2

min(P ∗1 )

v
1
2
2 (y)

λ
1
2

min(P ∗2 )
. (4.47)

Для другої компоненти:

dv2(y)

dt

∣∣∣
(4.38)

= ẏTP ∗2 (y − ye) + (y − ye)TP ∗2 ẏ =

=
1

ε

(
A21(˜̃x, ˜̃y, p)x+A22(˜̃x, ˜̃y, p)y +C2(p) +B2(p)(K1x+K2y)

)T
P ∗2 (y− ye)+

+
1

ε
(y− ye)TP ∗2

(
A21(˜̃x, ˜̃y, p)x+A22(˜̃x, ˜̃y, p)y +C2(p) +B2(p)(K1x+K2y)

)
=

=
1

ε
(y − ye)T

(
A22(˜̃x, ˜̃y, p) +B2(p)K2

)T
P ∗2 (y − ye)+

+
1

ε
(x− xe)T

(
A21(˜̃x, ˜̃y, p) +B2(p)K1

)T
P ∗2 (y − ye)+

+
1

ε
(y − ye)TP ∗2

(
A22(˜̃x, ˜̃y, p) +B2(p)K2

)
(y − ye)+
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+
1

ε
(y − ye)TP ∗2

(
A21(˜̃x, ˜̃y, p) +B2(p)K1

)
(x− xe), (4.48)

де враховано, що

A21(˜̃x, ˜̃y, p)xe + A22(˜̃x, ˜̃y, p)ye + C2(p) +B2(p)(K1x
e +K2y

e) = 0.

З (4.48) отримаємо

dv2(y)

dt

∣∣∣
(4.38)

=
1

ε
(y − ye)T

[(
A22(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K2

)T
P ∗2 +

+P ∗2

(
A22(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K2

)]
(y − ye)+

+
1

ε
(y−ye)T

[(
A22(˜̃x, ˜̃y, p)−A22(x

∗, y∗, p∗)
)T
P ∗2 +

(
(B2(p)−B2(p

∗))K2

)T
P ∗2 +

+P ∗2

(
A22(˜̃x, ˜̃y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)
)

+ P ∗2 (B2(p)−B2(p
∗))K2

]
(y − ye)+

+
1

ε
(x− xe)T

[(
A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

)T
P ∗2 +

(
(B2(p)−B2(p

∗))K1

)T
P ∗2 +

+
(
A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)
)T
P ∗2

]
(y − ye)+

+
1

ε
(y − ye)T

[
P ∗2

(
A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1

)
+

+P ∗2

(
A21(˜̃x, ˜̃y, p)− A21(x

∗, y∗, p∗)
)

+ P ∗2 (B2(p)−B2(p
∗))K1

]
(x− xe) ≤

≤ 1

ε

[
− λmin(Q2) + 2‖P ∗2 ‖

(
δ1 + ‖K2‖‖B2(p)−B2(p

∗)‖
)]
‖y − ye‖2+

+
2‖P ∗2 ‖
ε

(
‖A21(x

∗, y∗, p∗) +B2(p
∗)K1‖+
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+ γ + ‖K1‖‖B2(p)−B2(p
∗)‖
)
‖x− xe‖‖y − ye‖. (4.49)

Продовжимо оцiнку (4.49), враховуючи що

λmin(P ∗1 )‖x− xe‖2 ≤ v1(x) ≤ λmax(P ∗1 )‖x− xe‖2,

λmin(P ∗2 )‖y − ye‖2 ≤ v2(y) ≤ λmax(P ∗2 )‖y − ye‖2.

dv2(y)

dt

∣∣∣
(4.38)

≤ 1

ε
C

v2(y)

λmin(P ∗2 )
+

1

ε
D

v
1
2
1 (x)

λ
1
2

min(P ∗1 )

v
1
2
2 (y)

λ
1
2

min(P ∗2 )
. (4.50)

Таким чином, з оцiнок (4.47), (4.50), для похiдної векторної функцiї

(4.44) в силу системи (4.38) справедлива оцiнка вiдносно конуса R2
+

dV (x, y)

dt

∣∣∣
(4.38)

≤


A

v1(x)

λmin(P ∗1 )
+B

v
1
2
1 (x)

λ
1
2

min(P ∗1 )

v
1
2
2 (y)

λ
1
2

min(P ∗2 )

1

ε
C

v2(y)

λmin(P ∗2 )
+

1

ε
D

v
1
2
1 (x)

λ
1
2

min(P ∗1 )

v
1
2
2 (y)

λ
1
2

min(P ∗2 )

 . (4.51)

Скориставшись нерiвнiстю−az2+bz ≤ −a
2
z2+

b2

2a
, яка вiрна для всiх z ∈ R,

якщо a > 0, продовжимо оцiнку (4.51):

dV (x, y)

dt

∣∣∣
(4.38)

≤MV (x, y),

де

M =
1

2


A

λmin(P ∗1 )

B2

λmin(P ∗2 )(−A)
1

ε

D2

λmin(P ∗1 )(−C)

1

ε

C

λmin(P ∗2 )

 . (4.52)

Зауважимо, що з (4.41), (4.42) слiдує, що A < 0 i C < 0.



179

Розглянемо систему рiвнянь

du

dt
= Mu, (4.53)

де матрицяM задана в (4.52), а u = (u1, u2)
T ∈ R2

+.ОскiлькиA < 0 i C < 0,

то позадиагональнi елементи матрицi M додатнi i функцiя f(u) = Mu

квазiмонотонна вiдносно конуса R2
+, тобто система (4.53) є системою порiв-

няння для системи (4.38). При виконаннi умови (4.43) матриця M стiйка,

тому стан рiвноваги u = 0 системи (4.53) глобально асимптотично стiйкий.

Згiдно принципу порiвняння, стан рiвноваги ((xe)T , (ye)T )T системи (4.38)

також глобально асимптотично стiйкий. Так як p довiльна точка областi

P, то система (4.38), а отже, очевидно, система (4.37), глобально параме-

трично асимптотично стiйка вiдносно цiєї областi.

Оскiльки вищесказане має мiсце для всiх ε ∈ (0, 1], то властивiсть

глобальної параметричної асимптотичної стiйкостi зберiгається для всiх

ε ∈ (0, 1].

Теорему доведено.

Приклад 4.3. В якостi прикладу застосування запропонованої вище

методики побудови керування, розглянемо стабiлiзацiю неточної рiзнотем-

пової системи диференцiальних рiвнянь третього порядку
ẋ = f1(x, y, p),

εẏ = f2(x, y, p),

(4.54)

де x = (x1, x2)
T ∈ R2, y ∈ R1, p ∈ R1, f1(x, y, p) ∈ R2, f2(x, y, p) ∈ R1.

Введемо в систему (4.54) керування u = K1x+K2y i розглянемо отриману
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систему диференцiальних рiвнянь
ẋ = f1(x, y, p) +B1(p)(K1x+K2y),

εẏ = f2(x, y, p) +B2(p)(K1x+K2y),

(4.55)

де K1 ∈ R2×2, K2 ∈ R2×1,

B1(p) =

 1 p

sin(p) 1

 , B2(p) =

(
cos(p) 1

)
.

Нехай система (4.55) при значеннi параметра p∗ = 0 має стан рiвноваги

x∗ = 0, y∗ = 0, а функцiї f1(x, y, p) та f2(x, y, p) такi, що

A11(x
∗, y∗, p∗) =

∂f1(x, y, p)

∂x

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

=

 1 0

0 1

 ,

A12(x
∗, y∗, p∗) =

∂f1(x, y, p)

∂y

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

=

 1

1

 ,

A21(x
∗, y∗, p∗) =

∂f2(x, y, p)

∂x

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

=

(
1 1

)
,

A22(x
∗, y∗, p∗) =

∂f2(x, y, p)

∂y

∣∣∣
(x∗,y∗,p∗)

= 1.

З умови стiйкостi матриць A11(x
∗, y∗, p∗) +B1(p

∗)K1 та

A22(x
∗, y∗, p∗) +B2(p

∗)K2 виберемо матрицi K1 =

 −2 0.2

0.1 −2

 та
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K2 =

 −1

−1

 i переконаємось, що матриця A з Припущення 4.1 невиро-

джена. З оцiнок (4.2), (4.3) визначимо величини α = δ = 0.101, β = γ = 0.1

i область P = {p ∈ R | |p| < 0.14} такi, що при виконаннi для функцiй

f1(x, y, p), f2(x, y, p) оцiнок

‖A11(x, y, p)− A11(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ α, ‖A12(x, y, p)− A12(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ β,

‖A21(x, y, p)− A21(x
∗, y∗, p∗)‖ ≤ γ, ‖A22(x, y, p)− A22(x

∗, y∗, p∗)‖ ≤ δ,

для всiх x ∈ R2, y ∈ R1, p ∈ P , згiдно Теореми 4.1 iснує єдиний стан

рiвноваги системи (4.55).

Вибравши матрицi Q1 =

 1 0

0 1

 , Q2 =

(
1

)
, обрахуємо матрицi

P1 =

 0.508 0.077

0.077 0515

 , P2 = (0.5) iз вiдповiдних матричних рiвнянь. Згi-

дно спiввiдношень (4.39), (4.40) виберемо α1 = δ1 = 0.1. Спiввiдношення

(4.2), (4.3) та (4.41)-(4.43) виконуються для всiх p ∈ P . Отже, згiдно Тео-

реми 4.6, система (4.55) при керуваннi u глобально параметрично асимпто-

тично стiйка вiдносно областi P для всiх ε ∈ (0, 1]. Таким чином, вказано

клас функцiй, який визначається оцiнками на норми їх часткових похiдних,

керування, яке глобально параметрично асимптотично стабiлiзує систему

(4.54) i область P = {p ∈ R | |p| ≤ 0.14} такої стабiлiзацiї.

Вибравши

f1(x, y, p) =


x1 − 0.1 cos

(
x1 +

y√
2

+ p

)
+ y + 0.1

0.9x2 + 1000p2 +

(
1− 0.1√

2

)
y + arctan

(
0.1

(
x2 +

y√
2

))
 ,
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f2(x, y, p) = x1 + x2 + y + p+ 0.1 ln

(
x1 +

√
x2

1 + 1

)
,

переконаємось, що функцiї належать визначеному класу. Зауважимо, що

для цих функцiй при значеннi параметра p = 0 нульовий стан рiвноваги

системи (4.54) нестiйкий.

Рис. 4.3 – Поведiнка змiнних. Приклад 4.3

На Рис. 4.3 представленi графiки, якi iлюструють поведiнку розв’язкiв

системи при p = 0.1, ε = 0.1, x0 = (100, 70)T , y0 = −100.

4.5 Результати та висновки

Загальний вигляд функцiй, що входять до складу системи, та їх нелiнiй-

нiсть ускладнюють застосування методу роздiлення рухiв для дослiджен-

ня поведiнки розв’язкiв початкової системи. Метод функцiй Ляпунова дає

можливiсть зробити висновок про динамiку системи не розв’язуючи її, що

значно спрощує аналiз суттєво нелiнiйних систем, iнколи являючись єди-

ним можливим способом такого аналiзу.

Запропоновано пiдхiд, який дає можливiсть оцiнити область у просторi

параметрiв системи, для всiх значень параметрiв з якої iснує єдиний стан

рiвноваги системи, що дослiджується. Пiдхiд засновано на оцiнцi областей
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невиродженостi матриць, вiд яких залежать розвязкi вiдповiдних рiвнянь.

Зауважимо, що висновок про iснування розв’язку та оцiнки вiдповiдної

областi його iснування потребують iнформацiї про поведiнку моделi лише

при деякому вiдомому значеннi параметра.

При виконаннi вiдносно системи певних припущень, ключовим з яких є

обмеженiсть по нормi частинних похiдних функцiй, що входять до її складу,

для неточної рiзнотемпової системи диференцiальних рiвнянь в загально-

му виглядi, застосовуючи матричнозначну функцiю Ляпунова, встановлено

достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi вiдносно

знайденої областi у просторi параметрiв. Також вказано верхню межу iн-

тервалу змiни значень параметра ε.

У випадку великомасштабностi системи, яка дослiджується, узагалню-

ючи спосiб побудови допомiжної функцiїї, що був запропонований для си-

стеми без припущення про її великомасштабнiсть, отримано достатнi умо-

ви глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi початкової системи

i вказана область такої стiйкостi у просторi параметрiв системи. Знайдено

оцiнки на величини параметрiв при старших похiдних в рiвняннях системи,

для яких зберiгається знайдена динамiчна характеристика, що є важливим

при аналiзi рiзнотемпових систем.

У випадку параметричної нестiйкостi нелiнiйної неточної рiзнотемпової

системи запропоновано керування, яке забезпечує її глобальну параметри-

чну асимптотичну стiйкiсть. Використовуючи метод порiвняння з вектор-

ною функцiєю Ляпунова, визначено достатнi умови такої стiйкостi, область

у просторi парметрiв системи, для значень параметрiв з якої вказаний тип

стiйкостi зберiгається, спосiб вибору матриць керування i оцiнки на вели-

чину параметра при старшiй похiднiй в рiвняннях системи.

Основнi результати цього роздiлу викладено в роботах [46,78,79,135].



Роздiл 5

МЕТОДИКА ДОСЛIДЖЕННЯ СТIЙКОСТI СТАНУ

РIВНОВАГИ ТА ПОБУДОВИ КЕРУВАННЯ НЕТОЧНИМИ

РIЗНОТЕМПОВИМИ СИСТЕМАМИ ТАКАГI–СУГЕНО

Велика кiлькiсть механiчних систем та виробничих процесiв настiльки

складнi, що вiдповiдну математичну модель дуже складно чи взагалi немо-

жливо побудувати. Однак, бiльшiсть з таких систем можливо представити

у виглядi деякого “набору” математичних моделей, кожна з яких описує

локальну динамiку загальної системи. Такий пiдхiд, запропонований Така-

гi та Сугено (див. [180]), активно розвивається i застосовується в наш час

(див. [96,181]). Нечiткi (англ. fuzzy) моделi, отриманi з його допомогою, до-

зволяють точнiше моделювати процес, враховуючи його локальнi складовi,

а не “усереднено” описувати всю систему однiєю моделлю, як це робило-

ся ранiше. Пiдкреслимо, що побудова керування, яке здатне гарантувати

бажану динамiчну характеристику утвореної моделi, зокрема стiйкiсть, а

також отримання достатнiх її, стiйкостi, умов, є важливими та актуальни-

ми задачами, а у випадках, коли системи керування пов’язанi iз безпекою

людей або складними виробничими процесами, якi схильнi до втрати стiй-

костi, взагалi розцiнюються як критично важливi.

Класична теорiя систем Такагi–Сугено, як вiдомо, розглядає нелiнiйнi

системи, якi апроксимуються набором локальних лiнiйних систем, що по-

в’язанi мiж собою правилами “якщо-то”. Причому, клас нелiнiйних систем,

якi апроксимуються, достатньо широкий i лiнiйнiсть локальних систем до-
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зволяє застосувати для їх дослiдження детально розробленi класичнi ме-

тоди, зокрема метод лiнiйних матричних нерiвностей (англ. LMI). Однак,

якщо початкова система iстотно нелiнiйна, то кiлькiсть правил в моделi

i, вiдповiдно, розмiрнiсть методу LMI значно зростає, що ускладнює за-

стосування цього методу. Саме тому, в останнi роки активно развивається

теорiя систем Такагi–Сугено, де локальнi системи вважаються нелiнiйни-

ми (див. [166, 170, 182]). Це дозволяє зменшити кiлькiсть правил в моделi,

а також пiдвищити її акуратнiсть, тобто адекватнiсть початковiй систе-

мi. Таким чином, актуальною задачею є розробка нових та вдосконален-

ня iснуючих методик дослiдження динамiчних характеристик систем типу

Такагi–Сугено iз нелiнiйними, зокрема рiзнотемповими, локальними систе-

мами.

В пiдроздiлi 5.1 встановлено достатнi умови асимптотичної стiйкостi

нульового стану рiвноваги нечiткої моделi типу Такагi–Сугено з параме-

тричними неточностями у випадку стiйкостi лiнiйних наближень пiдсистем

всiх локальних систем при певному значеннi параметра. Ця властивiсть дає

змогу застосувати для доведення асимптотичної стiйкостi стану рiвноваги

скалярну функцiю Ляпунова, компоненти якої будуються згiдно стiйких

наближень. Вказано спосiб оцiнки областi у просторi параметрiв системи,

для значень параметрiв з якої вказаний тип стiйкостi зберiгається.

В пiдроздiлi 5.2 розглядається випадок, коли при певному значеннi па-

раметра серед лiнiйних наближень пiдсистем локальних систем iснують

нестiйкi. При зробленому припущеннi, спосiб побудови скалярної функцiї

Ляпунова, запропонований у пiдроздiлi 5.1, застосувати не вдається. Але

використання матричнозначної функцiї Ляпунова дає можливiсть встано-

вити достатнi умови асимптотичної стiйкостi стану рiвноваги нечiткої мо-

делi типу Такагi–Сугено з параметричними неточностями у вказаному ви-

падку. Також вказано спосiб оцiнки областi у просторi параметрiв системи,
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для значень параметрiв з якої вказаний тип стiйкостi зберiгається.

Пiдроздiл 5.3 присвячено побудовi керування, яке забезпечує стiйкiсть

стану рiвноваги нечiткої моделi типу Такагi–Сугено з параметричними не-

точностями. Розглянуто випадок, коли результати пiдроздiлiв 5.1, 5.2 для

побудови функцiї Ляпунова застосувати не вдається, але при запропоно-

ваному керуваннi досягається бажана динамiчна характеристика системи

вiдносно певної областi у просторi її параметрiв.

5.1 Достатнi умови асимптотичної стiйкостi стану рiвноваги у

випадку стiйкостi лiнiйних наближень пiдсистем всiх

локальних систем

Розглянемо нечiтку модель деякого механiчного чи iншої природи процесу,

для опису якої використаний набiр нечiтких предикатних правил у насту-

пному виглядi

Ri : якщо z1(t) ∈Mi1 i . . . i zs(t) ∈Mis

то


ẋ = fi(x, y, p),

εẏ = gi(x, y, p),

i = 1, r,
(5.1)

де Mig – нечiткi множини, що визначаються функцiями приналежностi

M ig : R → [0, 1], i = 1, r, g = 1, s, x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm – змiннi, що

визначають стан системи (5.1) у момент часу t ∈ R+, fi(x, y, p) ∈ Rn,

gi(x, y, p) ∈ Rm – нелiнiйнi функцiї, якi неперервно диференцiйовнi по змiн-

ним x та y i неперервно залежнi вiд векторного параметра p ∈ Rl, ε ∈ (0, 1],

z1(t), . . . , zs(t) – деякi системнi змiннi.

Припущення 5.1. Функцiї fi(x, y, p), gi(x, y, p) такi, що fi(0, 0, p) = 0,

gi(0, 0, p) = 0, i = 1, r.

Враховуючи умову Припущення 5.1 i використовуючи формулу скiнчен-
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них приростiв Лагранжа для функцiй fi(x, y, p), gi(x, y, p), i = 1, r, системи

(5.1) приведемо до вигляду
ẋ = Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y,

εẏ = Ai
21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai

22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y,

i = 1, r, (5.2)

де

Ai
11(x̃i, ỹi, p) =

∂fi(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=x̃i
y=ỹi

, Ai
12(x̃i, ỹi, p) =

∂fi(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=x̃i
y=ỹi

,

Ai
21(˜̃xi, ˜̃yi, p) =

∂gi(x, y, p)

∂x

∣∣∣
x=˜̃xi
y=˜̃yi

, Ai
22(˜̃xi, ˜̃yi, p) =

∂gi(x, y, p)

∂y

∣∣∣
x=˜̃xi
y=˜̃yi

, i = 1, r,

x̃i ∈ Rn, ỹi ∈ Rm, ˜̃xi ∈ Rn, ˜̃yi ∈ Rm – деякi точки вiдповiдних просторiв.

Припущення 5.2. Системи рiвнянь (5.2) такi, що:

(1) iснує значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl таке, що для всiх i = 1, r

матрицi Ai
11(0, 0, p

∗), Ai
22(0, 0, p

∗) стiйкi;

(2) iснують такi додатнi числа αi, βi, γi, δi < +∞, i = 1, r, що вико-

нуються оцiнки

‖Ai
11(x, y, p)− Ai

11(0, 0, p
∗)‖ ≤ αi, ‖Ai

12(x, y, p)− Ai
12(0, 0, p

∗)‖ ≤ βi,

‖Ai
21(x, y, p)− Ai

21(0, 0, p
∗)‖ ≤ γi, ‖Ai

22(x, y, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)‖ ≤ δi,

для всiх i = 1, r, x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl.

Пiсля приведення нечiткої моделi до чiткостi центроїдним методом,

отримаємо систему диференцiальних рiвнянь, яка описує повну динамiку
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початкової нечiткої моделi:
ẋ =

r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y

]
,

εẏ =
r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai
22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y

]
,

(5.3)

де z(t) = (z1(t), . . . , zs(t))
T , µi(z(t)) =

ωi(z(t))
r∑
i=1

ωi(z(t))
, ωi(z(t)) =

s∏
g=1

M ig(zg(t)).

Очевидно, що
r∑
i=1

µi(z(t)) = 1 i µi(z(t)) ≥ 0, i = 1, r. Вважаємо, що для

системи (5.3) справедлива теорема про iснування та єдинiсть розв’язку по-

чаткової задачi.

Розглянемо системи лiнiйних матричних нерiвностей

(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P1 + P1

(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)
< 0, i = 1, r, (5.4)

(
Ai

22(0, 0, p
∗)
)T
P2 + P2

(
Ai

22(0, 0, p
∗)
)
< 0, i = 1, r, (5.5)

де P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi. Також

позначимо

Ai(αi) = λmax

[(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P1 + P1A

i
11(0, 0, p

∗)
]

+ 2αi‖P1‖,

Bi(βi, γi) =
∥∥∥P1A

i
12(0, 0, p

∗) +
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P2

∥∥∥+ ‖P1‖βi + ‖P2‖γi,

Ci(δi) = λmax

[(
Ai

22(0, 0, p
∗)
)T
P2 + P2A

i
22(0, 0, p

∗)
]

+ 2δi‖P2‖,

Di(αi, βi, γi, δi) =

 Ai(αi) Bi(βi, γi)

Bi(βi, γi) Ci(δi)

 . (5.6)

Сформулюємо i доведемо теорему, яка визначає достатнi умови асим-
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птотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги системи (5.3) вiдносно певної

областi у просторi параметрiв.

Теорема 5.1. Нехай функцiї fi(x, y, p), gi(x, y, p), i = 1, r, задовольня-

ють умову Припущення 5.1, для систем (5.2), з яких утворена система

(5.3), виконуються умови Припущення 5.2, системи лiнiйних матричних

нерiвностей (5.4), (5.5) сумiснi, вiдповiдно, на множинi симетричних до-

датно визначених матриць P1 i P2, для величин αi, βi, γi, δi, виконуються

спiввiдношення

Ai(αi) < 0, i = 1, r, (5.7)

Ai(αi)Ci(δi)−B2
i (βi, γi) > 0, i = 1, r. (5.8)

Тодi стан рiвноваги x = 0, y = 0 системи (5.3) асимптотично стiйкий

вiдносно областi P для всiх ε ∈ (0, 1].

Доведення. Виберемо довiльне значення параметра p з областi P i роз-

глянемо систему (5.3) при цьому значеннi параметра. Побудуємо скалярну

функцiю

V (x, y, ε) = xTP1x+ εyTP2y, (5.9)

використовуючи симетричнi додатно визначенi матрицi P1 i P2, якi є

розв’язками систем лiнiйних матричних нерiвностей (5.4) i (5.5), вiдповiд-

но. Згiдно припущення теореми, такi матрицi iснують. Очевидно, що ця

функцiя додатно визначена за Ляпуновим для всiх ε ∈ (0, 1]. Знайдемо її

похiдну по часу в силу системи (5.3).

V̇ (x, y, ε)
∣∣∣
(5.3)

= ẋTP1x+ xTP1ẋ+ εẏTP2y + εyTP2ẏ =

=

(
r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y

])T

P1x+
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+xTP1

(
r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y

])
+

+

(
r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai
22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y

])T

P2y+

+yTP2

(
r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai
22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y

])
=

=
r∑
i=1

µi(z(t))

[
xT
[(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P1 + P1A

i
11(0, 0, p

∗)
]
x+

+xT
[(
Ai

11(x̃i, ỹi, p)−Ai
11(0, 0, p

∗)
)T
P1 +P1

(
Ai

11(x̃i, ỹi, p)−Ai
11(0, 0, p

∗)
)]
x+

+xT
[
P1A

i
12(0, 0, p

∗) +
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P2

]
y+

+xT
[
P1

(
Ai

12(x̃i, ỹi, p)−Ai
12(0, 0, p

∗)
)

+
(
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)−Ai
21(0, 0, p

∗)
)T
P2

]
y+

+yT
[(
Ai

12(0, 0, p
∗)
)T
P1 + P2A

i
21(0, 0, p

∗)
]
x+

+yT
[(
Ai

12(x̃i, ỹi, p)−Ai
12(0, 0, p

∗)
)T
P1 +P2

(
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)−Ai
21(0, 0, p

∗)
)]
x+

+yT
[(
Ai

22(0, 0, p
∗)
)T
P2 + P2A

i
22(0, 0, p

∗)
]
y+

+yT
[(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)
)T
P2 + P2

(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)
)]
y

]
.

Враховуючи Припущення 5.2, отримаємо наступну оцiнку для похiдної

функцiї (5.9) по часу в силу системи (5.3):

V̇ (x, y, ε)
∣∣∣
(5.3)
≤ (‖x‖, ‖y‖)

[
r∑
i=1

µi(z(t))Di(αi, βi, γi, δi)

]
(‖x‖, ‖y‖)T .

Згiдно спiввiдношень (5.7), (5.8), матрицi (5.6) вiд’ємно визначенi для всiх

i = 1, r. Так як µi(z(t)) ≥ 0 для всiх z(t), i = 1, r, причому одночасна
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їх рiвнiсть нулю неможлива, то згiдно теореми Вейля (див. [76]) матриця
r∑
i=1

µi(z(t))Di(αi, βi, γi, δi) вiд’ємно визначена для всiх z(t). Тобто похiдна

функцiї (5.9) по часу в силу системи (5.3) вiд’ємна для всiх значень змiнних

x ∈ Rn, y ∈ Rm вiдмiнних вiд нуля, всiх ε ∈ (0, 1] i всiх значеннях z(t).

Отже, функцiя (5.9) є функцiєю Ляпунова, яка дозволяє в силу теореми

Ляпунова про асимптотичну стiйкiсть (див. [3]) встановити асимптотичну

стiйкiсть нульового стану рiвноваги системи (5.3) для вибраного значення

p i всiх ε ∈ (0, 1]. Так як p довiльна точка з областi P , то вказаний тип

стiйкостi має мiсце для всiх значень параметра p з областi P .

Теорему доведено.

Приклад 5.1. Розглянемо електричний ланцюг, зображений на

Рис. 5.1, який мiстить тунельний дiод (див. [97]). Тунельний дiод хара-

Рис. 5.1 – Електричний ланцюг, який мiстить тунельний дiод

ктеризується наступним спiввiдношенням: iD(t) = 0.01VD(t) + 0.05V 3
D(t).

Вважаємо iндуктивнiсть катушки L малим “паразитним” параметром i вве-

демо змiннi x1(t) = VC(t), x2(t) = iL(t). Виберемо такi параметри ланцюга:

C = 100 mF, L = ε Гн, R = (250 + p) Ом, тобто опiр резистора вiдомий

неточно.

Припустимо, що |x1| < 3 i значення величини шуму настiльки мале,

що їм можливо знехтувати. Тодi нечiтка модель, для опису електричного
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ланцюга, має вигляд:

якщо x1 ∈M1,

то


ẋ1 = −0.1x1 + 10x2,

εẋ2 = −x1 − (250 + p)x2,

якщо x1 ∈M2,

то


ẋ1 = −4.6x1 + 10x2,

εẋ2 = −x1 − (250 + p)x2,

(5.10)

де M1 та M2 нечiткi множини, що визначаються функцiями приналежно-

стi M 1(x1) =
3− |x1|

3
та M 2(x1) =

|x1|
3

, вiдповiдно. Очевидно, що системи,

з яких складається нечiтка модель (5.10), задовольняють умовам Припу-

щення 5.2, де p∗ = 0, α1 = α2 = β1 = β2 = γ1 = γ2 = 0, δ1 = δ2 = 45,

P = {p ∈ R | |p| ≤ 45}.

Пiсля приведення до чiткостi, отримаємо опис повної динамiки нечiткої

моделi у виглядi системи диференцiальних рiвнянь:
ẋ1 = µ1(z(t))

[
− 0.1x1 + 10x2

]
+ µ2(z(t))

[
− 4.6x1 + 10x2

]
,

εẋ2 = µ1(z(t))
[
− x1 − (250 + p)x2

]
+ µ2(z(t))

[
− x1 − (250 + p)x2

]
,

(5.11)

де z(t) = (x1, x2)
T , µ1(z(t)) =

3− |x1|
3

, µ2(z(t)) =
|x1|
3

.

Системи лiнiйних матричних нерiвностей (5.4), (5.5) сумiснi при

P1 = (1), P2 = (1), вiдповiдно. Так як A1(α1) = −0.2, A2(α2) = −9.2,

B1(β1, γ1) = 9, B2(β2, γ2) = 9, C1(δ1) = −410, C2(δ2) = −410 i спiввiд-

ношення (5.7), (5.8) справедливi при i = 1, 2, то нульовий стан рiвноваги

систем (5.11) асимптотично стiйкий для всiх p з P i всiх ε ∈ (0, 1], згiдно

Теореми 5.1.

На Рис. 5.2 представленi графiки, якi iлюструють поведiнку розв’язкiв

системи (5.11) при p = 40, ε = 0.5, x0 = (2,−2)T .
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а) б)

Рис. 5.2 – Поведiнка змiнних. Приклад 5.1

5.2 Достатнi умови асимптотичної стiйкостi стану рiвноваги у

випадку нестiйких пiдсистем локальних систем

Вiдносно систем (5.2) зробимо наступне припущення.

Припущення 5.3. Системи рiвнянь (5.2) такi, що:

(1) iснує значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl таке, що для всiх i = 1, r

матрицi Ai
22(0, 0, p

∗) стiйкi;

(2) серед матриць Ai
11(0, 0, p

∗), i = 1, r, хоча б одна нестiйка;

(3) iснують такi додатнi числа αi, βi, γi, δi < +∞, i = 1, r, що вико-

нуються оцiнки

‖Ai
11(x, y, p)− Ai

11(0, 0, p
∗)‖ ≤ αi, ‖Ai

12(x, y, p)− Ai
12(0, 0, p

∗)‖ ≤ βi,

‖Ai
21(x, y, p)− Ai

21(0, 0, p
∗)‖ ≤ γi, ‖Ai

22(x, y, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)‖ ≤ δi,

для всiх i = 1, r, x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl.

Нехай P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,
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P3 ∈ Rn×m – стала матриця. Введемо наступнi позначення:

Ai(αi, γi) = λmax

[(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P1 + P1A

i
11(0, 0, p

∗)+

+P3A
i
21(0, 0, p

∗) +
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P T

3

]
+ 2‖P1‖αi + 2‖P3‖γi,

Bi(αi, βi, γi, δi, ε) =
∥∥∥P1A

i
12(0, 0, p

∗) + ε
(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P3 + P3A

i
22(0, 0, p

∗)+

+
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P2

∥∥∥+ ε‖P3‖αi + ‖P1‖βi + ‖P3‖δi + ‖P2‖γi,

Ci(βi, δi, ε) = λmax

[(
Ai

22(0, 0, p
∗)
)T
P2+P2A

i
22(0, 0, p

∗)+ε
(
Ai

12(0, 0, p
∗)
)T
P3+

+εP3A
i
12(0, 0, p

∗)

]
+ 2‖P2‖δi + 2ε‖P3‖βi,

Di(αi, βi, γi, δi, ε) =

 Ai(αi, γi) Bi(αi, βi, γi, δi, ε)

Bi(αi, βi, γi, δi, ε) Ci(βi, δi, ε)

 . (5.12)

Сформулюємо i доведемо теорему, яка визначає достатнi умови асим-

птотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги системи (5.3) вiдносно певної

областi у просторi параметрiв.

Теорема 5.2. Нехай функцiї fi(x, y, p), gi(x, y, p), i = 1, r, задовольня-

ють умову Припущення 5.1, для систем (5.2), з яких утворена система

(5.3), виконуються умови Припущення 5.3, система лiнiйних матричних

нерiвностей (5.5) сумiсна на множинi симетричних додатно визначених

матриць P2, для матриць P1, P2, P3, величин αi, βi, γi, δi, i = 1, r, при

всiх 0 < ε ≤ ε∗ <
λmin(P1)λmin(P2)

λmax(P3P T
3 )

виконуються нерiвностi:

Ai(αi, γi) < 0, i = 1, r, (5.13)
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Ai(αi, γi)Ci(βi, δi, ε)−B2
i (αi, βi, γi, δi, ε) > 0, i = 1, r. (5.14)

Тодi стан рiвноваги x = 0, y = 0 системи (5.3) асимптотично стiйкий

вiдносно областi P для всiх ε ∈ (0, ε∗].

Доведення. Виберемо довiльне значення параметра p з областi P i роз-

глянемо систему (5.3) при цьому значеннi параметра. Побудуємо матри-

чнозначну функцiю наступного вигляду (див. [149,150]):

V (x, y, ε) =

 v11(x) v12(x, y, ε)

v12(x, y, ε) v22(y, ε)

 , (5.15)

де v11(x) = xTP1x, v22(y, ε) = εyTP2y, P2 – розв’язок системи лiнiйних

матричних нерiвностей (5.5), v12(y, ε) = εxTP3y. Вибравши вектор

ηT = (1, 1), слiдуючи [149], утворимо скалярну функцiю

v(x, y, ε) = ηTV (x, y, ε)η. (5.16)

Враховуючи, що для елементiв матричнозначної функцiї (5.15) мають мiсце

оцiнки

v11(x) ≥ λmin(P1)‖x‖2, для всiх x ∈ Rn,

v22(y, ε) ≥ ελmin(P2)‖y‖2, для всiх y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1],

v12(x, y, ε) ≥ −ε(λmax(P3P
T
3 ))1/2‖x‖‖y‖, для всiх x ∈ Rn, y ∈ Rm, ε ∈ (0, 1],

для скалярної функцiї (5.16) має мiсце оцiнка

v(x, y, ε) ≥ uTA(ε)u,



196

для всiх (x, y, ε) ∈ Rn × Rm × (0, 1], де uT = (‖x‖, ‖y‖),

A(ε) =

 λmin(P1) −ε(λmax(P3P
T
3 ))1/2

−ε(λmax(P3P
T
3 ))1/2 ελmin(P2)

 . (5.17)

При всiх ε <
λmin(P1)λmin(P3)

λmax(P2P T
2 )

матриця (5.17) додатно визначена, тобто

скалярна функцiя (5.16) додатно визначена за Ляпуновим.

Знайдемо похiдну функцiї (5.16) по часу в силу системи (5.3).

v̇(x, y, ε)
∣∣∣
(5.3)

= ẋTP1x+ xTP1ẋ+ 2εẋTP3y + 2εxTP3ẏ + εẏTP2y + εyTP2ẏ =

=
( r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y

])T
P1x+

+xTP1

r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y

]
+

+2ε
( r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y

])T
P3y+

+2xTP3

r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai
22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y

]
+

+
( r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai
22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y

])T
P2y+

+yTP2

r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai
22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y

]
=

=
r∑
i=1

µi(z)

[
xT

((
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P1 + P1A

i
11(0, 0, p

∗)+

+P3A
i
21(0, 0, p

∗) +
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P T

3 +
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+
(
Ai

11(x̃i, ỹi, p)− Ai
11(0, 0, p

∗)
)T
P1 + P1

(
Ai

11(x̃i, ỹi, p)− Ai
11(0, 0, p

∗)
)

+

+P3

(
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)− Ai
21(0, 0, p

∗)
)

+
(
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)− Ai
21(0, 0, p

∗)
)T
P T

3

)
x+

+xT

(
P1A

i
12(0, 0, p

∗) + ε
(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P3+

+P3A
i
22(0, 0, p

∗) +
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P2+

+P1

(
Ai

12(x̃i, ỹi, p)− Ai
12(0, 0, p

∗)
)

+ ε
(
Ai

11(x̃i, ỹi, p)− Ai
11(0, 0, p

∗)
)T
P3+

+P3

(
Ai

22(˜̃xi, ˜̃yi, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)
)

+
(
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)− Ai
21(0, 0, p

∗)
)T
P2

)
y+

+yT

(
P1A

i
12(0, 0, p

∗) + ε
(
Ai

11(0, 0, p
∗)
)T
P3+

+P3A
i
22(0, 0, p

∗) +
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P2+

+P1

(
Ai

12(x̃i, ỹi, p)− Ai
12(0, 0, p

∗)
)

+ ε
(
Ai

11(x̃i, ỹi, p)− Ai
11(0, 0, p

∗)
)T
P3+

+P3

(
Ai

22(˜̃xi, ˜̃yi, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)
)

+
(
Ai

21(˜̃xi, ˜̃yi, p)− Ai
21(0, 0, p

∗)
)T
P2

)T

x+

+yT

((
Ai

22(0, 0, p
∗)
)T
P2 + P2A

i
22(0, 0, p

∗)+

+ε
(
Ai

12(0, 0, p
∗)
)T
P3 + εP3A

i
12(0, 0, p

∗)+

+
(
Ai

22(˜̃xi, ˜̃yi, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)
)T
P2 + P2

(
Ai

22(˜̃xi, ˜̃yi, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)
)

+

+ε
(
Ai

12(x̃i, ỹi, p)− Ai
12(0, 0, p

∗)
)T
P3 + εP3

(
Ai

12(x̃i, ỹi, p)− Ai
12(0, 0, p

∗)
))

y

]
.

Враховуючи умови Припущення 5.3, отримаємо наступну оцiнку для похi-
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дної функцiї (5.16) по часу в силу системи (5.3):

v̇(x, y, ε)
∣∣∣
(5.3)
≤ uT

[ r∑
i=1

µi(z)Di(αi, βi, γi, δi, ε)
]
u. (5.18)

Згiдно спiввiдношень (5.13), (5.14), матрицi (5.12) вiд’ємно визначенi

для i = 1, r i всiх ε ∈ (0, ε∗]. Так як µi(z(t)) ≥ 0 для всiх z(t), i = 1, r,

причому одночасна їх рiвнiсть нулю неможлива, то згiдно теореми Вейля

(див. [76]) матриця
r∑
i=1

µi(z)Di(αi, βi, γi, δi, ε) вiд’ємно визначена для всiх

z(t) i всiх ε ∈ (0, ε∗]. Тобто похiдна функцiї (5.16) по часу в силу системи

(5.3) вiд’ємна для всiх значень змiнних x ∈ Rn, y ∈ Rm вiдмiнних вiд нуля,

всiх ε ∈ (0, ε∗] i всiх значеннях z(t). Отже, функцiя (5.16) є функцiєю Ля-

пунова, яка дозволяє в силу теореми Ляпунова про асимптотичну стiйкiсть

(див. [3]) встановити асимптотичну стiйкiсть нульового стану рiвноваги си-

стеми (5.3) для вибраного значення p i всiх ε ∈ (0, ε∗]. Так як p довiльна

точка з областi P , то вказаний тип стiйкостi має мiсце для всiх значень

параметра p з областi P .

Теорему доведено.

Приклад 5.2. Розглянемо електричний ланцюг, зображений на

Рис. 5.1, який мiстить тунельний дiод (див. [97]). Тунельний дiод хара-

ктеризується наступним спiввiдношенням: iD(t) = −0.2VD(t) + 0.05V 3
D(t).

Вважаємо iндуктивнiсть катушки L малим “паразитним” параметром i вве-

демо змiннi x1(t) = VC(t), x2(t) = iL(t). Виберемо такi параметри ланцюга:

C = 100 mF, L = ε Гн, R = (1 + p) Ом, тобто опiр резистора вiдомий

неточно.

Припустимо, що |x1| < 3 i значення величини шуму настiльки мале,

що їм можливо знехтувати. Тодi нечiтка модель, для опису електричного
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ланцюга, має вигляд:

якщо x1 ∈M1,

то


ẋ1 = 2x1 + 10x2,

εẋ2 = −x1 − (1 + p)x2,

якщо x1 ∈M2,

то


ẋ1 = 6.5x1 + 10x2,

εẋ2 = −x1 − (1 + p)x2,

(5.19)

деM1 таM2 нечiткi множини, що визначаються функцiями приналежностi

M 1(x1) =
9− x2

1

9
таM 2(x1) =

x2
1

9
, вiдповiдно. Очевидно, що системи, з яких

складається нечiтка модель (5.19), задовольняють умовам Припущення 5.3,

де p∗ = 0, α1 = α2 = β1 = β2 = γ1 = γ2 = 0, δ1 = δ2 = 0.1 = δ,

P = {p ∈ R | |p| ≤ 0.1}.

Пiсля приведення до чiткостi, отримаємо опис повної динамiки нечiткої

моделi у виглядi системи диференцiальних рiвнянь:
ẋ1 = µ1(z(t))

[
2x1 + 10x2

]
+ µ2(z(t))

[
6.5x1 + 10x2

]
,

εẋ2 = µ1(z(t))
[
− x1 − (1 + p)x2

]
+ µ2(z(t))

[
− x1 − (1 + p)x2

]
,

(5.20)

де z(t) = (x1, x2)
T , µ1(z(t)) =

9− x2
1

9
, µ2(z(t)) =

x2
1

9
.

Система лiнiйних матричних нерiвностей (5.5) сумiсна при

P2 =

(
0.1

)
. Виберемо матрицi P1 =

(
1

)
, P3 =

(
1

)
i визначимо верхню оцiнку для величини ε: ε∗ < 0.1. Так як

A1(α1, γ1) = −1.6, A2(α2, γ2) = −0.7, B1(α1, β1, γ1, δ1, ε) = |1 − 2ε| + δ,

B2(α2, β2, γ2, δ2, ε) = |1− 6.5ε|+ δ, C1(β1, δ1) = C2(β2, δ2) = −2 + 20ε+ 2δ i

спiввiдношення (5.13), (5.14), для i = 1, 2 справедливi при ε ∈ (0, 0.038],

то нульовий стан рiвноваги системи (5.20) асимптотично стiйкий для всiх

p з P i всiх ε ∈ (0, 0.038], згiдно Теореми 5.2.

На Рис. 5.3 представленi графiки, якi iлюструють поведiнку розв’язкiв

системи (5.20) при p = 0.09, ε = 0.03, x0 = (2, 3)T .
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а) б)

Рис. 5.3 – Поведiнка змiнних. Приклад 5.2

5.3 Спосiб побудови керування

Вiдносно систем (5.2) зробимо наступне припущення.

Припущення 5.4. Системи рiвнянь (5.2) такi, що:

(1) iснує значення параметра p∗ ∈ P ⊆ Rl таке, що серед матриць

Ai
22(0, 0, p

∗), i = 1, r, хоча б одна нестiйка;

(2) iснують такi додатнi числа αi, βi, γi, δi < +∞, i = 1, r, що вико-

нуються оцiнки

‖Ai
11(x, y, p)− Ai

11(0, 0, p
∗)‖ ≤ αi, ‖Ai

12(x, y, p)− Ai
12(0, 0, p

∗)‖ ≤ βi,

‖Ai
21(x, y, p)− Ai

21(0, 0, p
∗)‖ ≤ γi, ‖Ai

22(x, y, p)− Ai
22(0, 0, p

∗)‖ ≤ δi,

для всiх i = 1, r, x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ⊆ Rl.

Введемо в системи (5.2) керування u ∈ Rk таким чином, що набiр не-

чiтких предикатних правил, для опису початкової нечiткої моделi, має на-
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ступний вигляд:

Ri : якщо z1(t) ∈Mi1 i . . . i zs(t) ∈Mis

то


ẋ = Ai

11(x̃i, ỹi, p)x+ Ai
12(x̃i, ỹi, p)y +Bi

1(p)u,

εẏ = Ai
21(˜̃xi, ˜̃yi, p)x+ Ai

22(˜̃xi, ˜̃yi, p)y +Bi
2(p)u,

i = 1, r,

(5.21)

де Bi
1(p) ∈ Rn×k, Bi

2(p) ∈ Rm×k, i = 1, r, мають елементи, якi неперервно

залежать вiд векторного параметра p.

Пiсля приведення нечiткої моделi до чiткостi центроїдним методом,

отримаємо систему диференцiальних рiвнянь, яка описує повну динамiку

початкової нечiткої моделi при керуваннi u:
ẋ =

r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

11(x̃, ỹ, p)x+ Ai
12(x̃, ỹ, p)y +Bi

1(p)u
]
,

εẏ =
r∑
i=1

µi(z(t))
[
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p)x+ Ai
22(˜̃x, ˜̃y, p)y +Bi

2(p)u
]
,

(5.22)

де z(t) = (z1(t), . . . , zs(t))
T , µi(z(t)) =

ωi(z(t))
r∑
i=1

ωi(z(t))
, ωi(z(t)) =

s∏
g=1

M ig(zg(t)).

Очевидно, що
r∑
i=1

µi(z(t)) = 1 i µi(z(t)) ≥ 0, i = 1, r.

Нехай для опису керування використано набiр нечiтких предикатних

правил
Ri : якщо z1(t) ∈Mi1 i . . . i zs(t) ∈Mis

то u = K i
1x+K i

2y, i = 1, r,
(5.23)

де K i
1 ∈ Rk×n, K i

2 ∈ Rk×m – деякi сталi матрицi. Тодi система (5.22) iз
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урахуванням (5.23) буде мати вигляд



ẋ =
r∑

i,j=1
µi(z(t))µj(z(t))

[(
Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1

)
x+

+
(
Ai

12(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
2

)
y

]
,

εẏ =
r∑

i,j=1
µi(z(t))µj(z(t))

[(
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
1

)
x+

+
(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
2

)
y
]
.

(5.24)

Вважаємо, що для системи диференцiальних рiвнянь (5.24) справедлива

теорема про iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi.

Розглянемо системи лiнiйних матричних нерiвностей

(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)K i

1

)T
P1 +P1

(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)K i

1

)
< 0, i = 1, r,

(5.25)(
Ai

22(0, 0, p
∗) +Bi

2(p
∗)K i

2

)T
P2 +P2

(
Ai

22(0, 0, p
∗) +Bi

2(p
∗)K i

2

)
< 0, i = 1, r,

(5.26)

де P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rm×m – симетричнi додатно визначенi матрицi,

Dij(α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, δ1, . . . , δr, p) =

=

 Lij(α1, . . . , αr, p) Mij(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)

Mij(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p) Nij(δ1, . . . , δr, p)

 ,

Lij =
1

2
λmax

[(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)Kj

1

)T
P1 +P1

(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)Kj

1

)
+

+
(
Aj

11(0, 0, p
∗) +Bj

1(p∗)K i
1

)T
P1 + P1

(
Aj

11(0, 0, p
∗) +Bj

1(p∗)K i
1

)]
+

+‖P1‖αi+‖P1‖‖Kj
1‖‖Bi

1(p)−Bi
1(p
∗)‖+‖P1‖αj+‖P1‖‖K i

1‖‖B
j
1(p)−Bj

1(p∗)‖,
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Nij =
1

2
λmax

[(
Ai

22(0, 0, p
∗) +Bi

2(p
∗)Kj

2

)T
P2 +P2

(
Ai

22(0, 0, p
∗) +Bi

2(p
∗)Kj

2

)
+

+
(
Aj

22(0, 0, p
∗) +Bj

2(p∗)K i
2

)T
P2 + P2

(
Aj

22(0, 0, p
∗) +Bj

2(p∗)K i
2

)]
+

+‖P2‖δi+‖P2‖‖Kj
2‖‖Bi

2(p)−Bi
2(p
∗)‖+‖P2‖δj +‖P2‖‖K i

2‖‖B
j
2(p)−Bj

2(p∗)‖,

Mij =
1

2

[∥∥∥P1A
i
12(0, 0, p

∗) + P1B
i
1(p
∗)Kj

2+

+
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P2 +

(
Kj

1

)T(
Bi

2(p
∗)
)T
P2+

+P1A
j
12(0, 0, p

∗) + P1B
j
1(p∗)K i

2 +
(
Aj

21(0, 0, p
∗)
)T
P2 +

(
K i

1

)T(
Bj

2(p∗)
)T
P2

∥∥∥+

+‖P1‖βi+‖P1‖‖Kj
2‖‖Bi

1(p)−Bi
1(p
∗)‖+‖P1‖βj+‖P1‖‖K i

2‖‖B
j
1(p)−Bj

1(p∗)‖+

+‖P2‖γi+‖P2‖‖Kj
1‖‖Bi

2(p)−Bi
2(p
∗)‖+‖P2‖γj +‖P2‖‖K i

1‖‖B
j
2(p)−Bj

2(p∗)

]
.

Сформулюємо i доведемо теорему, яка визначає достатнi умови асим-

птотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги системи (5.24) вiдносно пев-

ної областi у просторi параметрiв.

Теорема 5.3. Нехай функцiї fi(x, y, p), gi(x, y, p), i = 1, r, задовольня-

ють умову Припущення 5.1, для систем (5.2), з яких утворена система

(5.24), виконуються умови Припущення 5.4, iснують такi матрицi K i
1,

K i
2, i = 1, r, що системи лiнiйних матричних нерiвностей (5.25), (5.26)

сумiснi, вiдповiдно, на множинi симетричних додатно визначених ма-

триць P1 i P2, для всiх значень параметра p ∈ P ⊆ Rl i для величин αi,

βi, γi, δi, i = 1, r, виконуються спiввiдношення

λmax

(
L(α1, . . . , αr, p)

)
< 0, (5.27)

λmax

(
L(α1, . . . , αr, p)

)
· λmax

(
N(δ1, . . . , δr, p)

)
−
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−max
{
λ2

min

(
M(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)

)
,

λ2
max

(
M(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)

)}
> 0. (5.28)

Тодi стан рiвноваги x = 0, y = 0 системи (5.24) асимптотично стiйкий

вiдносно областi P для всiх ε ∈ (0, 1].

Доведення. Виберемо довiльне значення параметра p з областi P i роз-

глянемо систему (5.24) при цьому значеннi параметра. Побудуємо скалярну

функцiю

V (x, y, ε) = xTP1x+ εyTP2y, (5.29)

використовуючи симетричнi додатно визначенi матрицi P1 i P2, якi є

розв’язками систем лiнiйних матричних нерiвностей (5.25) i (5.26), вiдпо-

вiдно. Згiдно припущення теореми, такi матрицi iснують. Очевидно, що ця

функцiя додатно визначена за Ляпуновим для всiх ε ∈ (0, 1]. Знайдемо її

похiдну по часу в силу системи (5.24).

V̇ (x, y, ε)
∣∣∣
(5.24)

= ẋTP1x+ xTP1ẋ+ εẏTP2y + εyTP2ẏ =

=

(
r∑

i,j=1

µi(z(t))µj(z(t))

[(
Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1

)
x+

+
(
Ai

12(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
2

)
y

])T

P1x+

+xTP1

(
r∑

i,j=1

µi(z(t))µj(z(t))

[(
Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1

)
x+

+
(
Ai

12(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
2

)
y

])
+

+

(
r∑

i,j=1

µi(z(t))µj(z(t))

[(
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
1

)
x+



205

+
(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
2

)
y

])T

P2y+

+yTP2

(
r∑

i,j=1

µi(z(t))µj(z(t))

[(
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
1

)
x+

+
(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
2

)
y

])
=

=
r∑

i,j=1

µi(z(t))µj(z(t))

[
xT
[(
Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1

)T
P1+

+P1

(
Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1

)]
x+

+xT
[
P1A

i
12(x̃, ỹ, p)+P1B

i
1(p)K

j
2 +
(
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p)
)T
P2 +

(
Kj

1

)T(
Bi

2(p)
)T
P2

]
y+

+yT
[
P1A

i
12(x̃, ỹ, p)+P1B

i
1(p)K

j
2+
(
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p)
)T
P2+

(
Kj

1

)T(
Bi

2(p)
)T
P2

]T
x+

+yT
[(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
2

)T
P2 + P2

(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
2

)]
y

]
=

=
1

2

r∑
i,j=1

µi(z(t))µj(z(t))

[
xT
[(
Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1

)T
P1+

+P1

(
Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1

)
+

+
(
Aj

11(x̃, ỹ, p) +Bj
1(p)K i

1

)T
P1 + P1

(
Aj

11(x̃, ỹ, p) +Bj
1(p)K i

1

)]
x+

+xT
[
P1A

i
12(x̃, ỹ, p) + P1B

i
1(p)K

j
2 +

(
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p)
)T
P2 +

(
Kj

1

)T(
Bi

2(p)
)T
P2+

+P1A
j
12(x̃, ỹ, p) + P1B

j
1(p)K i

2 +
(
Aj

21(˜̃x, ˜̃y, p)
)T
P2 +

(
K i

1

)T(
Bj

2(p)
)T
P2

]
y+

+yT
[
P1A

i
12(x̃, ỹ, p) + P1B

i
1(p)K

j
2 +

(
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p)
)T
P2 +

(
Kj

1

)T(
Bi

2(p)
)T
P2+

+P1A
j
12(x̃, ỹ, p) + P1B

j
1(p)K i

2 +
(
Aj

21(˜̃x, ˜̃y, p)
)T
P2 +

(
K i

1

)T(
Bj

2(p)
)T
P2

]T
x+
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+yT
[(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
2

)T
P2 + P2

(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
2

)
+

+
(
Aj

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bj
2(p)K i

2

)T
P2 + P2

(
Aj

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bj
2(p)K i

2

)]
y

]
. (5.30)

Враховуючи оцiнки

xT
[(
Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1

)T
P1 + P1

(
Ai

11(x̃, ỹ, p) +Bi
1(p)K

j
1

)
+

+
(
Aj

11(x̃, ỹ, p) +Bj
1(p)K i

1

)T
P1 + P1

(
Aj

11(x̃, ỹ, p) +Bj
1(p)K i

1

)]
x ≤

≤
[
λmax

[(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)Kj

1

)T
P1 + P1

(
Ai

11(0, 0, p
∗) +Bi

1(p
∗)Kj

1

)
+

+
(
Aj

11(0, 0, p
∗) +Bj

1(p∗)K i
1

)T
P1 + P1

(
Aj

11(0, 0, p
∗) +Bj

1(p∗)K i
1

)]
+

+2‖P1‖‖Ai
11(x̃, ỹ, p)− Ai

11(0, 0, p
∗)‖+ 2‖P1‖‖Kj

1‖‖Bi
1(p)−Bi

1(p
∗)‖+

+2‖P1‖‖Aj
11(x̃, ỹ, p)− A

j
11(0, 0, p

∗)‖+ 2‖P1‖‖K i
1‖‖B

j
1(p)−Bj

1(p∗)‖
]
‖x‖2,

yT
[(
Ai

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bi
2(p)K

j
2

)T
P2 + P2

(
Ai

22(x, y, p) +Bi
2(p)K

j
2

)
+

+
(
Aj

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bj
2(p)K i

2

)T
P2 + P2

(
Aj

22(˜̃x, ˜̃y, p) +Bj
2(p)K i

2

)]
y ≤

≤
[
λmax

[(
Ai

22(0, 0, p
∗) +Bi

2(p
∗)Kj

2

)T
P2 + P2

(
Ai

22(0, 0, p
∗) +Bi

2(p
∗)Kj

2

)
+

+
(
Aj

22(0, 0, p
∗) +Bj

2(p∗)K i
2

)T
P2 + P2

(
Aj

22(0, 0, p
∗) +Bj

2(p∗)K i
2

)]
+

+2‖P2‖‖Ai
22(˜̃x, ˜̃y, p)− Ai

22(0, 0, p
∗)‖+ 2‖P2‖‖Kj

2‖‖Bi
2(p)−Bi

2(p
∗)‖+

+2‖P2‖‖Aj
22(˜̃x, ˜̃y, p)− Aj

22(0, 0, p
∗)‖+ 2‖P2‖‖K i

2‖‖B
j
2(p)−Bj

2(p∗)‖
]
‖y‖2,

xT
[
P1A

i
12(x̃, ỹ, p) + P1B

i
1(p)K

j
2 +

(
Ai

21(˜̃x, ˜̃y, p)
)T
P2 +

(
Kj

1

)T(
Bi

2(p)
)T
P2+
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+P1A
j
12(x̃, ỹ, p) + P1B

j
1(p)K i

2 +
(
Aj

21(˜̃x, ˜̃y, p)
)T
P2 +

(
K i

1

)T(
Bj

2(p)
)T
P2

]
y ≤

≤
[∥∥∥P1A

i
12(0, 0, p

∗)+P1B
i
1(p
∗)Kj

2 +
(
Ai

21(0, 0, p
∗)
)T
P2+

(
Kj

1

)T(
Bi

2(p
∗)
)T
P2+

+P1A
j
12(0, 0, p

∗) + P1B
j
1(p∗)K i

2 +
(
Aj

21(0, 0, p
∗)
)T
P2 +

(
K i

1

)T(
Bj

2(p∗)
)T
P2

∥∥∥+

+‖P1‖‖Ai
12(x̃, ỹ, p)− Ai

12(0, 0, p
∗)‖+ ‖P1‖‖Kj

2‖‖Bi
1(p)−Bi

1(p
∗)‖+

+‖P1‖‖Aj
12(x̃, ỹ, p)− A

j
12(0, 0, p

∗)‖+ ‖P1‖‖K i
2‖‖B

j
1(p)−Bj

1(p∗)‖+

+‖P2‖‖Ai
21(˜̃x, ˜̃y, p)− Ai

21(0, 0, p
∗)‖+ ‖P2‖‖Kj

1‖‖Bi
2(p)−Bi

2(p
∗)‖+

+‖P2‖‖Aj
21(˜̃x, ˜̃y, p)− Aj

21(0, 0, p
∗)‖+ ‖P2‖‖K i

1‖‖B
j
2(p)−Bj

2(p∗)

]
‖x‖‖y‖,

з (5.30) отримаємо:

V̇ (x, y, ε)
∣∣∣
(5.24)

≤

≤
r∑

i,j=1

µi(z(t))µj(z(t))uTDij(α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, δ1, . . . , δr, p)u,

(5.31)

де u = (‖x‖, ‖y‖)T . Оцiнку (5.31) можемо переписати наступним чином:

V̇ (x, y, ε)
∣∣∣
(5.24)

≤

≤ uT D̃(α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, δ1, . . . , δr, p, µ)u, (5.32)

де

D̃(α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, δ1, . . . , δr, p, µ) =

=

 µTL(α1, . . . , αr, p)µ µTM(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)µ

µTM(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)µ µTN(δ1, . . . , δr, p)µ

 ,

(5.33)
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L(α1, . . . , αr, p) =
(
Lij
)r
i,j=1

, M(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p) =
(
Mij

)r
i,j=1

,

N(δ1, . . . , δr, p) =
(
Nij

)r
i,j=1

– симетричнi матрицi розмiрностi r × r,

µT = (µ1(z(t)), . . . , µr(z(t))).

Для елементiв матрицi (5.33) справедливi наступнi оцiнки:

λmin

(
L(α1, . . . , αr, p)

)
‖µ‖2 ≤ µT

(
L(α1, . . . , αr, p)

)
µ ≤

≤ λmax

(
L(α1, . . . , αr, p)

)
‖µ‖2,

λmin

(
M(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)

)
‖µ‖2 ≤

≤ µT
(
M(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)

)
µ ≤

≤ λmax

(
M(β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr, p)

)
‖µ‖2,

λmin

(
N(δ1, . . . , δr, p)

)
‖µ‖2 ≤ µT

(
N(δ1, . . . , δr, p)

)
µ ≤

≤ λmax

(
N(δ1, . . . , δr, p)

)
‖µ‖2.

Очевидно, що при виконаннi нерiвностей (5.27), (5.28), матриця (5.33) вiд’-

ємно визначена для вибраного значення p i для всiх значень µ ∈ Rr. Це

означає, в силу (5.32), що похiдна по часу скалярної функцiї (5.29) в си-

лу системи (5.24) вiд’ємна для вибраного p, всiх значень змiнних x ∈ Rn,

y ∈ Rm, окрiм нульових, всiх µ ∈ Rr i всiх ε ∈ (0, 1]. Отже, функцiя (5.29)

є функцiєю Ляпунова, яка дозволяє в силу теореми Ляпунова про асим-

птотичну стiйкiсть (див. [3]) встановити асимптотичну стiйкiсть нульового

стану рiвноваги системи (5.24). Так як p довiльна точка з областi P , то

вказаний тип стiйкостi має мiсце для всiх значень параметра p з областi P .

Теорему доведено.

Приклад 5.3. В якостi прикладу застосування запропонованої методи-

ки, розглянемо стабiлiзацiю нульового стану рiвноваги нечiткої моделi, для
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опису якої використаний набiр нечiтких предикатних правил:

якщо x1 ∈M1,

то


ẋ = f1(x, y, p),

εẏ = g1(x, y, p),

якщо x1 ∈M2,

то


ẋ = f2(x, y, p),

εẏ = g2(x, y, p),

(5.34)

де xT = (x1, x2) ∈ [−3, 3]× R, y ∈ R1, p ∈ R1,

f1(x, y, p) =

 0.05 sinx1 + 0.95x1 + 2y

x2 + (1.5 + 0.75p)y

 ,

f2(x, y, p) =

 −3.1x1 − 0.9y − 0.1 ln(y +
√
y2 + 1)

(−4.3 + 0.1 sin2 p)x2

 ,

g1(x, y, p) = −x1 + (2 + 0.1 sin p)x2 − (1.1 + 0.1 cos2 p)y,

g2(x, y, p) = (0.1e−p
2 − 2.1)x1 + 0.5x2 + 1.9y + 0.1 arctan y,

M1 та M2 нечiткi множини, що визначаються функцiями приналежностi

M 1(x1) = 1− |x1|
3

та M 2(x1) =
|x1|
3

, вiдповiдно. Нехай p∗ = 0. Тодi

A1
11(0, 0, p

∗) =

 1 0

0 1

 , A1
12(0, 0, p

∗) =

 2

1.5

 ,

A1
21(0, 0, p

∗) =

(
−1 2

)
, A1

22(0, 0, p
∗) =

(
−1.2

)
,

A2
11(0, 0, p

∗) =

 −3.1 0

0 −4.3

 , A2
12(0, 0, p

∗) =

 −1

0

 ,
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A2
21(0, 0, p

∗) =

(
−2 0.5

)
, A2

22(0, 0, p
∗) =

(
1

)
,

причому матриця A2
22(0, 0, p

∗) нестiйка. Легко бачити, що для нечiткої мо-

делi (5.34) виконуються всi умови Припущення 5.1 i Припущення 5.2, якщо

α1 = α2 = β1 = β2 = γ1 = γ2 = δ1 = δ2 = 0.1, P = {p ∈ R | |p| ≤ 0.12}.

Введемо керування u ∈ R2 за допомогою матриць

B1
1(p) =

 1 + p 0

0 1

 , B1
2(p) = (1 − 0.3 + p5),

B2
1(p) =

 0.3 cos p −0.1

−0.3 −0.6

 , B2
2(p) = (−0.5(1 + p)3 1.9),

так що нечiтка модель (5.34) матиме вигляд

якщо x1 ∈M1,

то


ẋ = f1(x, y, p) +B1

1(p)u,

εẏ = g1(x, y, p) +B1
2(p)u,

якщо x1 ∈M2,

то


ẋ = f2(x, y, p) +B2

1(p)u,

εẏ = g2(x, y, p) +B2
2(p)u.

(5.35)

Керування визначається наступним чином:

якщо x1 ∈M1,

то u = K1
1x+K1

2y,

якщо x1 ∈M2,

то u = K2
1x+K2

2y,
(5.36)

де

K1
1 =

 −4 1

−1 −4

 , K1
2 =

 −2

−1.2

 ,
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K2
1 =

 −2.7 1

1 0.4

 , K2
2 =

 0.7

−1.9

 .

Розв’язавши системи лiнiйних матричних нерiвностей (5.25), (5.26), ви-

значимо матрицi

P1 =

 0.5 0

0 0.5

 , P2 =

(
0.1

)

i переконаємось, що спiввiдношення (5.27), (5.28) справедливi вiдносно

областi P = {p ∈ R | |p| ≤ 0.12}, якщо α1 = α2 = β1 = β2 = γ1 = γ2 = δ1 =

= δ2 = 0.1. Тобто, згiдно Теореми 5.3, нульовий стан рiвноваги системи, яка

описує повну динамiку нечiткої моделi (5.35) при керуваннi (5.36), асимпто-

тично стiйкий для всiх значень параметра p з областi P i всiх ε ∈ (0, 1].

Поведiнка розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь, яка отримана

пiсля приведення до чiткостi нечiткої моделi (5.35) при керуваннi (5.36),

для значень параметрiв p = 0.1, ε = 0.06 та початкових значеннях змiнних

x0 = (2, −3)T , y0 = 3, зображена на Рис. 5.4.

а) б) в)

Рис. 5.4 – Поведiнка змiнних при керуваннi. Приклад 5.3

Поведiнка розв’язкiв цiєї ж системи диференцiальних рiвнянь при тих

же значеннях параметрiв i початкових значеннях змiнних, але без керува-

ння, зображено на Рис. 5.5.
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а) б) в)

Рис. 5.5 – Поведiнка змiнних без керування. Приклад 5.3

5.4 Результати та висновки

В роздiлi 5 розглянуто застосування прямого методу Ляпунова до дослi-

дження стiйкостi неточних систем типу Такагi–Сугено з нелiнiйними ло-

кальними системами, якi мають вигляд рiзнотемпових систем диференцi-

альних рiвнянь, а також побудову керування для стабiлiзацiї таких систем.

У випадку, коли лiнiйнi наближення пiдсистем всiх локальних систем

стiйкi при певному значеннi параметра, запропоновано спосiб побудови ска-

лярної функцiї Ляпунова в явному виглядi, компоненти якої будуються згi-

дно стiйких наближень. Використовуючи побудовану функцiю, отримано

достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги нечiткої

моделi типу Такагi–Сугено, область такої стiйкостi у просторi параметрiв

моделi та iнтервал змiни параметра при старших похiдних в рiвняннях ло-

кальних систем.

Якщо деякi лiнiйнi наближення пiдсистем локальних систем при пев-

ному значеннi параметра нестiйкi, то запропоновано спосiб побудови ма-

тричнозначної функцiї Ляпунова, використовуючи яку отримано достатнi

умови асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги нечiткої моделi

типу Такагi–Сугено, область такої стiйкостi у просторi параметрiв моделi

та iнтервал змiни параметра при старших похiдних в рiвняннях локальних

систем.
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У випадку, коли застосувати результати пiдроздiлiв 5.1, 5.2 для побудо-

ви функцiї Ляпунова не вдається, запропоновано керування, яке забезпе-

чує асимптотичну стiйкiсть нульового стану рiвноваги нечiткої моделi типу

Такагi–Сугено вiдносно певної областi у просторi параметрiв моделi та для

всiх значень параметра при старших похiдних в рiвняннях локальних си-

стем з iнтервалу (0, 1].

Зауважимо, що важливим результатом є те, що встановленi у всiх пiд-

роздiлах достатнi умови стiйкостi стану рiвноваги нечiткої моделi типу

Такагi–Сугено з параметричними неточностями не залежать вiд вибору

функцiй приналежностi нечiтких множин. Також вiдмiтимо, що запропо-

нованi пiдходи не потребують роздiлення рухiв на “швидкi” та “повiльнi”.

Це, виходячи iз загальностi вигляду нелiнiйних функцiй в локальних си-

стемах, становило б значнi труднощi.

Основнi результати цього роздiлу викладено в роботах [83,86,136].



Роздiл 6

АНАЛIЗ ДИНАМIЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК НЕТОЧНИХ

РIЗНОТЕМПОВИХ МЕХАНIЧНИХ СИСТЕМ

Даний роздiл присвячено застосуванню отриманих теоретичних результа-

тiв до дослiдження механiчних систем, математичнi моделi яких можуть

бути зведенi до вигляду рiзнотемпових систем диференцiальних рiвнянь.

Розглядається клас робототехнiчних систем, що вiдносяться до т.зв. “ма-

лоприводних” механiчних систем (ММС) (див. [145]). ММС характеризую-

ться тим, що кiлькiсть входiв керування в таких системах менша числа

степенiв свободи, тобто є недостатньою для реалiзацiї звичайних режи-

мiв роботи робота. Однак, з iншої сторони, такi системи мають цiлий ряд

суттєвих переваг у порiвняннi зi звичайними, зокрема кращi енергетичнi,

масово-габаритнi та вартiснi показники. Застосовується метод побудови ке-

рування англ. Dynamic Surface Control (DSC) (див. [175,179]), однiєю з осо-

бливостей якого є те, що керування, яке побудовано за його допомогою,

забезпечує збiжнiсть траєкторiй дослiджуваної системи диференцiальних

рiвнянь не до рiвноважних значень змiнних, а до деяких наперед заданих

траєкторiй, збiжнiсть яких до рiвноважних значень змiнних постулюється.

Також особливiстю даного методу є застосування фiльтрiв, за допомогою

яких операцiя диференцiювання замiнюється визначенням приросту ди-

ференцiйованої величини за фiксований промiжок часу (часова константа

фiльтру). Це дозволяє уникнути збiльшення складностi елементiв систе-

ми диференцiальних рiвнянь, в тому числi i закону керування. Крiм того,
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оскiльки часовi константи фiльтрiв можуть бути обраними фiксованими

але як завгодно малими додатними величинами, то початкова система ди-

ференцiальних рiвнянь природнiм чином може бути представлена у виглядi

рiзнотемпової, до якої можливо застосувати отриманi теоретичнi результа-

ти по побудовi функцiй Ляпунова i по встановленню за їх допомогою умов

потрiбних динамiчних характеристик стацiонарних режимiв роботи робо-

та. Таким чином, з вищезазначеного слiдує, що розвиток теорiї ММС є, без

сумнiву, актуальною задачею сучасної теоретичної механiки, а розв’язання

конкретних задач в рамках цiєї теорiї має важливе прикладне значення.

В пiдроздiлi 6.1 розглядається задача побудови керування неточни-

ми “малоприводними” механiчними системами. Застосовуючи перетворе-

ння змiнних, математична модель вказаної механiчної системи зводиться

до каскадного вигляду. Застосовуючи метод побудови керування DSC, ви-

значається в явному виглядi керування актуатором. Система диференцi-

альних рiвнянь, до якої зводиться початкова математична модель i з пев-

ного виду стiйкостi стану рiвноваги якої слiдує аналогiчний тип стiйкостi

стацiонарного режиму цiєї моделi при запропонованому керуваннi, має ви-

гляд рiзнотемпової. Доведення факту стiйкостi проводиться методом фун-

кцiй Ляпунова. Це дозволяє, зокрема, отримати оцiнки областi робастностi

побудованого керування, а також встановити обмеження на величину па-

раметра, що визначає вiдношення швидкостей швидких та повiльних рухiв

i входить явним чином до закону керування.

У пунктi 6.1.1 розглядається глобальна стабiлiзацiя верхнього положен-

ня рiвноваги маятника обертанням маховика (див. [178]). Отримано явний

вигляд керування обертанням маховика, яке вирiшує поставлену задачу, а

також область робастностi такого керування в просторi параметрiв моделi.

У пунктi 6.1.2 розглядається глобальна стабiлiзацiя стацiонарного ре-

жиму моделi, що має схожу математичну природу iз моделлю супутника iз



216

подвiйним обертанням (див. [193]) i також може застосовуватися в якостi

моделi механiзму, призначеного для активного гасiння вiбрацiй, яка отри-

мала назву TORA (англ. Translational Oscillator with Rotational Actuator).

Запропоновано керування актуатором, яке забезпечує глобальну асимпто-

тичну стiйкiсть потрiбного стацiонарного режиму та його робастнiсть вiд-

носно певної областi у просторi параметрiв моделi.

У пунктi 6.1.3 розглядається стабiлiзацiя стану рiвноваги одноланково-

го манiпулятора iз пружним зчленуванням. Жорсткiсть торсiонної пружи-

ни, яка моделює пружнiсть трансмiсiї, вважається нелiнiйно залежною вiд

змiщення, що вiдрiзняється вiд звичної “лiнiйної” постановки такої задачi

(див. [112]). Крiм того розглядається навнiсть демпфування при обертан-

нi ланки манiпулятора та валу електродвигуна. Отримано явний вигляд

керування обертанням електродвигуна, яке вирiшує поставлену задачу, а

також область робастностi такого керування в просторi параметрiв моделi.

У пiдроздiлi 6.2 розглядається керування кутовою швидкiстю обертан-

ня двигуна постiйного струму послiдовного збурення (див. [151]). Запропо-

новано закон змiни напруги, що пiдводиться до двигуна, який забезпечує

асимптотичне прямування кутової швидкостi його обертання до бажаної

незалежно вiд початкових значень змiнних. Показана робастнiсть такого

керування та запропоновано спосiб оцiнки областi робастностi у просторi

параметрiв моделi.

6.1 Способи побудови керування та дослiдження глобальної

стiйкостi малоприводних механiчних систем

6.1.1 Маятник з маховиком

Розглянемо одноланковий маятник, який може обертатися у вертикальнiй

площинi. Вiсь його обертання розташована горизонтально i закрiплена на

нерухомiй основi. Вiльний кiнець маятника мiстить симетричний вiдносно
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центра маховик, з вiссю обертання яка паралельна вiсi обертання маятни-

ка i навколо якої маховик може повертатися в ту чи iншу сторону. Махо-

вик приводиться до руху електродвигуном постiйного струму, статор якого

жорстко зкрiплений з маятником, а вiсь ротора жорстко зкрiплена з вiссю

маховика. На Рис. 6.1 зображена схема маятника з маховиком, де O – точка

пiдвiсу маятника, C – центр маховика, q1 – кут повороту маятника вiдно-

сно вертикалi, q2 – кут повороту маховика вiдносно маятника. Керування

маятником вiдбувається за допомогою обертання маховика, яке задається

електродвигуном, тому керуючим параметром в системi вважаємо момент

електромагнiтних сил, якi прикладенi до ротора зi сторони статора. Задача

керування полягає у стабiлiзацiї маятника в його верхньому станi рiвнова-

ги, в той час як маховик зупинить своє обертання.

Рис. 6.1 – Маятник з маховиком

Введемо позначення: MM – маса маховика, m – маса маятника, MR –

маса електродвигуна, Jm, JM i JR – моменти iнерцiї маятника, маховика i

ротора двигуна, вiдповiдно, вiдносно їх осей обертання, L – довжина ма-

ятника, l – вiдстань вiд шарнiру O до центру мас маятника, ∆ – момент

електромагнiтних сил, якi прикладенi до ротора електродвигуна зi сторо-

ни статора. Вважаємо, що момент сил опору в шарнiрi малий i їм можливо

знехтувати. Тодi, використовуючи метод Лагранжа, рiвняння руху системи
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“маятник-маховик” отримаємо (див. [73, 165]) у виглядi

 J1 J2

J2 J2


 q̈1

q̈2

+

 −ω sin(q1)

0

 =

 0

∆

 , (6.1)

де J1 = Jm + (MM +MR)L2 + JM + JR, J2 = JM + JR,

ω = (ml + (MM +MR)L)g, g – прискорення вiльного падiння.

Вважаємо, що деякi чи, можливо, всi параметри моделi заданi неточно,

тобто числовi величини, вiд яких залежать коефiцiєнти системи диференцi-

альних рiвнянь (6.1), неперервно залежать вiд чисельного векторного пара-

метра, що належить деякiй замкненiй множинi. В такому випадку, систему

диференцiальних рiвнянь (6.1) будемо розглядати у виглядi

 J1(p) J2(p)

J2(p) J2(p)


 q̈1

q̈2

+

 −ω(p) sin(q1)

0

 =

 0

∆

 , (6.2)

де p ∈ P ⊆ Rn, n ∈ N. Вважаємо, що область P мiстить тiльки допустимi

значення параметрiв. Допустимими вважаємо тi значення параметрiв, при

яких не виникає протирiч iз фiзичною природою величин, що входять до

складу моделi, тобто з невiд’ємнiстю мас, довжин, осьових моментiв iнерцiї,

тощо.

Ввiвши безрозмiрнi змiннi τ = t

√
ω(p)

J2(p)
, ν =

∆

ω(p)
, отримаємо безроз-

мiрну систему диференцiальних рiвнянь, яка еквiвалентна системi дифе-

ренцiальних рiвнянь (6.2):


J1(p)

J2(p)
q̈1 + q̈2 − sin(q1) = 0,

q̈1 + q̈2 = ν,

(6.3)
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де диференцiювання ведеться по безрозмiрному часу τ . Нехай (див. [177])

ν = αu+ β, де α = 1− J2(p)

J1(p)
, β =

J2(p)

J1(p)
sin(q1), тодi замiною змiнних



η1 =
J1(p)

J2(p)
q̇1 + q̇2,

η2 = q1,

η3 = q̇2

(6.4)

система диференцiальних рiвнянь (6.3) приводиться до “каскадного” вигля-

ду 

η̇1 = sin(η2),

η̇2 =
J2(p)

J1(p)
(η1 − η3) ,

η̇3 = u.

(6.5)

З глобальної асимптотичної стiйкостi стану рiвноваги системи диференцi-

альних рiвнянь (6.5) при керуваннi u, слiдує аналогiчна властивiсть систе-

ми диференцiальних рiвнянь (6.2) при керуваннi ∆.

Для побудови керування, яке забезпечить глобальну асимптотичну стiй-

кiсть нульового стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.5),

використаємо технiку, запропоновану в [179], т.зв. Dynamic Surface Control.

Розглянемо перше рiвняння з (6.5). Нехай змiнна η2 змiнюється по закону

η̃2 = − arctan(η1). Тодi нульовiй стан рiвноваги диференцiального рiвняння

η̇1 = sin(η̃2) (6.6)

глобально асимптотично стiйкий. Цей факт легко встановити, розглянув-

ши допомiжну функцiю V (η1) =
1

2
η2

1 та її похiдну по часу в силу (6.6)

V̇ (η1)
∣∣∣
(6.6)

= η1 sin(η̃2), якi задовольняють усiм умовам теореми 12.1 (див.
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[3]) про глобальну асимптотичну стiйкiсть. Очевидно, що якщо змiнна η2

асимптотично прямує до η̃2, то змiнна η1, яка задається (6.5), асимптотично

прямує до нуля незалежно вiд свого початкового значення.

Позначимо величину S1 наступним чином:

S1 = η2 − η̄2, (6.7)

де η̄2 – результат застосування фiльтру до η̃2, тобто

τ ˙̄η2 + η̄2 = η̃2, η̄2(0) = η̃2(0), (6.8)

де τ2 – довiльна як завгодно мала додатна константа. Диференцiюючи (6.7)

по часу отримаємо, враховуючи (6.5), що

Ṡ1 = η̇2 − ˙̄η2 =
J2(p)

J1(p)
(η1 − η3)− ˙̄η2,

звiдки слiдує, що якщо змiнна η3 асимптотично прямує до

η̃3 =
J1(p)

J2(p)

(
K1S1 +

J2(p)

J1(p)
η1 − ˙̄η2

)
,

де K1 > 0 деяка константа, то величина S1 асимптотично прямує до нуля

незалежно вiд свого початкового значення.

Дiючи аналогiчно, позначимо величину S2 наступним чином:

S2 = η3 − η̄3, (6.9)

де η̄3 – результат застосування фiльтра до η̃3, тобто

τ3 ˙̄η3 + η̄3 = η̃3, η̄3(0) = η̃3(0), (6.10)

де τ3 – довiльна, як завгодно мала додатна константа. Диференцiюючи (6.9)



221

по часу отримаємо, враховуючи (6.5), що

Ṡ2 = η̇3 − ˙̄η3 = u− ˙̄η3.

Вибравши керування

u = ˙̄η3 −K2S2, (6.11)

де K2 > 0 – деяка константа, забезпечимо асимптотичне прямування до

нуля величини S2 при довiльному її початковому значеннi.

Нехай

z1 = η̄2 − η̃2 (6.12)

i

z2 = η̄3 − η̃3 (6.13)

– похибки фiльтрiв. Тодi з (6.7) слiдує, що

η2 = S1 + η̄2 = S1 + (η̄2 − η̃2) + η̃2 = S1 + z1 + η̃2, (6.14)

а з (6.9) слiдує, що

η3 = S2 + η̄3 = S2 + (η̄3 − η̃3) + η̃3 = S2 + z2 + η̃3 =

= S2 + z2 +
J1(p)

J2(p)

(
K1S1 +

J2(p)

J1(p)
η1 − ˙̄η2

)
. (6.15)

Продовжимо перетворення Ṡ1 та Ṡ2. Для похiдної S1 по часу, iз урахуван-

ням значення η̃3 i спiввiдношення (6.13), отримаємо:

Ṡ1 = η̇2 − ˙̄η2 =
J2(p)

J1(p)
η1 −

J2(p)

J1(p)
η3 − ˙̄η2 =

=
J2(p)

J1(p)
η1 −

J2(p)

J1(p)

(
(η3 − η̄3) + (η̄3 − η̃3) + η̃3

)
− ˙̄η2 =
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= −K1S1 −
J2(p)

J1(p)
S2 −

J2(p)

J1(p)
z2, (6.16)

а для похiдної S2 по часу, iз урахуванням вибраного керування у виглядi

(6.11), справедливо:

Ṡ2 = −K2S2. (6.17)

Саме ж керування, iз урахуванням (6.10) та (6.13), представимо в насту-

пному виглядi:

u = ˙̄η3 −K2S2 =
η̃3 − η̄3

τ3
−K2S2 = −z2

τ3
−K2S2. (6.18)

Визначимо похiднi по часу похибок фiльтрiв. Приймаючи до уваги зна-

чення η̃2 та спiввiдношення (6.8) i (6.14), диференцiювання (6.12) по часу

дає наступне значення для ż1:

ż1 = ˙̄η2 − ˙̃η2 =
η̃2 − η̄2

τ2
− ˙̃η2 = −z1

τ2
+

sin(S1 + z1 − arctan(η1))

1 + (η1)2
. (6.19)

Враховуючи значення η̃3 i використовуючи спiввiдношення (6.8), (6.10),

(6.12), (6.14), (6.16), (6.19), рiвняння, що визначає поведiнку ż2, отрима-

ємо диференцiюючи рiвнiсть (6.13) по часу в силу (6.5):

ż2 = ˙̄η3 − ˙̃η3 = −z2

τ3
− J1(p)

J2(p)

(
K1Ṡ1 +

J2(p)

J1(p)
η̇1 − ¨̄η2

)
=

= −z2

τ3
− J1(p)

J2(p)

[
K1

(
−K1S1 −

J2(p)

J1(p)
S2 −

J2(p)

J1(p)
z2

)
+

+
J2(p)

J1(p)
sin
(
S1 + z1 − arctan(η1)

)
+

d

dτ

(z1

τ2

)]
=

= −z2

τ3
− sin

(
S1 + z1 − arctan(η1)

)
+
J1(p)

J2(p)
K2

1S1 +K1S2 +K1z2+
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+
J1(p)

J2(p)

z1

τ 2
2

− J1(p)

J2(p)τ2

sin(S1 + z1 − arctan(η1))

1 + (η1)2
. (6.20)

Таким чином, динамiка вiдхилення траєкторiй системи диференцiаль-

них рiвнянь (6.5) при керуваннi (6.11) вiд траєкторiй цiєї системи, якi асим-

птотично прямують до нульового стану рiвноваги, описується диференцi-

альними рiвняннями (6.6), (6.16), (6.17), (6.19), (6.20), якi утворюють си-

стему 

η̇1 = sin(S1 + z1 − arctan(η1)),

Ṡ1 = −K1S1 −
J2(p)

J1(p)
S2 −

J2(p)

J1(p)
z2,

Ṡ2 = −K2S2,

ż1 = −z1

τ2
+ F1(η1, S1, z1),

ż2 = −z1

τ3
+ F2(η1, S1, S2, z1, z2),

(6.21)

де

F1(η1, S1, z1) =
sin(S1 + z1 − arctan(η1))

1 + (η1)2
,

F2(η1, S1, S2, z1, z2) = − sin
(
S1 + z1 − arctan(η1)

)
+

+
J1(p)

J2(p)
K2

1S1 +K1S2 +K1z2 +
J1(p)

J2(p)

z1

τ 2
2

− J1(p)

J2(p)

1

τ2
F1(η1, S1, z1).

Оскiльки τ2 та τ3 можуть бути довiльними додатними як завгодно мали-

ми величинами, то вважаючи τ2,K1 > 0,K2 > 0 фiксованими константами,

якi можуть бути вибраними “зручними” в контекстi поставленої задачi, а

τ3 = ε – параметром, замiною змiнних

(η1, S1, S2, z1, z2)
T → (x1, x2, x3, x4, y)T = (x, y)T , x = (x1, x2, x3, x4)

T , систе-

ма диференцiальних рiвнянь (6.21) може бути зведена до вигляду рiзно-
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темпової 

ẋ1 = sin(x2 + x4 − arctan(x1)),

ẋ2 = −K1x2 −
J2(p)

J1(p)
x3 −

J2(p)

J1(p)
y,

ẋ3 = −K2x3,

ẋ4 = −x4

τ2
+ F1(x1, x2, x4),

εẏ = −y + εF2(x, y).

(6.22)

Введемо позначення

A(p,K1) =

(
J2(p)

J1(p)

)2

2(K1 −
1

2
)
, B(K1) = 5 +

1

K1 −
1

2

,

C(p,K1, K2, τ2) = K1 + 2

(
1 +

J1(p)

J2(p)τ2

)2

+
K2

1

2(K2 − A(p,K1))
+

+

2

(
J1(p)

J2(p)
+
J1(p)

J2(p)
K2

1 +
J1(p)

J2(p)τ2
+ 1

)2

K1 −
1

2

+

(
1 +

J1(p)

J2(p)τ 2
2

+
J1(p)

J2(p)τ2

)2

2

(
1

τ2
−B(K1)

) .

Сформулюємо i доведемо теорему, яка мiстить основний результат да-

ного пiдроздiлу.

Теорема 6.1. Для всiх значень параметра p з областi P iснують такi

константи керування K1 >
1

2
, K2 > A(p,K1) i такi часовi константи

фiльтрiв 0 < τ2 <
1

B(K1)
, τ3 = ε, 0 < ε <

1

C(p,K1, K2, τ2)
, що керування

обертанням iнерцiального маховика вигляду (6.11) глобально стабiлiзує

верхнiй стан рiвноваги маятника.

Доведення. Очевидно, що глобальна асимптотична стiйкiсть нульово-

го стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.5) при керуваннi

(6.11) слiдує з такого ж типу стiйкостi нульового стану рiвноваги системи
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диференцiальних рiвнянь (6.22). Тому для доведення твердження теоре-

ми достатньо довести iснування для всiх значень параметра p з областi P

констант керування K1 > 0, K2 > 0 i часових константи фiльтрiв τ2 > 0,

τ3 = ε > 0, якi задовольняють вказаним в умовi теореми обмеженням, та-

ких що нульовий стан рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.22)

глобально асимптотично стiйкий.

Виберемо довiльне значення параметра p∗ з областi P i константи ке-

рування K∗1 , K∗2 та часовi константи фiльтрiв τ ∗2 , ε∗, якi задовольняють

вказаним в умовi теореми обмеженням. Розглянемо систему (6.22) при ви-

браних величинах. Побудуємо скалярну функцiю V (x, y) : R4 × R → R,

V (0, 0) = 0, вигляду

V (x, y) =
√

1 + x2
1 − 1 +

1

2
(x2

2 + x2
3 + x2

4 + y2). (6.23)

Ця функцiя, очевидно, додатно визначена за Ляпуновим i нескiнченно ве-

лика. Знайдемо її похiдну по часу в силу системи (6.22).

dV (x, y)

dτ

∣∣∣
(6.22)

=
x1ẋ1√
1 + x2

1

+ x2ẋ2 + x3ẋ3 + x4ẋ4 + yẏ =

=
x1√

1 + x2
1

(
−x1√
1 + x2

1

+ cos
(
x̂2 + x̂4 − arctan(x1)

)
x2+

+ cos
(
x̂2 + x̂4 − arctan(x1)

)
x4

)
+ x2

(
−K∗1x2 −

J2(p
∗)

J1(p∗)
x3 −

J2(p
∗)

J1(p∗)
y

)
+

+x3(−K∗2x3) + x4

(
− x4

τ2
− x1

(1 + x2
1)

3
2

+
x2

1 + x2
1

cos
(
x̂2 + x̂4 − arctan(x1)

)
+

+
x4

1 + x2
1

cos
(
x̂2+x̂4−arctan(x1)

))
+y

(
− y

ε∗
+
J1(p

∗)

J2(p∗)
(K∗1)2x2+K∗1x3+K∗1y+
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+
x1√

1 + x2
1

− cos
(
x̂2 + x̂4 − arctan(x1)

)
x2 − cos

(
x̂2 + x̂4 − arctan(x1)

)
x4+

+
J1(p

∗)

J2(p∗)

x4

(τ ∗2 )2
+

J1(p
∗)

J2(p∗)τ ∗2

x1

(1 + x2
1)

3
2

− J1(p
∗)

J2(p∗)τ ∗2

x2

1 + x2
1

cos
(
x̂2+x̂4−arctan(x1)

)
−

− J1(p
∗)

J2(p∗)τ ∗2

x4

1 + x2
1

cos
(
x̂2 + x̂4 − arctan(x1)

))
. (6.24)

Тут використана формула скiнченних приростiв Лагранжа

sin
(
x2 + x4 − arctan(x1)

)
= sin

(
− arctan(x1)

)
+

+ cos
(
x̂2 + x̂4 − arctan(x1)

)
x2 + cos

(
x̂2 + x̂4 − arctan(x1)

)
x4,

де x2 та x4 – деякi точки з R. Також враховано, що sin
(
− arctan(x1)

)
=

= − x1√
1 + x2

1

.

Скориставшись нерiвнiстю −az2 + bz ≤ −a
2
z2 +

b2

2a
, яка вiрна для всiх

a, b, z ∈ R, a > 0, iз спiввiдношення (6.24) отримаємо оцiнку для похiдної

функцiї (6.23) по часу в силу системи(6.22):

dV (x, y)

dτ

∣∣∣
(6.22)

≤ − x2
1

8(1 + x2
1)
−
K∗1 −

1

2
8

x2
2 −

K∗2 − A(p∗, K∗1)

2
x2

3−

−

1

τ ∗2
−B(K∗1)

2
x2

4 −
(

1

ε∗
− C(p∗, K∗1 , K

∗
2 , τ

∗
2 )

)
y2,

з якої слiдує, шо вказана похiдна вiд’ємна для всiх значень змiнних x ∈ R4,

y ∈ R, окрiм нульових. Функцiя (6.23) задовольняє всiм умовам теоре-

ми 12.1 (див. [3]) i дозволяє встановити глобальну асимптотичну стiйкiсть

нульового стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.22) для ви-

браних значень параметрiв. Оскiльки p∗ довiльне значення параметра з

областi P , то для всiх iнших значень параметра з цiєї областi також iсну-
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ють константи керування i часовi константи фiльтрiв, якi задовольняють

вказаним в умовi теореми обмеженням, такi що нульовий стан рiвноваги

системи диференцiальних рiвнянь (6.22) глобально асимптотично стiйкий.

Теорему доведено.

Доведена теорема для всiх значеннях параметра p з областi P постулює

iснування керування вигляду (6.11), яке забезпечує глобальну асимптоти-

чну стiйкiсть верхнього стану рiвноваги маятника. Нехай для деякого зна-

чення параметра p∗ з областi P таке керування побудовано, тобто вибранi

константи K∗1 , K∗2 , τ ∗2 , τ ∗3 = ε∗. При виконаннi нерiвностей
K∗2 > max

p∈P1

A(p,K∗1),

ε∗ <
1

max
p∈P1

C(p,K∗1 , K
∗
2 , τ

∗
2 )
,

(6.25)

побудоване керування, очевидно, буде глобально асимптотично стабiлiзува-

ти верхнiй стан рiвноваги маятника для всiх значень параметра p ∈ P1 ⊆ P ,

p∗ ∈ P1. Таким чином, нерiвностi (6.25) можливо використовувати для ви-

значення областi робастностi керування (6.11).

Нехай K1 та τ2 вибранi таким чином, що K1 =
1

τ2
. Тодi з (6.4) (6.14) та

(6.15) слiдує, що

x2 + x4 = S1 + z1 = η2 + arctan(η1) = q1 + arctan

(
J1(p)

J2(p)
q̇1 + q̇2

)
,

x3 + y = S2 + z2 = η3 −
J1(p)

J2(p)

(
J2(p)

J1(p)
η1 +K1(x2 + x4)

)
=

= −J1(p)

J2(p)
q̇1 −

J1(p)

J2(p)
K1

(
q1 + arctan

(
J1(p)

J2(p)
q̇1 + q̇2

))
.

Виразивши величину x3(τ) з (6.22) у виглядi x3(τ) = x3(0) exp(−K2τ),

отримаємо закон керування u, який явно залежить вiд фiзичних характе-
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ристик початкової моделi, у виглядi

u = −K2x3 −
y

τ3
=

(
−K2 +

1

τ3

)
x3 −

1

τ2
(x3 + y) =

=

(
−K2 +

1

τ3

)
x3(0) exp(−K2τ) +

J1(p)

J2(p)τ3
q̇1+

+
J1(p)K1

J2(p)τ3

(
q1 + arctan

(
J1(p)

J2(p)
q̇1 + q̇2

))
або, переходячи до розмiрних величин, закон керування ∆ у виглядi

∆ = ω(p)

(
1− J2(p)

J1(p)

)
×

×
[(
−K2 +

1

τ3

)
x3(0) exp

(
−K2

√
ω(p)

J2(p)
t

)
+

J1(p)

J2(p)τ3

√
J2(p)

ω(p)
q̇1+

+
J1(p)K1

J2(p)τ3

(
q1 + arctan

(
J1(p)

J2(p)

√
J2(p)

ω(p)
q̇1 +

√
J2(p)

ω(p)
q̇2

))]
+

+ ω(p)
J2(p)

J1(p)
sin(q1), (6.26)

де диференцiювання ведеться по часу t.

Зауважимо, що змiнюючи величину x3(0), отримаємо рiзнi закони ке-

рування, з яких можна вибрати найбiльш прийнятний. Крiм того, вигляд

керування (6.26) можливо спростити, якщо вибрати K2 та τ3 таким чином,

що K2 =
1

τ3
.

Приклад 6.1. В якостi прикладу розглянемо модель маятника з ма-

ховиком, яка має такi параметри: m = 0.04кг, L = 0.1м, MM = 0.5кг,

MR = 0.94кг, JR = 0.24×10−4Н·м, r = 0.28м, R = 0.3м, де r iR, вiдповiдно,

внутрiшнiй та зовнiшнiй радiуси маховика, який близький до кiльця. Мо-

мент iнерцiї маховика можна розрахувати по формулi Jm =
MM(r2 +R2)

2
,
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а момент iнерцiї маятника – по формулi Jm =
mL2

3
. Параметри керування

можуть бути вибранi такими: K1 =
1

τ2
= 8, K2 = 0.05, τ3 = 10−4. Вiдмiти-

мо, що в контекстi даної моделi, вибiр параметрiв K2 та τ3 таким чином,

що K2 =
1

τ3
, є недоцiльним, оскiльки при цьому накладаються занадто

жорсткi вимоги на електродвигун. Нехай початкове положення маятника

– його нижнiї стан рiвноваги. Вибравши x3(0) = −J1

J2
K1π переконаємось,

що керування (6.26) стабiлiзує верхнiй стан рiвноваги маятника. Поведiнку

розв’язкiв моделi представлено на Рис. 6.2.

а) б)

в) г)

Рис. 6.2 – Поведiнка змiнних. Приклад 6.1

Нехай математична модель системи мiстить параметричнi неточностi.

Наприклад, довжина маятника може змiнюватись. В цьому випадку

представимо її у виглядi L(p) = (0.1 + p)м. Враховуючи, що для значення
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параметра p∗ = 0 вiдповiдне керування (6.26) побудоване, тобто вибранi

константи K∗1 , K∗2 , τ ∗2 , τ ∗3 = ε∗ переконаємось, що для всiх значень параме-

тра p з множини [−0.02, 0.06] спiввiдношення (6.25) виконуються, тобто

побудоване керування глобально асимптотично стабiлiзує верхнiй стан

рiвноваги маятника з маховиком при всiх значеннях параметра iз вказаної

множини. Повiдiнку розв’язкiв моделi при значеннi параметра p = 0.04

i початковому положеннi маятника в його нижньому станi рiвноваги

представлено на Рис. 6.3.

а) б)

в) г)

Рис. 6.3 – Поведiнка змiнних при p = 0.04. Приклад 6.1
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6.1.2 Поступальний осцилятор iз обертовим актуатором

Розглянемо конструкцiю TORA (англ. Translational Oscillator with Rotati-

onal Actuator). Основою його є прикрiплений до стiни за допомогою пру-

жини возик, центр мас якого може рухатися у вертикальнiй площинi XOY

вздовж горизонтальної вiсi OX. На возику розташований симетричний вiд-

носно центру маховик з точковою масою. Вiсь обертання маховика, навколо

якої вiн може здiйснювати обертання в ту чи iншу сторону, перпендикуляр-

на площинi руху возика. Маховик приводиться до руху електродвигуном,

статор якого жорстко зкрiплений iз возиком, а вiсь ротора жорстко зкрi-

плена з вiссю маховика. На Рис. 6.4 зображено схему TORA, де q1 – гори-

зонтальне змiщення центру маховика C вiд його положення рiвноваги O,

q2 – кут вiдхилення точкової маси вiд вертикалi.

Рис. 6.4 – Схема TORA

Керування TORA вiдбувається за допомогою обертання ексцентриково-

го маховика, яке задається електродвигуном, тому керуючим параметром в

системi вважаємо момент електромагнiтних сил, що прикладенi до ротора

зi сторони статора. Задача керування полягає в стабiлiзацiї TORA в його

положеннi рiвноваги q1 = 0, q2 = 0.

Введемо позначення: m – точкова маса, M – маса возика, мотора i ма-

ховика, r – вiдстань мiж центром маховика i точковою масою, J – момент
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iнерцiї маховика, K – жорсткiсть пружини, ∆ – момент електромагнiтних

сил, що прикладенi до ротора електродвигуна зi сторони статора.

Використовуючи метод Лагранжа, рiвняння руху TORA отримаємо

(див. [168]) у виглядi
(
M +m

)
q̈1 +mr

(
q̈2 cos(q2)− q̇2

2 sin(q2)
)

+Kq1 = 0,(
J +mr2

)
q̈2 +mr cos(q2)q̈1 +mgr sin(q2) = ∆,

(6.27)

де g – прискорення вiльного падiння.

Вважаємо, що деякi або, можливо, всi параметри моделi, тобто числовi

величини, вiд яких неперервно залежать коефiцiєнти системи диференцi-

альних рiвнянь (6.27), заданi неточно i вiдомо лише про їх приналежнiсь

деякiй замкненiй множинi. В такому випадку, систему диференцiальних

рiвнянь (6.27) будемо розглядати у виглядi
(
M(p) +m(p)

)
q̈1 +m(p)r(p)

(
q̈2 cos(q2)− q̇2

2 sin(q2)
)

+K(p)q1 = 0,(
J(p) +m(p)r2(p)

)
q̈2 +m(p)r(p) cos(q2)q̈1 +m(p)gr(p) sin(q2) = ∆,

(6.28)

де p ⊆ P ⊂ Rn, n ∈ N. Вважаємо, що область P мiстить тiльки допустимi

значення параметрiв. Допустимими вважаємо тi значення параметрiв, при

яких не виникає протирiч iз фiзичною природою величин, що входять до

складу моделi, тобто з невiдємнiстю мас, довжин, осьових моментiв iнерцiї,

тощо.

Ввiвши безрозмiрнi змiннi (див. [137])

q̃1 = q1

√
M(p) +m(p)

J(p) +m(p)r2(p)
, ν =

M(p) +m(p)

K(p)
(
J(p) +m(p)r2(p)

)∆,
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τ = t

√
K(p)

M(p) +m(p)

i позначивши

γ(p) =
m(p)r(p)√(

J(p) +m(p)r2(p)
)(
M(p) +m(p)

) ,
отримаємо безрозмiрну систему диференцiальних рiвнянь, яка еквiвален-

тна системi диференцiальних рiвнянь (6.28):
¨̃q1 + q̃1 − ε(p)

(
q̇2

2 sin(q2)− q̈2 cos(q2)
)

= 0,

q̈2 + γ(p) cos(q2)¨̃q1 +
m(p)gr(p)

(
M(p) +m(p)

)
K(p)

(
J(p) +m(p)r2(p)

) sin(q2) = ν,
(6.29)

де диференцiювання ведеться по узагальненому часу τ .

Слiдуючи [168], скористаємось перетворенням керування та координат

по таким правилам: 

ν = α(p, q2)u+ β(p, q̃1, q2, q̇2),

η1 = q̃1 + γ(p) sin(q2),

η2 = ˙̃q1 + γ(p)q̇2 cos(q2),

η3 = q2,

η4 = q̇2,

(6.30)

де

α(p, q2) = 1− γ2(p) cos2(q2),

β(p, q̃1, q2, q̇2) = γ2(p)q̇2
2 sin(q2) cos(q2)− γ(p) cos(q2)q̃1+
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+
m(p)gr(p)

(
M(p) +m(p)

)
K(p)

(
J(p) +m(p)r2(p)

) sin(q2).

Тодi система диференцiальних рiвнянь (6.29) матиме наступний вигляд:

η̇1 = η2,

η̇2 = −η1 + γ sin(η3),

η̇3 = η4,

η̇4 = u.

(6.31)

Очевидно, що задача стабiлiзацiї стану рiвноваги q1 = 0, q̇1 = 0, q2 = 0,

q̇2 = 0 керуванням ∆ незалежно вiд величини початкових вiдхилень змiн-

них вiд їх рiвноважних значень еквiвалентна задачi побудови керування u,

яке забезпечить глобальну асимптотичну стiйкiсть нульового стану рiвно-

ваги η1, η2, η3, η4 системи диференцiальних рiвнянь (6.31).

Для побудови керування, яке забезпечить глобальну асимптотичну стiй-

кiсть нульового стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.31),

застосуємо технiку, яка запропонована в [179], т. зв. Dynamic Surface

Control. Розглянемо пiдсистему
η̇1 = η2,

η̇2 = −η1 + γ(p) sin(η3),

(6.32)

системи диференцiальних рiвнянь (6.31). Нехай змiнна η3 змiнюється по за-

кону η̃3 = − arctan

(
η2√

1 + η2
1 + η2

2

)
. Тодi нульовий стан рiвноваги системи
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диференцiальних рiвнянь
η̇1 = η2,

η̇2 = −η1 + γ(p) sin(η̃3),

(6.33)

глобально асимптотично стiйкий. Цей факт легко встановити, якщо роз-

глянути допомiжну функцiю

V (η1, η2) =
1

2

(
η2

1 + η2
2

)
та її похiдну по часу в силу (6.33):

V̇ (η1, η2)
∣∣∣
(6.33)

= γ(p)η2 sin(η̃3),

якi задовольняють всiм умовам теореми 12.1 (див. [3]). Тут враховано, що

γ(p) > 0 для всiх p з P . Очевидно, что якщо змiнна η3 асимптотично прямує

до η̃3, то змiннi η1 i η2, якi задаються (6.32), асимптотично прямують до

нуля незалежно вiд своїх початкових значень.

Позначимо величину S1 наступним чином:

S1 = η3 − η̄3, (6.34)

де η̄3 – результат застосування фiльтра до η̃3, тобто

τ1 ˙̄η3 + η̄3 = η̃3, η̄3(0) = η̃3(0), (6.35)

де τ1 – довiльна як завгодно мала додатна константа. Диференцiюючи

(6.34) по часу отримаємо, враховуючи (6.31), що

Ṡ1 = η̇3 − ˙̄η3 = η4 − ˙̄η3,
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звiдки слiдує, що якщо змiна η4 асимптотично прямує до

η̃4 = −c1S1 + ˙̄η3,

де c1 > 0 деяка константа, то величина S1 асимптотично прямує до нуля

незалежно вiд свого початкового значення.

Дiючи аналогiчно, позначимо величину S2 наступним чином:

S2 = η4 − η̄4, (6.36)

де η̄4 – результат застосування фiльтра до η̃4, тобто

τ2 ˙̄η4 + η̄4 = η̃4, η̄4(0) = η̃4(0), (6.37)

де τ2 – довiльна, як завгодно мала додатна константа. Диференцiюючи

(6.36) по часу отримаємо, враховуючи (6.31), що

Ṡ2 = η̇4 − ˙̄η4 = u− ˙̄η4.

Вибравши керування

u = ˙̄η4 − c2S2, (6.38)

де c2 > 0 – деяка константа, забезпечимо асимптотичне прямування до

нуля величини S2 при довiльному її початковому значеннi.

Нехай

z1 = η̄3 − η̃3 (6.39)

i

z2 = η̄4 − η̃4 (6.40)
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– похибки фiльтрiв. Тодi з (6.34) iз урахуванням (6.39) слiдує, що

η3 = S1 + η̄3 = S1 + z1 + η̃3, (6.41)

а з (6.36) iз урахуванням (6.40) слiдує, що

η4 = S2 + η̄4 = S2 +z2 + η̃4 = S2 +z2−c1S1 + ˙̄η3 = S2 +z2−c1S1−
z1

τ1
. (6.42)

Продовжимо перетворення Ṡ1 i Ṡ2. Для похiдної S1 по часу, iз урахува-

нням значення η̃4 i спiввiдношення (6.40), отримаємо:

Ṡ1 = η4 − ˙̄η3 =
(
η4 − η̄4

)
+
(
η̄4 − η̃4

)
+ η̃4 − ˙̄η3 = −c1S1 + S2 + z2, (6.43)

а для похiдної S2 по часу, iз урахуванням вибраного керування у виглядi

(6.38), справедливо:

Ṡ2 = −c2S2. (6.44)

Саме ж керування, iз урахуванням (6.37) i (6.40), представимо в наступно-

му виглядi:

u = ˙̄η4 − c2S2 =
η̃4 − η̄4

τ2
− c2S2 = −z2

τ2
− c2S2. (6.45)

Визначимо похiднi по часу похибок фiльтрiв. Приймаючи до уваги

(6.35), диференцiювання (6.39) по часу дає наступне значення для ż1:

ż1 = ˙̄η3 − ˙̃η3 = −z1

τ1
− ˙̃η3. (6.46)

Враховуючи значення η̃4 i використовуючи спiввiдношення (6.35), (6.37),

(6.40), (6.43), (6.46), рiвняння, що визначає поведiнку ż2, отримаємо дифе-
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ренцiюючи рiвнiсть (6.40) по часу:

ż2 = ˙̄η4 − ˙̃η4 = −z2

τ2
+ c1Ṡ1 − ¨̄η3 =

= −z2

τ2
+ c1

(
− c1S1 + S2 + z2

)
+
d

dt

(z1

τ1

)
=

= −z2

τ2
− c2

1S1 + c1S2 + c1z2 −
z1

τ 2
1

−
˙̃η3

τ1
. (6.47)

Таким чином, динамiка вiдхилення траєкторiй системи диференцiаль-

них рiвнянь (6.31) при керуваннi (6.38) вiд траєкторiй цiєї системи, якi

асимптотично прямують до нульового стану рiвноваги, описується дифе-

ренцiальними рiвняннями (6.32), (6.41), (6.43), (6.44), (6.46), (6.47), якi

утворюють систему

η̇1 = η2,

η̇2 = −η1 + γ(p) sin(S1 + z1 + η̃3),

Ṡ1 = −c1S1 + S2 + z2,

Ṡ2 = −c2S2,

ż1 = −z1

τ1
− ˙̃η3,

ż2 = −z2

τ2
+ c1S2 + c1z2 − c2

1S1 −
z1

τ 2
1

−
˙̃η3

τ1
.

(6.48)

Оскiльки τ1 та τ2 можуть бути довiльними додатними як завгодно ма-

лими величинами, то вважаючи τ1 > 0, c1 > 0, c2 > 0 фiксованими кон-

стантами, а τ2 = ε – параметром, замiною змiнних

(η1, η2, S1, S2, z1, z2)
T → (x1, x2, x3, x4, y1, y2)

T = (x, y)T система диференцi-
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альних рiвнянь (6.48) може бути зведена до вигляду рiзнотемпової



ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + γ(p) sin

(
x3 + y1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
,

ẋ3 = −c1x3 + x4 + y2,

ẋ4 = −c2x4,

ẏ1 = −y1

τ1
+ F1(x1, x2, x3, y1, p),

εẏ2 = −y2 + εF2(x, y, p),

(6.49)

де

G(x1, x2, p) = 1 + x2
1 + x2

2,

F1(x1, x2, x3, y1, p) =
G(x1, x2, p)

G(x1, x2, p) + x2
2

×

×


−x1 + γ(p) sin

(
x3 + y1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
√
G(x1, x2, p)

−

−
γ(p)x2

2 sin

(
x3 + y1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
(√

G(x1, x2, p)
)3

 ,

F2(x, y, p) = c1x4 + c1y2 − c2
1x3 −

y1

τ 2
1

+
1

τ1
F1(x1, x2, x3, y1, p).

Введемо позначення

Ψ(p) =
2
√

2

γ(p)
+
γ(p)√

2
,
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A(p) = −1 +
γ(p)Ψ(p)√

2
− γ2(p)

2
, B(p) =

γ2(p)Ψ2(p)

2A(p)
+ γ2(p),

D(p, c1) = γ(p) + 2γ2(p) + 4

√
Ψ(p) + 1

2
+
γ2(p)Ψ2(p)

A(p)
+

+
γ2(p)

A(p)
(1 + Ψ(p)) +

2γ2(p)

c1 −B(p)
,

E(p, c1, τ1) = c1 +
8

τ 2
1

√
Ψ(p) + 1

2
+

2γ2(p)

A(p)τ 2
1

(1 + Ψ(p))+

+

(
1 + c2

1 +
γ(p)

τ1

)2

c1 −B(p)
+

c2
1

2

(
c2 −

1

2(c1 −B(p))

) +

(
1

τ 2
1

+
γ(p)

τ1

)2

2

(
1

τ1
−D(p, c1)

) .
Сформулюємо i доведемо теорему, яка мiстить основний результат да-

ного пiдроздiлу.

Теорема 6.2. Для всiх значень параметра p з областi P iснують такi

константи керування c1 > B(p), c2 >
1

2(c1 −B(p))
i такi часовi констан-

ти фiльтрiв 0 < τ1 <
1

D(p, c1)
, τ3 = ε, 0 < ε <

1

E(p, c1, τ1)
, що керування

обертанням iнерцiального маховика вигляду (6.38) глобально стабiлiзує

нульовий стан рiвноваги TORA.

Доведення. Очевидно, що глобальна асимптотична стiйкiсть нульово-

го стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.31) при керуваннi

(6.38) слiдує з такого ж типу стiйкостi нульового стану рiвноваги системи

диференцiальних рiвнянь (6.49). Тому для доведення твердження теоре-

ми достатньо довести iснування для всiх значень параметра p з областi P

констант керування c1 > 0, c2 > 0 i часових констант фiльтрiв τ1 > 0,

τ2 = ε > 0, якi задовольняють вказаним в умовi теореми обмеженням, та-

ких що нульовий стан рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.49)

глобально асимптотично стiйкий.
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Виберемо довiльне значення параметра p∗ з областi P i константи ке-

рування c∗1, c∗2 та часовi константи фiльтрiв τ ∗1 , ε∗, якi задовольняють вка-

заним в умовi теореми обмеженням. Розглянемо систему (6.49) при вибра-

них величинах. Побудуємо скалярну функцiю V (x, y, p∗) : R4 × R2 → R,

V (0, 0, p∗) = 0, вигляду

V (x, y, p∗) = 2
√

1 + V1(x1, x2, p∗)− 2 +
1

2
(x2

3 + x2
4 + y2

1 + y2
2), (6.50)

де V1(x1, x2, p
∗) =

Ψ(p∗)

2
(x2

1 + x2
2) +

x1x2√
1 + x2

1 + x2
2

. Так як

Ψ(p∗) =
2
√

2

γ(p∗)
+
γ(p∗)√

2
=

√
2

γ(p∗)
+

( √
2

γ(p∗)
+
γ(p∗)√

2

)
> 1,

то

V1(x1, x2, p
∗) ≥ (x2

1 + x2
2)(
√

1 + x2
1 + x2

2 − 1) + (x1 + x2)
2

2
√

1 + x2
1 + x2

2

≥ 0,

причому рiвнiсть нулю досягається тiльки при x1 = x2 = 0. Отже, функцiя

V1(x1, x2, p
∗) приймає невiд’ємнi значення у всiх точках простору R4 × R2,

причому рiвнiсть нулю досягається тiльки при x1 = x2 = 0, тобто функцiя

(6.50) додатно визначена за Ляпуновим. Також вона, очевидно, нескiнченно

велика. Знайдемо її похiдну по часу в силу системи (6.49).

dV (x, y, p∗)

dt

∣∣∣
(6.49)

=
1√

1 + V1(x1, x2, p∗)
×

×

Ψ(p∗)(x1ẋ1 + x2ẋ2) +
ẋ1x2 + x1ẋ2√
G(x1, x2, p∗)

− x1x2(x1ẋ1 + x2ẋ2)(√
G(x1, x2, p∗)

)3

+

+x3ẋ3 + x4ẋ4 + y1ẏ1 + y2ẏ2 =

=
x2

2√
1 + V1(x1, x2, p∗)

√
G(x1, x2, p∗)

[
1− ψ(p∗)γ(p∗)

√
G(x1, x2, p

∗)

G(x1, x2, p∗) + x2
2

]
+
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+ψ(p∗)γ(p∗)

cos

(
x̂3 + ŷ1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p∗)

))
√

1 + V1(x1, x2, p∗)
(x2x3 + x2y1)−

− x2
1√

1 + V1(x1, x2, p∗)
√
G(x1, x2, p∗)

+

+

1− x2
2

G(x1, x2, p∗)√
1 + V1(x1, x2, p∗)

√
G(x1, x2, p∗)

[
−γ(p∗)x1x2√

G(x1, x2, p∗) + x2
2

+

+γ(p∗) cos

(
x̂3 + ŷ1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p∗)

))
(x1x3 + x1y1)

]
−

−c∗1x2
3 + x3x4 + x3y2 − c∗2x2

4 −
y2

1

τ ∗1
+

+
G(x1, x2, p

∗)

G(x1, x2, p∗) + x2
2

[
−x1y1√

G(x1, x2, p∗)
+

1− x2
2

G(x1, x2, p∗)√
G(x1, x2, p∗)

(
−γ(p∗)x2y1√

G(x1, x2, p∗) + x2
2

+

+γ(p∗) cos

(
x̂3 + ŷ1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p∗)

))
(x3y1 + y2

1)

)]
−

−y
2
2

ε∗
+ c∗1x4y2 + c∗1y

2
2 − (c∗1)

2x3y2 −
y1y2

(τ ∗1 )2
+

1

τ ∗1

G(x1, x2, p
∗)

G(x1, x2, p∗) + x2
2

×

×
[

−x1y2√
G(x1, x2, p∗)

+

1− x2
2

G(x1, x2, p∗)√
G(x1, x2, p∗)

(
−γ(p∗)x2y2√

G(x1, x2, p∗) + x2
2

+

+ γ(p∗) cos

(
x̂3 + ŷ1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p∗)

))
(x3y2 + y1y2)

)]
. (6.51)

Тут використана формула скiнченних приростiв Лагранжа

sin

(
x3 + y1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
=
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= sin

(
− arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
+

+ cos

(
x̂3 + ŷ1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
(x3 + y1),

де x̂3 i ŷ1 – деякi точки з R. Також враховано, що

sin

(
− arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))
= − x2√

G(x1, x2, p) + x2
2

.

Скориставшись нерiвнiстю −az2 + bz ≤ −a
2
z2 +

b2

2a
, яка вiрна для всiх

a, b, z ∈ R, a > 0, iз спiввiдношення (6.51) отримаємо оцiнку для похiдної

функцiї (6.50) по часу в силу системи (6.49):

dV (x, y, p∗)

dt

∣∣∣
(6.49)

≤ −x2
1

32
√

1 + V1(x1, x2, p∗)
√
G(x1, x2, p∗)

−

− 1

16

x2
2√

1 + V1(x1, x2, p∗)
√
G(x1, x2, p∗)

− c∗1 −B(p∗)

8
x2

3−

−
c∗2 −

1

2(c∗1 −B(p∗))

2
x2

4 −

1

τ ∗1
−D(p∗, c∗1)

2
y2

1 −
(

1

ε∗
− E(p∗, c∗1, τ

∗
1 , ε

∗)

)
y2

2,

з якої слiдує, шо вказана похiдна вiд’ємна для всiх значень змiнних x ∈ R4,

y ∈ R2, окрiм нульових. Тут враховано, що A(p∗) = 1,∣∣∣∣∣cos

(
x̂3 + ŷ1 − arctan

(
x2√

G(x1, x2, p)

))∣∣∣∣∣ ≤ 1, для всiх x̂3, ŷ1, x1, x2 з R, p

з Rn;
1(√

G(x1, x2, p)
)n ≤ 1,

1(√
G(x1, x2, p) + x2

2

)n ≤ 1,

∣∣∣∣1− x2
2

G(x1, x2, p)

∣∣∣∣n ≤ 1 для всiх x1, x2 з R, p з Rn, n з N;

−
√

G(x1, x2, p)

G(x1, x2, p) + x2
2

≤ − 1√
2
,
√

1 + V1(x1, x2, p)√
G(x1, x2, p)

≤ Ψ(p) + 1

2
,
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1(√
1 + V1(x1, x2, p)

)n ≤ 1,
√
G(x1, x2, p)√

1 + V1(x1, x2, p)
≤ 1 для всiх x з R4, y з R2, p

з Rn i n з N.

Функцiя (6.50) задовольняє всiм умовам теореми 12.1 (див. [3]) i дозво-

ляє встановити глобальну асимптотичну стiйкiсть нульового стану рiвно-

ваги системи диференцiальних рiвнянь (6.49) для вибраного значення па-

раметра. Оскiльки p∗ довiльне значення параметра з областi P , то для всiх

iнших значень параметра з цiєї областi також iснують константи керування

i часовi константи фiльтрiв, якi задовольняють вказаним в умовi теореми

обмеженням, такi що нульовий стан рiвноваги системи диференцiальних

рiвнянь (6.49) глобально асимптотично стiйкий.

Теорему доведено.

Доведена теорема для всiх значень параметра p з областi P постулює

iснування керування вигляду (6.38), яке забезпечує глобальну асимпто-

тичну стiйкiсть нульового стану рiвноваги TORA. Нехай для деякого

значення параметра p∗ з областi P таке керування побудовано, тобто

вибранi константи c∗1, c∗2, τ ∗1 , τ ∗2 = ε∗. При виконаннi нерiвностей

c∗1 > max
p∈P1

(B(p)), c∗2 >
1

2

(
c∗1 −max

p∈P1

(B(p))

) ,
τ ∗1 <

1

max
p∈P1

(D(p, c∗1))
, ε∗ <

1

max
p∈P1

(E(p, c∗1, τ
∗
1 ))

(6.52)

побудоване керування, очевидно, буде глобально асимптотично стабiлiзува-

ти нульовий стан рiвноваги TORA для всiх значень параметра p ∈ P1 ⊆ P ,

p∗ ∈ P1. Таким чином, нерiвностi (6.52) можливо використовувати для ви-

значення областi робастностi керування (6.38).

Нехай c1 i τ1 вибранi таким чином, що c1 =
1

τ1
. Тодi з (6.30), (6.41) та
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(6.42) слiдує, що

x3 + y1 = η3 + arctan

(
η1√

1 + η2
1 + η2

2

)
=

= q2 + arctan

 ˙̃q1 + γ(p)q̇2 cos(q2)√
1 + (q̃1 + γ(p) sin(q2))2 + ( ˙̃q1 + γ(p)q̇2 cos(q2))2

 ,

x4 + y2 = η4 + c1(x3 + y1) =

= q̇2+c1

q2 + arctan

 ˙̃q1 + γ(p)q̇2 cos(q2)√
1 + (q̃1 + γ(p) sin(q2))2 + ( ˙̃q1 + γ(p)q̇2 cos(q2))2


 .

Виразивши величину x4(τ) з (6.49) у виглядi x4(τ) = x4(0) exp(−c2τ), отри-

маємо закон керування u, який явно залежить вiд фiзичних характеристик

початкової моделi, у виглядi

u = −c2x4 −
y2

τ2
=

(
−c2 +

1

τ2

)
x4 −

1

τ2
(x4 + y2) =

=

(
−c2 +

1

τ2

)
x4(0) exp(−c2τ)− q̇2

τ2
−

−c1

τ2

q2 + arctan

 ˙̃q1 + γ(p)q̇2 cos(q2)√
1 + (q̃1 + γ(p) sin(q2))2 + ( ˙̃q1 + γ(p)q̇2 cos(q2))2




або, переходячи до розмiрних величин, закон керування ∆ у виглядi

∆ =
K(p)(J(p) +m(p)r2(p))

M(p) +m(p)
×
[

(1− γ2(p) cos2(q2))×

×
((
−c2 +

1

τ2

)
x4(0) exp

(
−c2

√
K(p)

M(p) +m(p)
t

)
− c1

τ2
q2−
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−

√
M(p) +m(p)

K(p)

q̇2

τ2
− c1

τ2
arctan (Λ(p, q1, q2, q̇1, q̇2))

)
+

+γ(p)
M(p) +m(p)

K(p)
sin(q2) cos(q2)q̇

2
2 − γ(p)

√
M(p) +m(p)

J(p) +m(p)r2(p)
cos(q2)q1+

+
m(p)gr(p)(M(p) +m(p)) sin(q2)

K(p)(J(p) +m(p)r2(p))

]
, (6.53)

де

Λ(p, q1, q2, q̇1, q̇2) =
φ(p, q2, q̇1, q̇2)√

1 + (ϕ(p, q1, q2))
2 + (χ(p, q2, q̇1, q̇2))

2
,

φ(p, q2, q̇1, q̇2) =
M(p) +m(p)√

K(p)(J(p) +m(p)r2(p))
q̇1+γ(p)

√
M(p) +m(p)

K(p)
cos(q2)q̇2,

ϕ(p, q1, q2) =

√
M(p) +m(p)

J(p) +m(p)r2(p)
q1 + γ(p) sin(q2),

χ(p, q2, q̇1, q̇2) =
M(p) +m(p)√

K(p)(J(p) +m(p)r2(p))
q̇1 +γ(p)

√
M(p) +m(p)

K(p)
cos(q2)q̇2

i диференцiювання ведеться по часу t.

Зауважимо, що змiнюючи величину x4(0), отримаємо рiзнi закони ке-

рування, з яких можна вибрати найбiльш прийнятний. Крiм того, вигляд

керування (6.53) можливо спростити, якщо вибрати c2 та τ2 таким чином,

що c2 =
1

τ2
.

Приклад 6.2. Проiлюструємо отриманi результати на прикладi кон-

кретної моделi. Нехай параметри моделi такi: M = 10кг, m = 1кг, r = 1м,

J = 1кг × м, K = 5
Н
м

Вважаємо, що величини вимiрянi точно, тобто не

залежать вiд параметра. В цьому випадку, згiдно умов Теореми 6.2, пара-

метри керування можуть бути вибранi такими: c∗1 = 25, c∗2 = 105, τ ∗1 = 0.04,

τ ∗2 = 10−5. Згiдно Теореми 6.2, нульовий стан рiвноваги системи диференцi-

альних рiвнянь (6.49) при вибраних значеннях параметрiв буде глобально
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асимптотично стiйкий або керування обертанням ексцентрикового махови-

ка вигляду (6.38) глобально стабiлiзує нульовий стан рiвноваги TORA.

Еволюцiя змiнних q1, q2, їх швидкостей q̇1, q̇2 i керування ∆ при поча-

ткових значеннях q1 = 1, q2 = 0, q̇1 = 0, q̇2 = 0 представлена на Рис. 6.5.

Как видим, управление τ решает поставленную задачу стабилизации.

а) б) в)

г) д)

Рис. 6.5 – Поведiнка змiнних та керування. Приклад 6.2

Припустимо, що, наприклад, маса M задана неточно. В цьому випадку

вважаємо її значення залежним вiд параметра: M = (10 + p)кг. Встано-

вимо область P змiни параметра p, щоб побудоване керування глобально

асимптотично стабiлiзувало нульовий стан рiвноваги моделi при всiх зна-

ченнях параметра p з областi P . Скориставшись спiввiдношеннями (6.52),

така область знайдена у виглядi iнтервала p ∈ (−10, 17]. На Рис. 6.6 пред-

ставлена поведiнка моделi при значеннi параметра p = −9 i початкових

значеннях змiнних q1 = 1, q2 = 0, q̇1 = 0, q̇2 = 0. Як видно з малюнкiв,

при меньшiй масiM стабiлiзацiя вказаним керуванням вiдбувається значно

швидше.
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а) б) в)

г) д)

Рис. 6.6 – Поведiнка змiнних та керування при p = −9. Приклад 6.2

6.1.3 Одноланковий манiпулятор iз пружним зчленуванням

Розглянемо конструкцiю моделi одноланкового манiпулятора iз пружним

зчленуванням, що зображено на Рис. 6.7. Манiпулятор може здiйснювати

обертання у вертикальнiй площинi навколо вiсi OX у ту чи iншу сторону.

Обертання задається електродвигуном i передається до манiпулятора через

трансмiсiю, пружнiсть якої моделюється торсiонною пружиною. Вiсь рото-

ра електродвигуна спiвпадає з вiссю OX. Позначимо через q1 кут вiдхиле-

ння манiпулятора вiд вертикалi i через q2 – кут вiдхилення вiд вертикалi

валу електродвигуна. Зауважимо, що через пружнiсть трансмiсiї цi кути

спiвпадають лише в окремих станах моделi. Керування манiпулятором вiд-

бувається шляхом обертання електродвигуна, тому керуючим параметром

в системi вважаємо момент електромагнiтних сил, якi прикладенi до ро-

тора зi сторони статора. Задача керування полягає в стабiлiзацiї моделi в

станi рiвноваги q1 = 0, q2 = 0, q̇1 = 0, q̇2 = 0.
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Рис. 6.7 – Одноланковий манiпулятор iз пружним зчленуванням

Введемо позначення: m – маса ланки манiпулятора, l – вiдстань вiд то-

чки O до центру мас ланки манiпулятора, g – прискорення вiльного падiн-

ня, b1 та b2 – коефiцiєнти демпфування при обертаннi ланки манiпулятора

та валу електродвигуна вiдповiдно, J1 – момент iнерцiї ланки манiпулято-

ра вiдносно вiсi OX, J2 – момент iнерцiї валу електродвигуна, ∆ – момент

електромагнiтних сил, прикладених до ротора електродвигуна зi сторони

статора. Жорсткiсть K пружини вважаємо нелiнiйно залежною вiд змiще-

ння: K = K1(q1 − q2) +K2(q1 − q2)
3, де K1 i K2 – коефiцiєнти жорсткостi.

Використовуючи метод Лагранжа, рiвняння руху моделi одноланкового

манiпулятора iз пружним зчленуванням отримаємо у виглядi (див. [112])
J1q̈1 + b1q̇1 +mgl sin(q1) +K1(q1 − q2) +K2(q1 − q2)

3 = 0,

J2q̈2 + b2q̇2 −K1(q1 − q2)−K2(q1 − q2)
3 = ∆.

(6.54)

Вважаємо, що деякi або, можливо, всi параметри моделi заданi неточно,

тобто вони неперервно залежать вiд чисельного векторного параметра,

який належить замкненiй множинi. Пiд “параметрами моделi” розумiються

числовi величини, вiд яких залежать коефiцiєнти системи диференцiаль-
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них рiвнянь (6.54). В такому випадку, систему диференцiальних рiвнянь

(6.54) будемо розглядати у виглядi
J1(p)q̈1 + b1(p)q̇1 +m(p)gl(p) sin(q1) +K1(p)(q1 − q2) +K2(p)(q1 − q2)

3 = 0,

J2(p)q̈2 + b2(p)q̇2 −K1(p)(q1 − q2)−K2(p)(q1 − q2)
3 = ∆.

(6.55)

де p ⊆ P ⊂ Rn, n ∈ N. Вважаємо, що область P мiстить тiльки допустимi

значення параметрiв. Допустимими вважаємо тi значення параметрiв, при

яких не виникає протирiч iз фiзичною природою величин, що входять до

складу моделi, тобто з невiдємнiстю мас, довжин, осьових моментiв iнерцiї,

коефiцiєнтiв жорсткостi та демпфування, тощо.

Нехай τ =

√
K1(p)

J2(p)
t – узагальнений час. Тодi, позначивши

ν =
∆

K1(p)
, B1(p) =

b1(p)√
K1(p)J2(p)

, B2(p) =
b2(p)√

K1(p)J2(p)
,

K(p) =
K2(p)

K1(p)
, J(p) =

J2(p)

J1(p)
, γ(p) =

m(p)gl(p)

K1(p)
,

отримаємо безрозмiрну систему диференцiальних рiвнянь, де диференцi-

ювання вiдбувається по узагальненому часу τ , яка еквiвалентна системi

диференцiальних рiвнянь (6.55):
J−1(p)q̈1 +B1(p)q̇1 + γ(p) sin(q1)+

+(q1 − q2) +K(p)(q1 − q2)
3 = 0,

q̈2 +B2(p)q̇2 − (q1 − q2)−K(p)(q1 − q2)
3 = ν.

(6.56)
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Перетворимо керування та координати за такими правилами:

ν = u+B2(p)q̇2 − (q1 − q2)−K(p)(q1 − q2)
3,

η1 = q1,

η2 = q̇1,

η3 = q2,

η4 = q̇2.

(6.57)

Тодi система диференцiальних рiвнянь (6.56) матиме наступний вигляд:



η̇1 = η2,

η̇2 = −B1(p)J(p)η2 − J(p)(η1 − η3)−

−K(p)J(p)(η1 − η3)
3 − γ(p)J(p) sin(η1),

η̇3 = η4,

η̇4 = u.

(6.58)

Для побудови керування, яке забезпечить глобальну асимптотичну стiй-

кiсть нульового стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.58),

використаємо технiку, що була запропонована в [179], т. зв. Dynamic Surface

Control. Нехай η̃3 – бажана траєкторiя, до якої прямує змiнна η3 при керу-

ваннi u. Позначимо величину S1 наступним чином:

S1 = η3 − η̄3, (6.59)

де η̄3 – результат застосування фiльтра до η̃3, тобто

τ1 ˙̄η3 + η̄3 = η̃3, η̄3(0) = η̃3(0), (6.60)
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де τ1 – довiльна додатня як завгодно мала константа. Продиференцiювавши

(6.59) по часу отримаємо, враховуючи (6.58), що

Ṡ1 = η̇3 − ˙̄η3 = η4 − ˙̄η3,

звiдки слiдує, що якщо змiнна η4 асимптотично прямує до

η̃4 = −c1S1 + ˙̄η3, (6.61)

де c1 > 0 деяка константа, то величина S1 асимптотично прямує до 0 неза-

лежно вiд свого початкового значення.

Дiючи аналогiчно, позначимо величину S2 наступним чином:

S2 = η4 − η̄4, (6.62)

де η̄4 – результат застосування фiльтра до η̃4, тобто

τ2 ˙̄η4 + η̄4 = η̃4, η̄4(0) = η̃4(0), (6.63)

де τ2 – довiльна додатня як завгодно мала констатнта. Продиференцiював-

ши (6.62) по часу отримаємо, враховуючи (6.58), що

Ṡ2 = η̇4 − ˙̄η4 = u− ˙̄η4.

Обравши керування

u = −c2S2 + ˙̄η4, (6.64)

де c2 > 0 – деяка константа, забезпечимо асимптотичне прямування до

нуля величини S2 при довiльному її початковому значеннi.

Нехай

z1 = η̄3 − η̃3 (6.65)
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та

z2 = η̄4 − η̃4 (6.66)

– похибки фiльтрiв. Тодi з (6.59) та (6.65) отримаємо, що

S1 + z1 = η3 − η̄3 + η̄3 − η̃3 = η3 − η̃3. (6.67)

Аналогiчно, з (6.62) та (6.66) отримаємо, що

S2 + z2 = η4 − η̄4 + η̄4 − η̃4 = η4 − η̃4. (6.68)

Враховуючи спiввiдношення (6.60), (6.61), (6.65) та (6.67) i вибираючи

c1 =
1

τ1
, перетворимо (6.68) наступним чином:

S2 + z2 = η4− η̃4 = η4 + c1S1− ˙̄η3 = η4 +
S1

τ1
+
z1

τ1
= η4 +

1

τ1
(η3− η̃3). (6.69)

Тодi, вибираючи c2 =
1

τ2
i враховуючи (6.63), (6.66), (6.69), з (6.64) отри-

маємо вираз для керування:

u = −c2S2 + ˙̄η4 = −c2S2 −
z2

τ2
= − 1

τ2
(S2 + z2) = −η4

τ2
− η3

τ1τ2
+

η̃3

τ1τ2
. (6.70)

Таким чином, оскiльки τ1 i τ2 можуть бути довiльними додатнiми як зав-

годно малими величинами, то вважаючи τ1 фiксованою константою, яка

може бути вибраною “зручною” в контекстi поставленої задачi, а τ2 = ε –

параметром, система диференцiальних рiвнянь (6.58) при керуваннi (6.70)



254

є рiзнотемповою i має наступний вигляд:

η̇1 = η2,

η̇2 = −B1(p)J(p)η2 − J(p)(η1 − η3)−K(p)J(p)(η1 − η3)
3 − γ(p)J(p) sin(η1),

η̇3 = η4,

εη̇4 = −η4 −
η3

τ1
+
η̃3

τ1
.

(6.71)

Нехай η̃3 = −τ1τ2η2. Тодi керування (6.70) має вигляд

u = −η4

τ2
− η3

τ1τ2
− η2, (6.72)

а система диференцiальних рiвнянь (6.71) –



η̇1 = η2,

η̇2 = −B1(p)J(p)η2 − J(p)(η1 − η3)−K(p)J(p)(η1 − η3)
3 − γ(p)J(p) sin(η1),

η̇3 = η4,

εη̇4 = −η4 −
η3

τ1
− εη2.

(6.73)

Зауважимо, що при iншому виборi значення η̃3 отримаємо iнший вигляд

керування (6.70). В даному випадку, вибiр був зумовлений зручнiстю побу-

дови вiдповiдної функцiї Ляпунова для системи диференцiальних рiвнянь

(6.73).

Введемо позначення

A(p) = B1(p)J(p)− γ2(p)J(p)

2(1− γ(p))
− 2,



255

B(p) =
4γ2(p)J(p)

1− γ(p)
+

(1 + γ(p)J(p))2

B1(p)J(p)− γ2(p)J(p)

2(1− γ(p))
− 2

,

C(p) = 1+
γ2(p)J2(p)

2
+
J(p)(B1(p) + γ(p))2

1− γ(p)
+

(B1(p)J(p)− 1)2

B1(p)J(p)− γ2(p)J(p)

2(1− γ(p))
− 2

.

Сформулюємо i доведемо теорему, яка мiстить основний результат даного

пiдроздiлу.

Теорема 6.3. Для всiх значень параметра p з областi P , якi задо-

вольняють спiввiдношення

γ(p) < 1, (6.74)

A(p) > 0, (6.75)

iснують такi часовi константи фiльтрiв 0 < τ1 <
1

B(p)
, τ2 = ε,

0 < ε < min

{
1

3
,

1√
C(p)

}
, що керування обертанням електродвигуна

вигляду (6.72) глобально стабiлiзує нульовий стан рiвноваги одноланко-

вого манiпулятора iз пружним зчленуванням.

Доведення. Очевидно, що задача стабiлiзацiї стану рiвноваги q1 = 0,

q̇1 = 0, q2 = 0, q̇2 = 0 керуванням ∆ незалежно вiд величини початкових

вiдхилень змiнних вiд їх рiвноважних значень еквiвалентна задачi побудо-

ви керування u, яке забезпечить глобальну асимптотичну стiйкiсть стану

рiвноваги η1, η2, η3, η4 системи диференцiальних рiвнянь (6.58). Так як

iз глобальної асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги системи

диференцiальних рiвнянь (6.73) слiдує аналогiчний тип стiйкостi нульово-

го стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.58) при керуваннi

(6.72), то для доведення твердження теореми достатньо показати iснування

для всiх значень параметрiв p, якi задовольняють обмеження з умови тео-

реми, таких величин τ1 > 0, τ2 = ε > 0, при яких нульовий стан рiвноваги
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системи диференцiальних рiвнянь (6.73) глобально асимптотично стiйкий.

Нехай множина P1 ⊆ P така, що для всiх p з P1 виконуються оцiнки

(6.74), (6.75). Виберемо довiльне значення параметра p∗ з областi P1 i часовi

константи фiльтрiв τ ∗1 , ε∗, якi задовольняють вказаним в умовi теореми

обмеженням. Розглянемо систему (6.73) при вибраних величинах.

Побудуємо скалярну функцiю V (η1, η2, η3, η4, p
∗) : R4 × Rn → R насту-

пного вигляду:

V (η1, η2, η3, η4, p
∗) =

K(p∗)J(p∗)

4
(η1 − η3)

4+

+
1

2
(η1 − η3, η2, η3, η4)M(p∗, τ ∗1 , ε

∗)(η1 − η3, η2, η3, η4)
T , (6.76)

де

Ψ(τ ∗1 , ε
∗) =

1

τ ∗1 (ε∗)2
− 1

τ ∗1 ε
∗ + 1,

M(p∗, τ ∗1 , ε
∗) =



J(p∗)(1 +B1(p
∗)) 1 0 0

1 1 0 −1

0 0 Ψ(τ ∗1 , ε
∗) ε∗

0 −1 ε∗
1

ε∗


.

Застосовуючи критерiй Сiльвестра легко показати, що при виконаннi умов

J(p∗)(1 +B1(p
∗)) > 2, (6.77)

Ψ(τ ∗1 , ε
∗)
( 1

ε∗
− 2
)
> (ε∗)2, (6.78)

0 < ε∗ < 1, (6.79)

матриця M(p∗, τ ∗1 , ε
∗) додатньо визначена.
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Покажемо, що для p∗ нерiвнiсть (6.77) має мiсце. Це дiйсно так, оскiльки

J(p∗)(1 +B1(p
∗))− 2 =

[
J(p∗)B1(p

∗)− γ(p∗)2J(p∗)

2(1− γ(p∗))
− 2
]
+

+J(p∗) +
γ(p∗)2J(p∗)

2(1− γ(p∗))
− 2 > 0,

так як для p∗ справедливi спiввiдношення (6.74), (6.75).

Покажемо, що при вибраних часових константах фiльтрiв τ ∗1 , ε∗ нерiв-

ностi (6.78), (6.79) мають мiсце. Нерiвнiсть (6.79), очевидно, справедлива

згiдно умов теореми. Нерiвнiсть (6.78) представимо у виглядi

1

τ ∗1 (ε∗)3
(1− 3ε∗ + 2(ε∗)2) > 2 + (ε∗)2 − 1

ε∗
.

Так як 0 < τ ∗1 i 0 < ε∗ ≤ 1

3
згiдно умов теореми, то лiва частина цiєї

нерiвностi додатна, а права вiд’ємна. Отже, очевидно, що нерiвнiсть (6.78)

виконується при вибраних часових константах фiльтрiв.

Таким чином, матрицяM(p∗, τ ∗1 , ε
∗) додатньо визначена. Функцiя (6.76)

приймає невiд’ємнi значення у всiх точках простору R4×Rn, причому рiв-

нiсть нулю досягається лише при η1 = η2 = η3 = η4 = 0, тобто функцiя

(6.76) додатно визначена за Ляпуновим. Крiм цього, вона, очевидно, не-

скiнченно велика i спадна вцiлому

Знайдемо похiдну функцiї (6.76) по часу в силу системи диференцiаль-

них рiвнянь (6.73).

dV (η1, η2, η3, η4, p
∗)

dt

∣∣∣
(6.76)

= K(p∗)J(p∗)(η1 − η3)
3(η̇1 − η̇3)+

+J(p∗)
(

1 +B1(p
∗)
)

(η1 − η3)(η̇1 − η̇3) + η2η̇2 + η2(η̇1 − η̇3) + η̇2(η1 − η3)+

+Ψ(τ ∗1 , ε
∗)η3η̇3 +

η4η̇4

ε∗
+ ε∗η3η̇4 + ε∗η̇3η4 − η2η̇4 − η̇2η4 =
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= −J(p∗)
(

1 + γ(p∗)
sin(η1)

η1

)
(η1 − η3)

2 −
(
B1(p

∗)J(p∗)− 2
)
η2

2 −
η2

3

τ ∗1
−

−
( 1

(ε∗)2
− ε∗

)
η2

4 −K(p∗)J(p∗)(η1 − η3)
4 − γ(p∗)J(p∗)

sin(η1)

η1
(η1 − η3)η2+

+
(
B1(p

∗)J(p∗)− 1
)
η2η4 + J(p∗)

(
−B1(p

∗) + γ(p∗)J(p∗)
sin(η1)

η1

)
(η1− η3)η4−

−
(
ε∗ + γ(p∗)J(p∗)

sin(η1)

η1

)
η2η3 − γ(p∗)J(p∗)

sin(η1)

η1
(η1 − η3)η3+

+ γ(p∗)J(p∗)
sin(η1)

η1
η3η4. (6.80)

Враховуючи, що
∣∣∣sin(η1)

η1

∣∣∣ ≤ 1 для всiх η1 ∈ R та скориставшись нерiвнiстю

−az2 + bz ≤ −a
2
z2 +

b2

2a
,

яка вiрна для всiх a ∈ R+, b ∈ R, z ∈ R iз спiввiдношення (6.80) отримаємо

оцiнку для похiдної функцiї (6.76) по часу в силу системи диференцiальних

рiвнянь (6.73):

dV (η1, η2, η3, η4, p
∗)

dt

∣∣∣
(6.76)

≤ −J(p∗)(1− γ(p∗))

8
(η1 − η3)

2 − A(p∗)

4
η2

2−

− 1

2

( 1

τ ∗1
−B(p∗)

)
η2

3 −
( 1

(ε∗)2
− C(p∗)

)
η2

4 −K(p∗)J(p∗)(η1 − η3)
4, (6.81)

з якої слiдує, що вказана похiдна вiд’ємна для всiх значень змiнних з R4,

окрiм нульових.

Функцiя (6.76) задовольняє всiм умовам теореми 12.1 (див. [3]) i дозво-

ляє встановити глобальну асимптотичну стiйкiсть нульового стану рiвно-

ваги системи диференцiальних рiвнянь (6.73) для вибраних значень пара-

метрiв. Оскiльки p∗ довiльне значення параметра з областi P1, то для всiх

iнших значень параметра з цiєї областi також iснують константи керування
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i часовi константи фiльтрiв, якi задовольняють вказаним в умовi теореми

обмеженням, такi що нульовий стан рiвноваги системи диференцiальних

рiвнянь (6.73) глобально асимптотично стiйкий.

Теорему доведено.

Якщо для деякого значення параметра p∗ з P1 побудоване керування

вигляду (6.72), яке глобально асимптотично стабiлiзує нульовий стан рiв-

новаги системи диференцiальних рiвнянь (6.58), тобто вибранi константи

фiльтрiв τ ∗1 , τ ∗2 = ε∗, то враховуючи (6.57) та переходячи до розмiрних ве-

личин, керування ∆, яке глобально асимптотично стабiлiзує нульовий стан

рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.54), отримаємо у виглядi

∆ = K1(p
∗)

[
−

√
J2(p

∗)

K1(p∗)

q̇2

ε∗
− q2

τ ∗1 ε
∗ −

√
J2(p

∗)

K1(p∗)
q̇1+

+
b2(p

∗)

J2(p∗)
q̇2 − (q1 − q2)−

K2(p
∗)

K1(p∗)
(q1 − q2)

3

]
. (6.82)

Доведена теорема для всiх значень p з P1 постулює iснування керування

вигляду (6.72), яке забезпечує глобальну асимптотичну стiйкiсть нульового

стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.58). Нехай для деяко-

го значення параметра p∗ з P1 таке керування побудоване, тобто вибранi

константи фiльтрiв τ ∗1 , τ ∗2 = ε∗. При виконаннi нерiвностей

max
p∈P2

(γ(p)) < 1, 0 < min
p∈P2

(A(p)),

τ ∗1 <
1

max
p∈P2

(B(p))
, ε∗ < min

{1

3
,

1

max
p∈P2

(C(p)1/2)

}
, (6.83)

побудоване керування, очевидно, буде глобально стабiлiзувати нульовий

стан рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.73) для всiх значень

параметра p з областi P2, де P2 ⊆ P1, p∗ ∈ P2. Таким чином, нерiвностi
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(6.83) можливо використовувати для визачення областi робастностi керу-

вання (6.72) або, що те саме, керування (6.82).

Приклад 6.3. Проiлюструємо отриманi результати на прикладi кон-

кретної моделi. Нехай параметри моделi такi: m = 1кг, l = 1.7м, g = 9.8
м
с2
,

b1 = 30
кг× м2

с
, b2 = 10

кг× м2

с
, J1 =

1

3
ml2, J2 = 1кг2, K1 = 100

кг× м2

с2
,

K2 = 10
кг× м2

с2
. Вважаємо, що значення величин є точними, тобто не за-

лежать вiд параметра. В цьому випадку умови (6.74), (6.75) виконуються i

згiдно умов теореми параметри керування можуть бути такими: τ1 = 0.6,

τ2 = 0.2. Згiдно Теореми 6.3, нульовий стан рiвноваги системи диференцi-

альних рiвнянь (6.73) при обраних параметрах керування (6.72) буде гло-

бально асимптотично стiйким або керування ∆ = −1000q̇1−4000q̇2−100q1−

− 2200

3
q2 − 10(q1 − q2)

3 глобально асимптотично стабiлiзує нульовий стан

рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.54). Еволюцiя змiнних q1 i

q2, їх швидкостей q̇1 i q̇2 та керування ∆ при початкових значеннях q1 = 0,

а) б) в)

г) д)

Рис. 6.8 – Поведiнка змiнних. Приклад 6.3
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q2 = 1, q̇1 = 0, q̇2 = 1 зображенi на Рис. 6.8. Як бачимо, керування ∆

вирiшує поставлену задачу.

Припустимо, наприклад, що маса m задана неточно. В цьому випадку,

вважаємо її величину залежною вiд параметра: m = (1 + p)кг. Визначи-

мо область P2 змiни параметра p, при всiх значеннях параметра з якої

побудоване керування ∆ глобально асимптотично стабiлiзує нульовий стан

рiвноваги моделi. Згiдно спiввiдношень (6.83), такою областю може бути iн-

тервал [−0.35, 0.02]. На Рис. 6.9 зображено поведiнку моделi при p = −0.3

i початкових значеннях змiнних q1 = 0, q2 = 0, q̇1 = 1, q̇2 = 0.

а) б) в)

г) д)

Рис. 6.9 – Поведiнка змiнних при p = −0.3. Приклад 6.3

6.2 Керування кутовою швидкiстю обертання двигуна

постiйного струму послiдовного збудження

Двигун постiйного струму послiдовного збудження (ДПС ПЗ) представляє

собою машину постiйного струму, в якiй обмотка збудження пiдключена
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последовно з обмоткою якоря (див. [1, 93]). Двигуни такого типу можуть

развивати значний обертовий момент при невисокiй швидкостi обертан-

ня, чим зумовлено їх використання в якостi двигунов для кранiв, лифтiв,

електропоїздiв (див. [144]), конвейєрiв, автомобiльних стартерiв i.т.iн. Вiд-

мiтимо, що при зменшеннi навантаження на валу швидкiсть ДПС ПЗ бу-

де збульшуватись, причому при вiдсутностi навантаження (холостий хiд)

збiльшення швидкостi буде значним, що може призвести до руйнування

двигуна. Таким чином, використання ДПС ПЗ є недоцiльним там, де на-

вантаження носить нерегулярний характер, часто змiнюється чи потребує

частого вмикання/вимикання двигуна.

Крiме того, очевидно, актуальною задачею є керування швидкiстю обер-

тання ДПС ПЗ i пiдтримка її постiйного значення. Одним iз способiв такого

керування є змiна величини напруги, що пiдводиться до двигуна, шляхом

змiни опору в ланцюзi якоря. Недивлячися на те, що регулювання швидко-

стi вказаним методом пов’язано iз втратами енергiї в реостатi регулювання,

данний спосiб знаходить застосування в кранових установках та електровiз-

ках зогляду на свою простоту. Також цi механiзми працюють зi значними

перервами, що зменшує втрати енергiї на нагрiвання опорiв реостатiв.

Згiдно [151], динамiка ДПС ПЗ описується системою диференцiальних

рiвнянь наступного вигляду:
L
di

dt
= −Ri−KmLf iω + V,

J
dω

dt
= KmLf i

2 −Dω −M,

(6.84)

де i – сила тока в ланцюгу, ω – кутова швидкiсть обертання мотора, V – на-

пруга, що подається на вхiд, R – сумарнiй опiр обмотки збудження i обмо-

тки якоря, L – сумарна iндуктивнiсть обмотки збудження i обмотки яко-

ря, Lf – iндуктивнiсть обмотки збудження, Km – коефiцiєнт противо-ЭРС,
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J – момент iнерцiї ротора, D – коефiцiєнт в’язкого тертя, M – обертовий

момент двигуна. Щоб визначити M , ДПС ПЗ обертає вал електродвигуна

з постiйними магнiтами, яккий працює в режимi генератора i замкнений

на зовнiшньому опорi RL. В цьому випадку M =
K2
mLω

RaL +RL
, де RaL – опiр

обмотки якоря, а KmL – стала моменту електродвигуна з постiйними ма-

гнiтами.

Пiдставивши значення M в (6.84) i позначивши y1 = ω, y2 = i, предста-

вимо (6.84) у виглядi
ẏ1 =

KmLf
J

y2
2 −

D +
K2
mL

RaL +RL

J
y1,

ẏ2 = −R
L
y2 −

KmLf
L

y1y2 +
1

L
V.

(6.85)

Згiдно [106], позначимо Tm =
J

D
i Te =

L

R
– механiчна та електрична часовi

константи, вiдповiдно, i введемо нову часову шкалу τ =
t

Tm
. Тодi систему

диференцiальних рiвнянь (6.85) приведемо до вигляду рiзнотемпової:


dy1

dτ
=
KmLf
D

y2
2 − y1 −

K2
mL

(RaL +RL)D
y1,

ε
dy2

dτ
= −y2 −

KmLf
R

y1y2 +
1

R
V,

(6.86)

де ε =
Te
Tm

– достатньо мале, оскiльки звичайно Tm � Te.

Позначимо a = −1− K2
mL

(RaL +RL)D
, b =

KmLf
D

, c = −KmLf
R

, a < 0, b > 0,

c < 0 i припустимо, що параметри системи диференцiальних рiвнянь (6.86)

визначенi неточно, тобто величини a, b i c будемо вважати неперервно зале-

жними вiд деякого значення скалярного параметра p ∈ R, який належить

замкненiй множинi P ⊂ R. Причому, константи Te i Tm вважаємо незале-

жними вiд p, тобто величини J , D, L и R вимiрянi точно. Таким чином, з
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(6.86) отримаємо 
dy1

dτ
= a(p)y1 + b(p)y2

2,

ε
dy2

dτ
= −y2 + c(p)y1y2 +

1

R
V.

(6.87)

Вiдносно величин a(p), b(p), c(p) i областi P зробимо наступне припу-

щення:

Припущення 6.1. Нехай величини a(p), b(p), c(p) i область P такi,

що a(p) < 0, b(p) > 0, c(p) < 0 для всiх p з областi P .

Потрiбно знайти таку залежнiсть, згiдно якї змiнюється напруга, що

подається на вхiд ДПС ПЗ, щоб кутова швидкiсть обертання ДПС ПЗ пря-

мувала до заданної величини ω при t → ∞. Нехай сила струму в ланцюзi

ДПС ПЗ прямує до величини I(p), p ∈ P , якщо ω → ω. Iншими сло-

вами, нехай
(
ω, I(p)

)
– стан рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь

(6.87) при керуваннi V . З першого рiвняння системи диференцiальних рiв-

нянь (6.87) отримаємо, що рiвноважне значення сили струму I(p) рiвне√
−a(p)ω

b(p)
, p ∈ P . Нехай напруга, яка подається на вхiд ДПС ПЗ змiнює-

ться по закону, який має вигляд

V (p) = −RI(p)K +R(1− c(p)ω +K)y2, p ∈ P, (6.88)

де K < 0 – деяка константа. Система диференцiальних рiвнянь (6.87) ке-

руванням (6.88) приводиться до вигляду
dy1

dτ
= a(p)y1 + b(p)y2

2,

ε
dy2

dτ
= (K − c(p)ω)y2 + c(p)y1y2 − I(p)K.

(6.89)

Легко переконатися, що точка
(
ω, I(p)

)
є станом рiвноваги системи ди-
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ференцiальних рiвнянь (6.89) для всiх значень параметра p з областi P .

Зробивши замiну змiнних в системi диференцiальних рiвнянь (6.89) по фор-

мулам 
x1 = y1 − ω,

x2 = y2 − I(p),

отримаємо систему диференцiальних рiвнянь
dx1

dτ
= a(p)x1 + b(p)x2

2 + 2b(p)I(p)x2,

ε
dx2

dτ
= c(p)I(p)x1 + c(p)x1x2 +Kx2.

(6.90)

Система диференцiальних рiвнянь (6.90) має нульовий стан рiвноваги при

всiх значеннях параметра p ∈ P .

Сформулюємо i доведемо теорему яка мiстить основний результат да-

ного пiдроздiлу.

Теорема 6.4. Нехай величини a(p), b(p), c(p) i множина P ⊂ R такi,

що виконуються умови Припущення 6.1. Тодi для кожного значення па-

раметра p з областi P iснує таке керування вигляду (6.88) з параметром

керування K <
ωc(p)

4
, що кутова швидкiсть ДПС ПЗ, поведiнка якого

описується системою диференцiальних рiвнянь (6.87), керуванням (6.88)

приводиться до заданої величини ω при t → ∞, незалежно вiд початко-

вих значень змiнних.

Доведення. Очевидно, що з певного виду стiйкостi нульового стану рiв-

новаги системи диференцiальних рiвнянь (6.90) слiдує аналогiчний вид

стiйкостi стану рiвноваги
(
ω, I(p∗)

)
системи диференцiальних рiвнянь

(6.89) або, що рiвносильно, системи диференцiальних рiвнянь (6.87) при

керуваннi (6.88). Тому, для доведення твердження теореми, достатньо до-

вести, що для всiх значень параметр p з областi P нульовий стан рiвноваги
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системи диференцiальних рiвнянь (6.90) глобально асимптотично стiйкий.

Виберемо довiльне значення параметра p∗ з областi P i розглянемо

систему диференцiальних рiвнянь (6.90) при цьому значеннi параметра.

Параметр керування K вважаємо таким, що задовольняє спiввiдношення

K <
ωc(p∗)

4
, K < 0. Представимо систему диференцiальних рiвнянь (6.90)

у псевдолiнiйному виглядi

dx

dτ
= A(x, p∗)x, (6.91)

де x = (x1 x2)
T ,

A(x, p∗) =

 a(p∗) b(p∗)x2 + 2b(p∗)I(p∗)

c(p∗)

ε
x2 +

c(p∗)I(p∗)

ε

K

ε

 .

Розглянемо квадратичну функцiю Ляпунова U(x) = xTPx, де

P =

 1 0

0 −b(p
∗)ε

c(p∗)

 .

Очевидно, що при виконаннi умов Припущення 6.1, величина −b(p
∗)ε

c(p∗)
до-

датна i функцiя U(x) додатно визначена за Ляпуновим. Крiм того, ця фун-

кцiя нескiнченно велика i зростаюча вцiлому.

Обрахуємо похiдну функцiї U(x) по часу вздовж розв’язкiв системи ди-

ференцiальних рiвнянь (6.91)

dU(x)

dτ

∣∣∣
(6.91)

=

(
dx

dτ

)T
Px+ xTP

dx

dτ
=

= xTAT (x, p∗)Px+ xTPA(x, p∗)x = xTB(p∗)x,
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де

B(p∗) =

 2a(p∗) b(p∗)I(p∗)

b(p∗)I(p∗) −2Kb(p∗)

c(p∗)

 .

Враховуючи, що a(p∗) < 0, згiдно критерiю Сильвестра, достатньою умо-

вою для вiд’ємної визначеностi матрицi B(p∗) є виконання нерiвностi

−4Ka(p∗)b(p∗)

c(p∗)
− b2(p∗)I2(p∗) > 0. (6.92)

Пiдставивши в (6.92) рiвноважне значення сили струму I(p∗) =

√
−a(p∗)ω

b(p∗)
,

отримаємо нерiвнiсть

−4a(p∗)b(p∗)

c(p∗)
K + b(p∗)a(p∗)ω > 0,

яка, очевидно, виконується для вибраного значення параметра керування.

Таким чином, функцiя U(x) є функцiєю Ляпунова, яка в силу теореми 12.1

(див. [3]) дозволяє встановити глобальну асимптотичну стiйкiсть нульового

стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.91), тобто нульового

стану рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (6.90).

Оскiльки значення параметра p∗ є довiльним з областi P , то, очеви-

дно, для кожного значення параметра p з цiєї областi буде iснувати таке

керування вигляду (6.88) з параметром керування K <
ωc(p)

4
, що кутова

швидкiсть ДПС ПЗ, поведiнка якого описується системою диференцiаль-

них рiвнянь (6.87), керуванням (6.88) приводиться до заданої величини ω

при t→∞, незалежно вiд початкових значень змiнної.

Теорему доведено.

Приклад 6.3. В якостi прикладу розглянемо керування кутовою швид-

кiстю ДПС ПЗ, який має наступнi числовi параметри: R = 7.2Ом,
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L = 0.0917Гн, KmLf = 0.1236Н · м/А2, J = 0.0007046кг · м2,

D = 0.0004Н · м/(рад/с), KmL = 0.173Н · м/А, RaL = 2.5Ом, RL = 5Ом.

В цьому випадку, Tm = 1.7615с, Te = 0.012736с, ε = 0.0072. Вважаємо,

що величина KmLf вимiряна неточно i вiдомо, лише, про її приналежнiсть

деякiй множинi, тобто KmLf = 0.1236 + p, де p ∈ P . Тодi a = −10.976,

b(p) =
0.1236 + p

0.0004
с−1 · А−2, c(p) =

−0.1236− p
7.2

с. Потрiбно визначити ке-

рування V , яке забезпечить обертання ДПС ПЗ з кутовою швидкiстю

ω = 2об/с i множину значень параметра p, при яких рiвноважна куто-

ва швидкiсть обертання ДПС ПЗ не змiниться. Згiдно Теореми 6.3, так як

a не залежить вiд параметра p i є сталою вiд’ємною величиною, то множи-

на P визначається з умов b(p) > 0, c(p) < 0 для всiх p ∈ P . Така множина

отримана у виглядi iнтервала P = {p ∈ R | − 0.1236 < p ≤ 7.0764}.

Оскiльки I(p) =
0.0937√

0.1236 + p
, то з (6.88) отримаємо, що

V (p) = −7.2 · 0.0937√
0.1236 + p

·K + 7.2

(
1 +

0.1236 + p

7.2
· 2 +K

)
y2,

де параметр керування K = −2

3
вибираємо згiдно умов Теореми 6.3. Таким

чином, остаточно, шукане керування має вигляд

V (p) =
0.44976√
0.1236 + p

+ (2.6472 + 2p)y2.

Згiдно Теореми 6.3, для всiх p з P знайдене керування забезпечує обертання

ДПС ПЗ з кутовою швидкiстю ω = 2об/с.

На Рис. 6.10 показана еволюцiя кутової швидкостi ДПС ПЗ, тобто пове-

дiнка змiнної y1 системи дифере нцiальних рiвнянь (6.87) при знайденому

керуваннi i початкових значеннях змiнних y01 = (5, 0.5), y02 = (10, 1),

y03 = (20, 3), коли параметр p приймає значення p1 = 7, p2 = 3, p3 = −0.1,

вiдповiдно.
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Рис. 6.10 – Еволюцiя кутової швидкостi ДПС ПЗ при рiзних початкових
значеннях змiнних i рiзних значеннях параметра

На Рис. 6.11 показана еволюцiя кутової швидкостi ДПС ПЗ, при послi-

довному застосуваннi керувань V (p), K = −2

3
, ω = 2об/с,

V1(p) =
2.337√

0.1236 + p
+ (−6.4584 + 6p)y2, K = −2, ω = 6об/с,

V2(p) =
4.7468√

0.1236 + p
+ (−13.0404 + 11p)y2, K = −3, ω = 11об/с i поча-

тковому значеннi змiнної y0 = (0, 0.5), коли параметр p приймає значення

p = 7.

Рис. 6.11 – Еволюцiя кутової швидкостi ДПС ПЗ при послiдовному засто-
суваннi рiзних керувань
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6.3 Результати та висновки

Велика кiлькiсть механiчних систем мiстять процеси, що протiкають у вiд-

повiдностi до рiзних часових шкал (див. напр., [84, 151]). Математичними

моделями таких систем є системи диференцiальних рiвнянь, що мають па-

раметр при похiдних у частинi рiвнянь, який визначає вiдношення швид-

костей швидких та повiльних рухiв, або рiзнотемповi системи. В роздiлi 6

розглянуто застосування прямого методу Ляпунова до дослiдження дина-

мiчних характеристик математичних моделей механiчних систем, якi ма-

ють вигляд неточних рiзнотемпових систем диференцiальних рiвнянь.

Для маятника з маховиком, застосовуючи метод DSC, побудоване керу-

вання обертанням маховика, яке глобально стабiлiзує верхнiй стан рiвнова-

ги маятника у той час, як маховик припинить своє обертання. Доведення

цього факту вiдбувається за допомогою побудованої в явному виглядi фун-

кцiї Ляпунова. Це також дає змогу отримати оцiнки на параметри керува-

ння, величину параметра, що визначає вiдношення швидкостей швидких

та повiльних рухiв та область робастностi побудованого керування. Заува-

жимо, що керування отримане в явному виглядi i має значно простiший

вигляд, нiж, наприклад, в [73, 168], де питання збiльшення складностi ви-

гляду керування становило значну проблему.

Для моделi, що отримала назву TORA, застосовуючи метод DSC, по-

будоване керування обертанням ексцентрикового маховика, що глобально

стабiлiзує поступальний рух. Побудовано в явному виглядi функцiю Ля-

пунова, яка дає змогу встановити глобальну асимптотичну стiйкiсть ста-

ну рiвноваги математичної моделi об’єкта, що розглядається, встановити

область робастностi керування в просторi параметрiв моделi та оцiнити

величину параметра, який визначає вiдношення швидкостей швидких та

повiльних рухiв. Пiдкреслимо значно простiший вигляд керування нiж

в [168,193] та можливiсть вар’ювати його вигляд для вибору оптимальних
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параметрiв керуючого об’єкта.

Для одноланкового манiпулятора iз пружним зчленуванням, де пру-

жнiсть трансмiсiї моделюється торсiонною пружиною i сила пружностi вва-

жається нелiнiйно залежною вiд змiщення, побудоване керування, яке за-

безпечує глобальну стабiлiзацiю стану рiвноваги механiчної моделi. Заува-

жимо, що зазвичай, при аналiзi такої моделi, сила пружностi вважається

лiнiйно залежною вiд змiщення. Але бiльшої адекватностi математична мо-

дель набуває, якщо враховувати нелiнiйний характер згадуваної сили, що

стає критичним, коли розглядаються великi навантаження чи iншi погра-

ничнi режими функцiонування механiчної моделi. В цьому випадку звести

вiдповiдну математичну модель до лiнiйного вигляду не є можливим i зада-

ча побудови керування залишалася вiдкритою. Застосування методу DSC

дало змогу побудувати вiдповiдне керування, а використання прямого ме-

тоду функцiй Ляпунова – встановити його здатнiсть глобально стабiлiзува-

ти вiдповiдний стан рiвноваги механiчної моделi. Отримано оцiнки областi

робастностi керування в просторi параметрiв моделi та оцiнку на величину

параметра, який визначає вiдношення швидкостей швидких та повiльних

рухiв.

Дослiджено динамiку двигуна постiйного струму послiдовного збудже-

ння, яка задається рiзнотемповою системою диференцiальних рiвнянь. За-

уважимо, що така форма системи диференцiальних рiвнянь є природньою,

оскiльки процеси, що вiдбуваються у ДПС ПЗ, мають рiзнi часовi шкали.

Так час, за який змiнюється сила струму в контурi, на декiлька порядкiв

менший, нiж час, за який вiдбувається змiна кутової швидкостi обертання

валу. Запропоновано керування, тобто закон змiни напруги, що подається

на вхiд ДПС ПЗ, яке забезпечує обертання валу iз необхiдною кутовою

швидкiстю. Показана робастнiсть отриманого керування, що було пробле-

мою при розглядi схожих задач (див. [106]). Також вказана область такої
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робастностi у просторi параметрiв моделi.

Зауважимо, що динамiка рiзнотемпових систем диференцiальних рiв-

нянь, якi описують поведiнку реальних механiчних систем i розглядалися

в цьому роздiлi, дослiджувалася без роздiлу рухiв на швидкi та повiльнi.

Внаслiдок суттєвої нелiнiйностi деяких систем це б значно ускладнило їх

дослiдження. Крiм того, використання методу функцiй Ляпунова дозволи-

ло отримати область робастностi керування та оцiнки на величину параме-

тра, який визначає вiдношення швидкостей швидких та повiльних рухiв,

що є суттєвим, оскiльки вiн явним чином входить до закону керування.

Основнi результати цього роздiлу викладено в роботах [45,82,84,85,87–

90].
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ВИСНОВКИ

Отриманi результати є iнструментом аналiзу практичних проблем, що

виникають у рiзних галузях науки та технiки. Вони дозволяють робити

висновок про якiсну поведiнку рiзних типiв неточних рiзнотемпових мо-

делей механiчних систем на нескiнченному часовому iнтервалi у випадку,

якщо внаслiдок, наприклад, значної нелiнiйностi моделi, що розглядається,

застосування, зокрема, методу роздiлення змiнних ускладнене. Крiм того,

достатнi умови параметричної стiйкостi дають можливiсть максимально

врахувати вплив неточних параметрiв на динамiчнi характеристики моде-

лей механiчних систем, тобто точнiше моделювати реальнi задачi i, вiдпо-

вiдно, точнiше прогнозувати поведiнку реальних механiчних систем.

Основнi результати проведених дослiджень, що представленi в дисерта-

цiї, наведенi нижче.

1. Запропоновано новий пiдхiд до визначення областi, для значень пара-

метрiв з якої iснує стан рiвноваги неточних рiзнотемпових систем рi-

зних класiв, як-то систем типу Лур’є–Постнiкова у випадку, коли вони

допускають видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем та у ви-

падку неможливостi такого роздiлення, нелiнiйних систем у загально-

му виглядi, в тому числi великомасштабних. Причому, вiдповiднi оцiн-

ки областей i оцiнки на нелiнiйностi функцiй, що входять до системи,

потребують iнформацiї про поведiнку моделi лише при деякому фi-

ксованому значеннi параметра, що є суттєвою перевагою порiвняно з

вiдомими результатами.

2. Запропоновано узагальнення прямого методу Ляпунова для дослiджен-

ня параметричної стiйкостi неточних нелiнiйних рiзнотемпових систем

диференцiальних рiвнянь, що полягає у його розширеннi на новий клас

систем, якi дослiджуються, у нових способах побудови вiдповiдних до-
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помiжних функцiй, якi враховують рухомiсть стану рiвноваги системи

диференцiальних рiвнянь та наявнiсть в нiй параметра, що визначає

вiдношення швидкостей “швидких” та “повiльних” рухiв, а також у но-

вих умовах стiйкостi, отриманих за їх допомогою.

3. Для систем типу Лур’є–Постнiкова, у випадку, коли вони допускають

видiлення “швидкої” та “виродженої” пiдсистем, отримано достатнi умо-

ви глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi та параметричної

нестiйкостi, якi для систем такого класу дають можливiсть робити ви-

сновок про динамiку системи при всiх можливих типах динамiки вка-

заних пiдсистем без потреби вiдшукання рухомого стану рiвноваги. У

випадку, коли системи типу Лур’є–Постнiкова не допускають видiле-

ння “швидкої” та “виродженої” пiдсистем або у випадку браку вiдомо-

стей про динамiчнi характеристики вказаних пiдсистем, застосовуючи

багатокомпонентнi функцiї Ляпунова також отримано достатнi умови

глобальної асимптотичної параметричної стiйкостi без потреби вiдшу-

кання рухомого стану рiвноваги.

4. Отримано достатнi умови глобальної асимптотичної параметричної

стiйкостi для неточних нелiнiйних рiзнотемпових систем в загально-

му виглядi, якi не потребують вiдшукання рухомого стану рiвноваги,

як у припущеннi про їх великомасштабнiсть, так i без такого припуще-

ння, а також запропоновано спосiб побудови керування, що забезпечує

глобальну асимптотичну параметричну стiйкiсть неточної нелiнiйної

рiзнотемпової системи в загальному виглядi вiдносно певної областi у

просторi параметрiв системи у випадку її параметричної нестiйкостi.

5. Незалежно вiд вибору функцiй приналежностi нечiтких множин вста-

новлено достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвно-

ваги нечiткої моделi типу Такагi–Сугено iз рiзнотемповими локальними
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пiдсистемами у випадку як стiйкостi, так i нестiйкостi лiнiйних набли-

жень локальних пiдсистем, а також область такої стiйкостi у просторi

параметрiв моделi. У випадку, коли застосувати отриманi результати

для побудови функцiї Ляпунова не вдається, запропоновано керуван-

ня, яке забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового стану рiвноваги

нечiткої моделi типу Такагi–Сугено вiдносно певної областi у просторi

параметрiв моделi незалежно вiд вибору функцiй приналежностi нечi-

тких множин.

6. Розвинуто спосiб побудови керування для неточних малоприводних ме-

ханiчних систем, застосовуючи який отримано явнi вигляди керування,

що для всiх значень параметрiв моделей з деяких областей забезпечу-

ють глобальну асимптотичну стiйкiсть верхнього положення рiвноваги

маятника з маховиком, глобальну асимптотичну стiйкiсть стану рiвно-

ваги TORA, глобальну асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги манi-

пулятора iз пружним зчленуванням. Також запропоновано керування,

тобто закон змiни напруги, що подається на вхiд двигуна постiйного

струму послiдовного збудження, яке забезпечує обертання валу дви-

гуна iз необхiдною кутовою швидкiстю для всiх значень параметрiв

моделi з деякої областi та незалежно вiд початкових значень змiнних.
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