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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Iíæåíåðíèì ðîçðàõóíêàì, ùî âðàõîâóþòü íàÿâíiñòü
òðiùèí â içîòðîïíèõ òà îðòîòðîïíèõ â'ÿçêîïðóæíèõ òiëàõ, ïðèäiëÿ¹òüñÿ âñå áiëü-
øå óâàãè ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî âîíè çîñåðåäæåíi íà âèÿâëåííi ãðàíèöü îïîðó ðóéíó-
âàííþ é äîâãîâi÷íîñòi êîíñòðóêöié, âèãîòîâëåíèõ iç ñó÷àñíèõ ìàòåðiàëiâ, òàêèõ
ÿê àðìîâàíi ïëàñòèêè, íàíîêîìïîçèòè òà ií. Ïåðåâàæíî öi ðîçðàõóíêè áàçóþòüñÿ
íà ðåçóëüòàòàõ ëiíiéíî-ïðóæíî¨ ìåõàíiêè ðóéíóâàííÿ. Êîëè íåëiíiéíîþ ïîâåäií-
êîþ ìàòåðiàëó â îêîëi âåðøèíè òðiùèíè ìîæíà çíåõòóâàòè ëiíiéíà ìåõàíiêà ðóé-
íóâàííÿ äà¹ åôåêòèâíi ðåçóëüòàòè ïðè ïðîãíîçóâàííi ãðàíè÷íîãî ñòàíó òðiùèíè.

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ñòàíó ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè ïðè
íàÿâíîñòi òðiùèíè â êîíñòðóêöi¨ ç êîìïîçèòíîãî ìàòåðiàëó, áåòîíó àáî iíøîãî
êâàçiêðèõêîãî ìàòåðiàëó ðîçìið çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ âèÿâëÿ¹òüñÿ íå äîñòàòíüî
ìàëèì ó ïîðiâíÿííi ç iíøèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè ðîçìiðàìè, ùî ïðèçâîäèòü äî
íåâiäïîâiäíîñòi óìîâàì çàñòîñóâàííÿ ñèëîâîãî êðèòåðiþ. Äåÿêi ìåõàíiçìè (óòâî-
ðåííÿ ìiêðîòðiùèí òà ïîðîæíèí ó ôðîíòó òðiùèíè, ¨õ çëèòòÿ, áðiäæèíã òà iíøi
ìåõàíiçìè íà ìiêðîðiâíi), ùî ñóïðîâîäæóþòü ðîçâèòîê òðiùèíè, ìàþòü iñòîòíèé
âïëèâ íà íåâèêîíàííÿ öèõ óìîâ. ßêùî ðîçìið çîíè íå ¹ äîñòàòíüî ìàëèì çà
iíøi õàðàêòåðíi ðîçìiðè çàäà÷i, íåçàìiííèì iíñòðóìåíòîì àíàëiçó ñòà¹ ìîäåëü
çîíè ç÷åïëåííÿ (ÌÇÇ). Ñêëàäíi ôiçè÷íi åôåêòè, ùî ìàþòü ìiñöå â îêîëi âåð-
øèíè òðiùèíè, ìîæíà çìîäåëþâàòè çà äîïîìîãîþ ââåäåííÿ íåëiíiéíèõ åôåêòiâ
äåôîðìóâàííÿ, ùî çíåñåíi íà âiäðiçîê íà ïðîäîâæåííi òðiùèíè.

Áiëüøiñòü äîñëiäæåíü ó ðàìêàõ ÌÇÇ ïðîâåäåíi çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñêií-
÷åííèõ åëåìåíòiâ. Àïàðàò òåîði¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ äîçâîëÿ¹ âèÿâèòè
îñíîâíi çàêîíîìiðíîñòi ìiæ ïàðàìåòðàìè ìîäåëi òà ïàðàìåòðàìè ñòàíó ãðàíè÷íî¨
ðiâíîâàãè, çðîáèòè âèñíîâêè, ùî ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíèìè ïðè ðîçðàõóíêàõ
òië ñêëàäíî¨ ãåîìåòði¨ òà çà óìîâ ðiçíèõ ñõåì íàâàíòàæåííÿ. Äî òîãî æ âèíèêà¹
ìîæëèâiñòü çàäîâîëüíèòè óìîâó ñêií÷åííîñòi íàïðóæåíü ó òiëi, âèêîíàííÿ ÿêî¨
âèìàãàþòü êëàñè÷íi òåîði¨ ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ òðiùèí.

Íåîäíîðiäíiñòü ïîëÿ íàïðóæåíü íà ëiíi¨ ðîçòàøóâàííÿ òðiùèíè ìîæå ïðè-
çâîäèòè äî ÷àñòêîâîãî êîíòàêòó áåðåãiâ òðiùèíè, ùî íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè ïðè
âèçíà÷åííi ïàðàìåòðiâ ãðàíè÷íîãî ñòàíó òà ïðè äîñëiäæåííi ïîâiëüíîãî ïiäðîñòà-
ííÿ òðiùèíè. Âðàõóâàííÿ çñóâíîãî ïîëÿ íàïðóæåíü âèìàãà¹ çàñòîñóâàííÿ ñó÷à-
ñíèõ ìîäåëåé, ùî ïîâ'ÿçóþòü çñóâíi òà íîðìàëüíi ç÷åïëåííÿ, ÿêi ââîäÿòüñÿ ïðè
âèêîðèñòàííi ìîäåëi.

Âðàõóâàííÿ âèùåçãàäàíèõ îáñòàâèíè îáóìîâëþ¹ àêòóàëüíiñòü âèáðàíî¨ òåìè
äèñåðòàöi¨.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äèñåðòà-
öiéíà ðîáîòà âiäïîâiäà¹ îñíîâíèì íàïðÿìêàì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü âiääiëó ìåõà-
íiêè ðóéíóâàííÿ ìàòåðiàëiâ Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà-
¨íè. Äèñåðòàöiéíå äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèëîñü ïðè âèêîíàííi íàñòóïíèõ íàóêîâî-
äîñëiäíèõ ðîáiò: ÍÄÐ 1.3.1.445ï �Äîñëiäæåííÿ äîâãîòðèâàëîãî äåôîðìóâàííÿ
òà ðóéíóâàííÿ àíiçîòðîïíèõ â'ÿçêîïðóæíèõ òië� íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
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0103U008055, 2003�2004 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.345 �Äîñëiäæåííÿ êâàçiñòàòè÷íèõ ïðî-
öåñiâ ðîçâèòêó òðiùèí ó êîìïîçèòàõ íà îñíîâi ìîäåëåé íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè ðóéíó-
âàííÿ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0104U000300, 2004�2007 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.358
�Ðîçðîáêà íîâèõ íåòðàäèöiéíèõ ïiäõîäiâ íà îñíîâi äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíèõ ìå-
òîäiâ i êîìáiíîâàíèõ ìîäåëåé äåôîðìóâàííÿ i ðóéíóâàííÿ êîìïîçèòíèõ ìàòå-
ðiàëiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåì ìiöíîñòi i äîâãîâi÷íîñòi ñó÷àñíèõ êîíñòðóêöié�,
íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0107U000163, 2007�2011 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.487ï �Äîñëi-
äæåííÿ âïëèâó â'ÿçêîïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé êîìïîçèòiâ íà êîíöåíòðàöiþ íàïðó-
æåíü ïîáëèçó îòâîðiâ ïðè ñòàòè÷íîìó íàâàíòàæåííi�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0109U000252, 2009�2010 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.366 �Äîñëiäæåííÿ ìåõàíiçìiâ êâàçiñòà-
òè÷íîãî ðîçâèòêó òðiùèí â àíiçîòðîïíèõ i êóñêîâî-îäíîðiäíèõ òiëàõ ïðè ðîçòÿ-
çi i çñóâi ç çàñòîñóâàííÿì ïiäõîäiâ ìåçîìåõàíiêè ðóéíóâàííÿ�, íîìåð äåðæàâíî¨
ðå¹ñòðàöi¨ 0107U008617, 2008�2012 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.503ï �Äîñëiäæåííÿ êâàçiñòà-
òè÷íèõ ïðîöåñiâ äåôîðìóâàííÿ i ïî÷àòêîâîãî ðóéíóâàííÿ ïðóæíèõ i â'ÿçêîïðó-
æíèõ îðòîòðîïíèõ ïëàñòèí ç êîëiíåàðíèìè òðiùèíàìè ïðè ðîçòÿçi�, íîìåð äåð-
æàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U002393, 2011 ð.; ÍÄÐ � 1.3.1.385 �Ðîçðîáêà ìîäåëåé íåëi-
íiéíîãî äåôîðìóâàííÿ òà ðóéíóâàííÿ êîíñòðóêòèâíèõ ìàòåðiàëiâ ç óðàõóâàííÿì
¨õ äåôåêòíîñòi, àíiçîòðîïi¨, â'ÿçêîïðóæíèõ òà ïëàñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé�, íîìåð
äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0112U000252, 2012�2016 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.386 �Äîñëiäæåííÿ
êâàçiñòàòè÷íèõ ïðîöåñiâ ðîçâèòêó òðiùèí ó â'ÿçêîïðóæíèõ i íåëiíiéíî ïðóæíèõ
òiëàõ íà îñíîâi ìîäåëåé íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè ðóéíóâàííÿ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹-
ñòðàöi¨ 0113U002153, 2013�2015 ðð.; ÍÄÐ � 1.3.1.408 �Âèçíà÷åííÿ òðiùèíîñòiéêî-
ñòi i äîâãîâi÷íîñòi êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ íà îñíîâi ìåòîäiâ íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè
ðóéíóâàííÿ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U005710, 2016�2017 ðð.

Ìåòà òà çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòà ðîáîòè ïîëÿãà¹ â ïîñòàíîâöi é
ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ìåõàíiêè òðiùèí íà îñíîâi ñó÷àñíèõ ìîäåëåé äëÿ âðàõóâàííÿ
íàÿâíèõ áiëÿ âåðøèí òðiùèíè çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ, âèçíà÷åííi íà îñíîâi îòðè-
ìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàìåòðiâ ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè ïðóæíèõ òië iç òðiùèíàìè òà
ïðîãíîçóâàííi êiíåòèêè ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ òðiùèíè ó â'ÿçêîïðóæíîìó ñåðå-
äîâèùi.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè íåîáõiäíî:

1. Ðîçâèíóòè ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ëiíiéíî¨ â'ÿçêîïðóæíîñòi äëÿ âðàõóâàííÿ
â'ÿçêîïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåðiàëiâ êîìïîíåíò êîìïîçèòà.

2. Ñôîðìóëþâàòè ñòðîãó ìàòåìàòè÷íó ïîñòàíîâêó çàäà÷i ìåõàíiêè òðiùèí iç
çîíîþ ïåðåäðóéíóâàííÿ ó â'ÿçêîïðóæíèõ içîòðîïíèõ òà îðòîòðîïíèõ òiëàõ â
óìîâàõ äi¨ ðîçòÿãóâàëüíèõ òà çñóâíèõ çóñèëü.

3. Ðîçðîáèòè åôåêòèâíèé ïiäõiä äî âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ äîêðèòè÷íîãî ñòàíó
òà ñòàíó ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè òiëà ç òðiùèíîþ çìiøàíîãî ðåæèìó ðóéíóâàííÿ
(íîðìàëüíèé âiäðèâ òà ïîïåðå÷íèé çñóâ).

4. Îòðèìàòè åôåêòèâíèé ÷èñëîâî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïîâiëü-
íîãî ïîøèðåííÿ òðiùèí íîðìàëüíîãî âiäðèâó ó â'ÿçêîïðóæíèõ ñåðåäîâèùàõ;
âðàõóâàòè ìîæëèâèé ÷àñòêîâèé êîíòàêò áåðåãiâ òðiùèíè ïðè äîêðèòè÷íîìó
çðîñòàííi.
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5. Ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè íîâèõ ïëîñêèõ çàäà÷ äëÿ íåîáìåæåíîãî òiëà ç òðiùè-
íîþ çà íàÿâíîñòi çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ òà çà óìîâè íåîäíîðiäíîãî ïîëÿ íà-
ïðóæåíü íà ëiíi¨ ðîçòàøóâàííÿ òðiùèíè.

6. Ïðîâåñòè àïðîáàöiþ àëãîðèòìó âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ñòàíó ãðàíè÷íî¨ ðiâ-
íîâàãè òiëà ç òðiùèíîþ ïðè äîñëiäæåííi âïëèâó ïàðàìåòðiâ ôîðìè çàêîíó
ç÷åïëåííÿ-âiäðèâó (ÇÇÂ).
Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êiíåòèêà ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ òðiùèíè íîðìàëü-

íîãî âiäðèâó â içîòðîïíèõ i îðòîòðîïíèõ â'ÿçêîïðóæíèõ òiëàõ òà ïàðàìåòðè ñòàíó
ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè òiëà ç òðiùèíîþ çìiøàíîãî ðåæèìó ðóéíóâàííÿ â içîòðîïíèõ
i îðòîòðîïíèõ ïðóæíèõ òiëàõ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí çàçíà÷åíèõ òië iç
òðiùèíàìè, â îêîëi âåðøèí ÿêèõ óòâîðþþòüñÿ çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ.Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ëiíiéíîãî ñïðÿæåííÿ ç ðîçðèâ-
íèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè âèêîðèñòîâóâàëèñÿ òî÷íi àíàëiòè÷íi ìåòîäè òåîði¨ ôóí-
êöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Ðîçêðèòòÿ òðiùèíè øóêàëîñÿ äëÿ êóñêîâî-ëiíiéíîãî
ðîçïîäiëó ç÷åïëåííÿ àáî ùiëüíîñòi ðîçêðèòòÿ, ïðè÷îìó ç÷åïëåííÿ ïîâ'ÿçàíî ç
âiäðèâîì (ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i) çàêîíîì ç÷åïëåííÿ-âiäðèâó. Öåé çàêîí ó ïðî-
öåñi ïîøóêó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çàäîâîëüíÿâñÿ çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ÷èñëîâèõ
ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì ¨õ ëiíåàðèçàöi¨.
Âèìîãà ñêií÷åííîñòi íàïðóæåíü ó òiëi âíîñèòü ó ñèñòåìó äëÿ ïàðàìåòðiâ ðîç-
ïîäiëó ç÷åïëåííÿ íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ, ùî óíåìîæëèâëþþòü ëiíåàðèçàöiþ. Ùîá
óíèêíóòè öi¹¨ íåçðó÷íîñòi áóëà âèêîðèñòàíà ìîäèôiêîâàíà ïîñòàíîâêà, â îñíîâi
ÿêî¨ ëåæèòü ìåòîäèêà âðàõóâàííÿ êîíòàêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ áåðåãiâ òðiùèíè. Ðåàëiçà-
öiþ öi¹¨ ìåòîäèêè çâåäåíî äî âèêîðèñòàííÿ iòåðàòèâíî¨ ïðîöåäóðè, íà êîæíîìó
êðîöi ÿêî¨ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ àáî ëiíiéíà ñèñòåìà ðiâíÿíü (ó ðàçi ðiâíîìiðíîãî ÇÇÂ),
àáî íåëiíiéíà ñèñòåìà (ó ðàçi íåðiâíîìiðíîãî ÇÇÂ), ùî äîçâîëÿ¹ ëiíåàðèçàöiþ.

Äëÿ îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêó äëÿ â'ÿçêîïðóæíîãî ðîçêðèòòÿ âèêîðèñòàíî ïðèí-
öèï ïðóæíî-â'ÿçêîïðóæíî¨ àíàëîãi¨ äëÿ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ãðàíè÷íèõ óìîâ òà
çàïðîïîíîâàíi â ðîáîòi àëãîðèòìè îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, ùî âèêî-
ðèñòîâóþòü ìåòîäè ðàöiîíàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨, òà îïåðàòîðíîãî ìåòîäó, ùî âè-
êîðèñòîâóþòü îïåðàòîðíi ëàíöþãîâi äðîáè.

Îòðèìàíó íà îñíîâi êðèòåðiþ êðèòè÷íîãî ðîçêðèòòÿ òðiùèíè ñèñòåìó iíòå-
ãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà íåðiâíîñòåé, ùî îïèñó¹ çìiíó ïîëîæåííÿ âåðøèí òðiùèíè
ç ÷àñîì, ðîçâ'ÿçàíî øëÿõîì êîîðäèíàòíî-÷àñîâî¨ äèñêðåòèçàöi¨ òà âèêîðèñòàííÿ
ñòàíäàðòíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Íàóêîâà íîâèçíà ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:
1. Ïîáóäîâàíi åôåêòèâíi ìåòîäèêè îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ëiíiéíî¨ â'çêî-
ïðóæíîñòi. Ðîçâ'ÿçêè çíàéäåíî ó âèãëÿäi iíòåãðàëà Áîëüöìàíà ç äðîáîâî-
åêñïîíåíöiéíèì ÿäðîì.

2. Îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ðîçêðèòòÿ òðiùèíè â ðàìêàõ ÌÇÇ ç ðiâíîìið-
íèìè ðîçïîäiëàìè íîðìàëüíîãî i çñóâíîãî ç÷åïëåíü äëÿ ñõåìè íàâàíòàæåííÿ
ç ðîçïîäiëåíèì íàïðóæåííÿì íà íåñêií÷åííîñòi òà ñèñòåìîþ çîñåðåäæåíèõ
ñèë â îêîëi òðiùèíè. Âðàõîâàíî ìîæëèâèé êîíòàêò áåðåãiâ òðiùèíè.
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3. Ìåòîäèêó äîñëiäæåííÿ êîíòàêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ áåðåãiâ òðiùèíè çàñòîñîâàíî äëÿ
âèçíà÷åííÿ ðîçêðèòòÿ òðiùèíè â ðàìêàõ ÌÇÇ ç ðiâíîìiðíèì çàêîíîì ðîç-
ïîäiëó ç÷åïëåííÿ. Îòðèìàíèé àëãîðèòì íå ïåðåäáà÷à¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì
íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî äîâæèí ç÷åïëåííÿ, à âèêîðèñòîâó¹ iòåðàòèâíå
ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

4. Çàïðîïîíîâàíà ìåòîäèêà ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà íå-
ðiâíîñòåé, ùî îïèñó¹ ïîëîæåííÿ âåðøèí òðiùèíè çi çìiíîþ ÷àñó. Ðåàëiçàöiÿ
ìåòîäèêè çâîäèòüñÿ äî ïîñëiäîâíîãî âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ âåðøèí òðiùèíè
â äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó íà îñíîâi êîîðäèíàòíî-÷àñîâî¨ äèñêðåòèçàöi¨.

5. Ïîáóäîâàíi ñèñòåìè äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ äîêðèòè÷íîãî ñòàíó òà ãðà-
íè÷íî¨ ðiâíîâàãè òiëà ç òðiùèíîþ íîðìàëüíîãî âiäðèâó â ðàìêàõ ÌÇÇ. Îòðè-
ìàíî àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê ïî÷àòêîâå
íàáëèæåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ íåëiíiéíèõ âèçíà÷àëüíèõ ñèñòåì.

6. Çàïðîïîíîâàíà ïîñòàíîâêà, ÿêà äîçâîëèëà âèêîðèñòàòè ÌÇÇ ïðè äîñëiäæåííi
ñòàíó ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè òðiùèíè çìiøàíîãî ðåæèìó ðóéíóâàííÿ (íîðìàëü-
íèé âiäðèâ òà ïîïåðå÷íèé çñóâ). Âèêîðèñòàíî ôiçè÷íî îá ðóíòîâàíi çâ'ÿçêè
ìiæ âiäðèâàìè òà ç÷åïëåííÿìè. Ðîçâ'ÿçîê äëÿ ðîçêðèòòÿ, îòðèìàíèé íà îñíî-
âi öi¹¨ ïîñòàíîâêè, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ïëàâíîñòi çìèêàííÿ áåðåãiâ òðiùèíè òà
âiäñóòíîñòi ïåðåêðèòòÿ ¨¨ áåðåãiâ, à òàêîæ íåïåðåðâíî çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i äëÿ ìîäåëi áåç çîí ç÷åïëåííÿ ïðè çíèêíåííi çñóâíî¨ ñêëàäîâî¨ ïî-
ëÿ íàïðóæåíü. Ïîñòàíîâêà âèêîðèñòîâó¹ ìîäåëü ñêëàäíî¨ çîíè ç÷åïëåííÿ çi
ñïiëüíèìè õâîñòàìè ïðèêëàäàííÿ íîðìàëüíèõ òà çñóâíèõ ç÷åïëåíü. Âèêî-
ðèñòàíà ïîñòàíîâêà çâîäèòü çàäà÷ó äî ðîçâ'ÿçàííÿ çìiøàíî¨ îñíîâíî¨ çàäà÷i
òåîði¨ ïðóæíîñòi (íà îäíié ÷àñòèíi ãðàíèöi çàäàíî íàïðóæåííÿ, íà iíøié �
êîìáiíàöiþ íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ òà ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðåìiùåííÿ).
Îá ðóíòîâàíiñòü òà äîñòîâiðíiñòü ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ ó äèñåðòà-

öi¨, çàáåçïå÷ó¹òüñÿ êîðåêòíiñòþ òà ñòðîãiñòþ ìàòåìàòè÷íèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷
ó ðàìêàõ ìåõàíiêè äåôîðìiâíîãî òâåðäîãî òiëà òà ìåõàíiêè ðóéíóâàííÿ; çàñòî-
ñóâàííÿì îá ðóíòîâàíèõ, çäåáiëüøîãî òî÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ
ïîñòàâëåíèõ çàäà÷; âèêîðèñòàííÿì åêñïåðèìåíòàëüíî ïåðåâiðåíèõ êðèòåði¨â ðóé-
íóâàííÿ; óçãîäæåíiñòþ òà çáiãîì äåÿêèõ îäåðæàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ iç âiäîìèìè â ëi-
òåðàòóði ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè çà äîïîìîãîþ iíøèõ ìåòîäiâ; âiäïîâiäíiñòþ
ïîñòàíîâîê, ðåçóëüòàòiâ i âèñíîâêiâ äî ôiçè÷íî¨ ñóòi çàäà÷.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ ó ìîæëèâîñòi âè-
êîðèñòàííÿ ðîçðîáëåíèõ ìåòîäiâ, ùî âðàõîâóþòü ñó÷àñíi ìîäåëi òðiùèí, äëÿ äî-
ñëiäæåííÿ ñòàíó ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè ïðóæíîãî òiëà ç òðiùèíîþ, ìåõàíiçìó ïå-
ðåõîäó íàÿâíî¨ ó â'ÿçêîïðóæíîìó òiëi òðiùèíè äî ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ òà ìå-
õàíiçìó ñàìå ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ. Îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
åòàëîííi ïðè òåñòóâàííi ðåçóëüòàòiâ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðî-
áîòè äîïîâiäàëèñü íà ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ i ôîðóìàõ, çîêðåìà:
Ìiæíàðîäíà íàóêîâà øêîëà (Ñèìôåðîïîëü, 2004), Dynamical systems modelli-
ng and stability investigation: International Conference (Êè¨â, 2005), 7th, 8th, 9th
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International Fracture Conferences (Êîäæàåëi, Òóðå÷÷èíà, 2005, 2007, 2009), Ìiæ-
íàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè òåõíi÷íî¨ ìåõàíiêè� (Äíi-
ïðîäçåðæèíñüê, 2007), III ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëå-
ìè ìåõàíiêè� (Êè¨â, 2015), Êèòàéñüêî-óêðà¨íñüêèé íàóêîâî-òåõíîëîãi÷íèé ôîðóì
(Õàðáií, Êèòàé, 2016)

Ó ïîâíîìó îáñÿçi äèñåðòàöiÿ äîïîâiäàëàñÿ é îáãîâîðþâàëàñÿ íà íàóêîâîìó ñå-
ìiíàði âiääiëó ìåõàíiêè ðóéíóâàííÿ ìàòåðiàëiâ Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òè-
ìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê � ä.ô.-ì.í., ïðîôåñîð À.Î. Êàìiíñüêèé, 2016
ð.); íà íàóêîâîìó ñåìiíàð çà íàïðÿìêîì �Ìåõàíiêà ðóéíóâàííÿ òà âòîìè� Iíñòèòó-
òó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèêè � ä.ô.-ì.í., ïðîôåñîð
À.Î. Êàìiíñüêèé òà ä.ò.í., ïðîôåñîð Â.Ï. Ãîëóá, 2017 ð.); íà çàãàëüíîiíñòèòóò-
ñüêîìó ñåìiíàði ç ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè
(êåðiâíèê � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ò.í., ïðîôåñîð Î.Ì. Ãóçü, 2017 ð.); íà ñåìi-
íàði ç ìåõàíiêè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî
óíiâåðñèòåòó iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà (êåðiâíèê � ä.ô.-ì.í., ïðîôåñîð ß.Î. Æóê,
2017 ð.).

Ïóáëiêàöi¨ òà îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âè-
ñâiòëåíî â 52 íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ç íèõ 6 ñòàòåé [9, 11, 24, 29, 37, 40] ó ïðîâiäíèõ
ìiæíàðîäíèõ æóðíàëàõ, 37 ñòàòåé [1�5, 7, 8, 10, 12�23, 25�28, 30�36, 38, 39, 41�44] ó
íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ Óêðà¨íè, òà 8 òåç äîïîâiäåé i ìàòåðiàëiâ ìiæíàðî-
äíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié. Ïðàöi [6,14,20,31,35,36,38,47,48,51,52] îïóáëiêîâàíi
àâòîðîì îäíîîñiáíî. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Ó ïðà-
öÿõ [1�5,7�13,15�19,21�30,32�34,37,39�46,49,50], ùî îïóáëiêîâàíî â ñïiâàâòîðñòâi,
çäîáóâà÷åâi íàëåæèòü: 1) ðîçðîáêà ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ëiíiéíî¨ â'ÿçêîïðó-
æíîñòi äëÿ êîìïîçèòà, ìàòåðiàëè êîìïîíåíò ÿêîãî âèÿâëÿþòü ñïàäêîâi âëàñòèâî-
ñòi; 2) àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ïåðåìiùåíü áåðåãiâ òðiùèíè âíàñëiäîê íàÿâíîñòi
ñèñòåìè çîñåðåäæåíèõ ñèë ó ïîñòàíîâöi çàäà÷i, ÿêà ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ â ðàìêàõ ÌÇÇ
ç ðiâíîìiðíèì ÇÇÂ; 3) ïîáóäîâà ìîäåëåé òðiùèíè çìiøàíîãî ðåæèìó ðóéíóâàí-
íÿ; 4) ðîçðîáêà àëãîðèòìiâ äîñëiäæåííÿ ïàðàìåòðiâ ãðàíè÷íîãî òà äîêðèòè÷íîãî
ñòàíiâ òiëà ç òðiùèíîþ ïðè ìîäåëþâàííi ÇÇÂ íåðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì; 5) ìî-
äåëþâàííÿ íåñèìåòðè÷íîãî ïîøèðåííÿ îäíi¹¨ òà ñèñòåìè êîëiíåàðíèõ òðiùèí.
Çäîáóâà÷åâi ïîâíiñòþ íàëåæèòü ÷èñëîâà ðåàëiçàöiÿ é iëþñòðàöiÿ îòðèìàíèõ ðå-
çóëüòàòiâ, ÷àñòêîâî � ðîçðîáêà ìåòîäèêè äîñëiäæåííÿ êiíåòèêè ñèìåòðè÷íîãî
çðîñòàííÿ îäíi¹¨ òðiùèíè òà ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ëiíiéíî¨ â'ÿçêîïðóæíîñòi.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíî-
òàöi¨, âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë çi 192 íàé-
ìåíóâàíü òà îäíîãî äîäàòêó. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 322 ñòîðiíêè,
ðàçîì çi 105 ðèñóíêàìè òà 4 òàáëèöÿìè.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòîâi � äîêòîðó
ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Àíàòîëiþ Îëåêñiéîâè÷ó Êàìiíñüêîìó çà
ïîñòiéíó óâàãó äî ðîáîòè, öiííi ïîðàäè òà ïðîïîçèöi¨, ùî ñïðèÿëè óñïiøíîìó
ïðîâåäåííþ äîñëiäæåíü.
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ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè; îêðåñëåíî
çâ'ÿçîê äèñåðòàöi¨ ç íàóêîâî-äîñëiäíèìè òåìàìè; ñôîðìóëüîâàíî ìåòó é çàäà-
÷i äîñëiäæåíü; âèñâiòëåíî íàóêîâó íîâèçíó, äîñòîâiðíiñòü i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ
îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ; íàâåäåíî äàíi ïðî ïóáëiêàöi¨ çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà îñî-
áèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à â íèõ, àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨, ¨¨ ñòðóêòóðó
òà îáñÿã.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi âèêîíàíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨. Íà ïiä-
ñòàâi àíàëiçó ëiòåðàòóðíèõ äæåðåë âèñâiòëåíî âèíèêíåííÿ òåîðié ïîâiëüíîãî ïî-
øèðåííÿ òðiùèí ó â'ÿçêîïðóæíèõ ñåðåäîâèùàõ, ðîçâèòîê ìîäåëåé, ùî âðàõîâó-
þòü íàÿâíiñòü çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ áiëÿ âåðøèíè òðiùèíè, à òàêîæ îñíîâíi
ïðèíöèïè ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ëiíiéíî¨ â'ÿçêîïðóæíîñòi.

Ìåõàíiêà ðóéíóâàííÿ ÿê ìàòåìàòè÷íèé iíñòðóìåíò àíàëiçó îïîðó çàðîäæåííþ
òà ïîøèðåííþ òðiùèí ó ñâî¹ìó ðîçâèòêó ñïèðà¹òüñÿ íà ìîäåëi é ìåòîäè ìåõàíi-
êè ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà, âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòåðiàëîçíàâñòâî, ôiçèêó òâåðäîãî
òiëà, õiìiþ òà iíøi ïðèðîäíè÷i íàóêè. Êîæíó ìîäåëü òðiùèíè â ìåõàíiöi ðóéíóâà-
ííÿ ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ç îäíèì àáî äåêiëüêîìà êðèòåðiàëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè.
Íàéâàæëèâiøi êðèòåði¨ ìåõàíiêè ðóéíóâàííÿ òà ïðiçâèùà ¨õ ðîçðîáíèêiâ: åíåð-
ãåòè÷íèé êðèòåðié (A.A. Gri�th, 1921), ñèëîâèé êðèòåðié (G.R. Irwin, 1948), êðè-
òåðié êðèòè÷íîãî ðîçêðèòòÿ òðiùèí (A. Wells, 1963), êðèòåðié ðóéíóâàííÿ ïðè
ñòèñêó (Î.Ì. Ãóçü, 1967), êðèòåðié êðèòè÷íîãî J-iíòåãðàëà (J.R. Rice, Ã.Ï. ×åðå-
ïàíîâ, 1968), åíåðãåòè÷íèé êðèòåðié ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ òðiùèí (W.G. Knauss,
1970).

Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê ìåõàíiêè òðiùèí çðîáèëè O.�. Àíäðåéêiâ, Ã.I. Áà-
ðåíáëàòò, Ë.T. Áåðåæíèöüêèé, Â.Ë. Áîãäàíîâ, Â.Â. Áîëîòií, Ï.Ì. Âiòâèöüêèé,
I.Î. Ãóçü, Î.Ì. Ãóçü, Î.Ï. Äàöèøèí, Â.Â. Çîçóëÿ, À.Î. Êàìiíñüêèé, Ë.Ì. Êà÷à-
íîâ, Ë.À. Êiïíiñ, Ã.Ñ. Êiò, Î.Ô. Êðèâèé, Â.I. Êóù, Ì.ß. Ëåîíîâ, Â.Â. Ëîáîäà,
Ì.À. Ìàðòèíåíêî, Â.Î. Ìåíüøèêîâ, Î.Â. Ìåíüøèêîâ, �.Ì. Ìîðîçîâ, Â.Ì. Íà-
çàðåíêî, Ì.Ì. Íèêîëèøèí, Â.I. Îñòðèê, Â.Â. Ïàíàñþê, Â.Ç. Ïàðòîí, Ã.ß. Ïî-
ïîâ, Ì.Ï. Ñàâðóê, Ë.É. Ñëåïÿí, À.Ô. Óëiòêî, Ë.Ï. Õîðîøóí, Ã.Ï. ×åðåïàíîâ,
À.�. Øåâåëüîâà, A.H. Cottrell, D.S. Dugdale, F. Erdogan, D. Gross, J.R. Rice,
G.C. Sih, M.L. Williams, A.R. Zak òà iíøi.

Ðîçðîáêà òåîðié ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ òðiùèíè ïîâ'ÿçàíà ç íàñòóïíèìè ðîáî-
òàìè: M.L. Williams (1965), À.Î. Êàìiíñüêèé (1968), W.G. Knauss (1970), Â.Â. Êî-
ñòðîâ, Ë.Â. Íiêiòií (1970), R.A. Schapery (1975), L.N. McCartney (1977).

ßê ïîêàçóþòü ÷èñëåííi åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi (ðèñ. 1) áiëÿ âåðøèíè òðiùèíè
óòâîðþ¹òüñÿ çîíà ïîñëàáëåíèõ çâ'ÿçêiâ, ÿêó íàçèâàþòü çîíîþ ïåðåäðóéíóâàííÿ.
Ïðè ìîäåëþâàííi ïðîöåñó ðóéíóâàííÿ íà ïðîäîâæåííi ëiíi¨ òðiùèíè ââîäèòüñÿ
äîäàòêîâèé ðîçðiç iç ïðèêëàäåíèìè äî éîãî áåðåãiâ ñèëàìè ç÷åïëåííÿ. Öi ñèëè òà
âiäñòàíü ìiæ ïîâåðõíÿìè ðîçðiçó ïîâ'ÿçàíi çàêîíîì ç÷åïëåííÿ-âiäðèâó (ðèñ. 2).
Ìîäåëü îòðèìàëà íàçâó ìîäåëi çîíè ç÷åïëåííÿ (Cohesive Zone Model).

Ç ÷àñiâ ¨õ ââåäåííÿ Áàðåíáëàòîì (1959), ìîäåëi çîíè ç÷åïëåííÿ âèêîðèñòîâó-
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Ðèñ. 1 � Çîíà ïåðåäðóéíóâàííÿ áiëÿ ôðîíòó òðiùèíè

x
l

D(x)

D�-�відрив

Dmax

Dmax

smax
s�= T (D)

x

b

T
�-

��з
ч
е
п
л
е
н
н
я

т T(D)dD=f
0

ЗЗВ - Закон 

   Зчеплення-
     Відриву

 - міцність зчеплення

-�енергія 
руйнування

- критичне
розкриття

Ðèñ. 2 � Ìîäåëü çîíè ç÷åïëåííÿ

þòüñÿ äëÿ âèâ÷åííÿ øèðîêî¨ ðiçíîìàíiòíîñòi ôiçè÷íèõ ÿâèù òàêèõ ÿê çðîñòàííÿ
òðiùèí ó ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ òà â'ÿçêîïðóæíèõ ìàòåðiàëàõ, àäãåçiéíèé êîíòàêò
íåóçãîäæåíèõ ïîâåðõîíü, ôðèêöiéíå êîâçàííÿ òà çåìëåòðóñè, òðiùèíîóòâîðåííÿ,
ðîçêëåþâàííÿ òà âiäøàðóâàííÿ, áðiäæèíã òà ií.

Ëåîíîâ òà Ïàíàñþê (1959) çàïðîïîíóâàëè ìîäåëü çi ñòàëîþ iíòåíñèâíiñòþ
ç÷åïëåííÿ, ÿêà ââàæà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèì íàïðóæåííÿì ó òiëi. Íîð-
ìàëüíèé âiäðèâ çíàéäåíî â ðîáîòi Ñàâiíà òà Êàìiíñüêîãî (1967) äëÿ ñõiä÷àñòî-
ãî ðîçïîäiëó ç÷åïëåííÿ òà ÇÇÂ ó ôîðìi ëiíiéíîãî çìiöíåííÿ. Ó ðîáîòi Øòàëÿ
(St�ahle P., 1983) ïîáóäîâàíèé âèðàç äëÿ âåðòèêàëüíèõ ïåðåìiùåíü áåðåãiâ òðiùè-
íè äëÿ êóñêîâî-ëiíiéíîãî ðîçïîäiëó ç÷åïëåííÿ é ÇÇÂ â ëiíiéíié ôîðìi ðîçìiöíå-
ííÿ. Ìîäåëü áóëà óñïiøíî çàñòîñîâàíà ïðè âèçíà÷åííi ðîçêðèòòÿ çà äîïîìîãîþ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó ðîáîòi Àíäåðñîíà (Andersson H., Bergkvist H., 1970). Âïåð-
øå ðåàëiçóâàòè ãîëîâíó iäåþ ìîäåëi âäàëîñÿ Õiëëåðáîðãó (Hillerborg A., 1976) çà
äîïîìîãîþ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Ó ðîáîòi âïåðøå âèñëîâëåíà äóìêà, ùî
ÇÇÂ ¹ ìàêðîõàðàêòåðèñòèêîþ ìàòåðiàëó. Ó ðîáîòi Õîíãà (Hong S., Kim, K.S.,
2003) çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíèõ ïîòåíöiàëiâ ó ðàìêàõ êîíöåïöi¨ êâàçiêðèõêîãî
ðóéíóâàííÿ ðîçðîáëåíî ìåòîä âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ çîíè ç÷åïëåííÿ íà îñíîâi
ïðóæíîãî ïîëÿ íàïðóæåíü â îêîëi öi¹¨ çîíè. Äî 1987 ðîêó âèêîðèñòàííÿ ìîäå-
ëi ïåðåâàæíî áóëî îáìåæåíèì âèâ÷åííÿì ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè òië iç íàÿâíèìè
òðiùèíàìè àáî íîðìàëüíîãî âiäðèâó, àáî çñóâó. Äëÿ âèâ÷åííÿ ðóéíóâàííÿ áà-
ãàòîêîìïîíåíòíèõ ìàòåðiàëiâ çi ñêëàäíîþ ãåîìåòði¹þ ñëiä ïîâ'ÿçàòè çñóâíi òà
íîðìàëüíi âiäðèâè â ìîäåëi çîíè ç÷åïëåííÿ. Öÿ âèìîãà áóëà ðåàëiçîâàíà Íiäåëü-
ìàíîì (Needleman A., 1987) ïðè âèâ÷åííi çàðîäæåííÿ ïîðîæíèí iç âêëþ÷åíü ó
ìåòàëàõ àáî êîìïîçèòàõ.

Ó ìåõàíiöi ðóéíóâàííÿ iñíó¹ ùîíàéìåíøå äâà ãîëîâíèõ íàïðÿìêè. Ïåðøèé,
çàïî÷àòêîâàíèé Ãðèôôiòñîì, ðîçãëÿäà¹ âåðøèíó òðiùèíè iäåàëüíî ãîñòðîþ, ùî
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ïðèçâîäèòü äî ñèíãóëÿðíîñòi ïîëÿ íàïðóæåíü ó òîé ÷àñ ÿê øâèäêiñòü âèâiëüíå-
ííÿ ïðóæíî¨ åíåðãi¨ çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ. Ãðàíè÷íó ðiâíîâàãó òðiùèíè ìî-
æíà âèçíà÷èòè ïðèðiâíþâàííÿì êîåôiöi¹íòà iíòåíñèâíîñòi íàïðóæåííÿ (ÊIÍ �
ìíîæíèê ïðè ñèíãóëÿðíîìó äîäàíêó ó âèðàçi äëÿ íàïðóæåíü) àáî øâèäêîñòi âè-
âiëüíåííÿ ïðóæíî¨ åíåðãi¨ äî õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðiàëó, ÿêà îïèñó¹ éîãî îïið
ðóéíóâàííþ. Ó ðàìêàõ äðóãîãî ãîëîâíîãî íàïðÿìêó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÌÇÇ, â
îñíîâi ÿêî¨ ëåæèòü ÇÇÂ, ùî ìiñòèòü äâi îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè òðiùèíîñòié-
êîñòi ìàòåðiàëó (ìiöíiñòü ç÷åïëåííÿ òà ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ðîáîòè ç÷åïëåííÿ), à
òàêîæ ïàðàìåòðè ôîðìè. Óíàñëiäîê çàìiíè iäåàëüíî ãîñòðî¨ âåðøèíè òðiùèíè
çîíîþ ç÷åïëåííÿ íàïðóæåííÿ â òiëi ñòàþòü îáìåæåíèìè. Êðèòåði¹ì ãðàíè÷íîãî
ñòàíó ïðè çàñòîñóâàííi ìîäåëi ¹ îäíî÷àñíå äîñÿãíåííÿ ðîçêðèòòÿì òà ðîáîòîþ
ç÷åïëåííÿ ñâî¨õ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü.

Îäíèì iç íàéïîøèðåíiøèõ òèïiâ ðóéíóâàííÿ ¹ ïîâiëüíå çðîñòàííÿ òðiùèí âíà-
ñëiäîê ïîâçó÷îñòi ìàòåðiàëó. ßâèùå ïîøèðåííÿ òðiùèí ó â'ÿçêîïðóæíèõ ìàòåði-
àëàõ îáóìîâèëî ÷èñëåííi òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ ïðîòÿãîì îñòàííüî¨ ïîëîâèíè
XX ñòîði÷÷ÿ. Áóëè ðîçãëÿíóòi òðè âàæëèâi åòàïè ðîñòó òðiùèíè: iíiöiþâàííÿ,
ïîâiëüíå ñòiéêå ïîøèðåííÿ é ïî÷àòîê øâèäêîãî íåñòàáiëüíîãî çðîñòàííÿ. Ââàæà-
¹òüñÿ, ùî iíiöiàöiÿ ðóéíóâàííÿ ç íàÿâíî¨ ó â'ÿçêîïðóæíîìó òiëi òðiùèíè, âèìàãà¹
äåÿêîãî ÷àñó (÷àñó iíêóáàöi¨), ùî çàëåæèòü âiä ãåîìåòði¨, ñõåìè ïðèêëàäåíîãî íà-
âàíòàæåííÿ i ñïàäêîâèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåðiàëó. Ðiâåíü íàâàíòàæåííÿ ïðè öüî-
ìó ìîæå áóòè ñóòò¹âî íèæ÷èì çà êðèòè÷íèé ðiâåíü, ùî âèçíà÷à¹ ñòàí ãðàíè÷íî¨
ðiâíîâàãè ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi ñïàäêîâîñòi ìåõàíi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåðià-
ëó. Ïðîòÿãîì ïî÷àòêîâî¨ ñòàäi¨ ìàòåðiàë ó âåðøèíi òðiùèíè ïîñòóïîâî âòðà÷à¹
ìîæëèâiñòü îïèðàòèñÿ ïîøèðåííþ òðiùèíè. Äðóãà ñòàäiÿ ðóéíóâàííÿ ïîëÿãà¹ â
äîêðèòè÷íîìó çðîñòàííi òðiùèíè, ùî ìà¹ ìiñöå íàâiòü çà íåçìiííîãî ðiâíÿ ií-
òåíñèâíîñòi çîâíiøíiõ çóñèëü i õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íåçíà÷íîþ çìiíîþ øâèäêîñòi
ïîøèðåííÿ. Ñòàí íåñòàáiëüíîñòi õàðàêòåðèçó¹òüñÿ øâèäêèì çáiëüøåííÿì øâèä-
êîñòi âåðøèíè òðiùèíè. Óìîâà, ùî âèçíà÷à¹ ïî÷àòîê êðèòè÷íîãî çðîñòàííÿ, ìà¹
âàæëèâå çíà÷åííÿ, îñêiëüêè âîíà âèçíà÷à¹ òåðìií âèõîäó åëåìåíòà êîíñòðóêöi¨ ç
ëàäó.

Ïîâiëüíå çðîñòàííÿ òðiùèíè ó â'ÿçêîïðóæíîìó ìàòåðiàëi âïåðøå âäàëîñÿ îïè-
ñàòè çà äîïîìîãîþ ÌÇÇ. Ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíîñòi íàïðóæåíü ó âåðøèíi ìî-
äåëüíî¨ òðiùèíè ðiâíÿííÿ åíåðãåòè÷íîãî áàëàíñó ìà¹ âèãëÿä∫ β

λ
σ∆̇(x, t)dx = φλ̇, (1)

σ � íàïðóæåííÿ â çîíi ç÷åïëåííÿ, ∆(x, t) � â'ÿçêîïðóæíå ðîçêðèòòÿ â çîíi ç÷å-
ïëåííÿ. Çàëåæíî âiä ìîäåëi òðiùèíè, ç÷åïëåííÿ σ ìîæå áóòè ÿê ôóíêöi¹þ êîîð-
äèíàòè, òàê i ôóíêöi¹þ ðîçêðèòòÿ ∆(x, t). Ïîëîæåííÿ âåðøèíè çîíè ç÷åïëåííÿ β
â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó ìà¹ âèçíà÷àòèñü óìîâîþ ñêií÷åííîñòi íàïðóæåíü ó òî÷öi
x = β. Êðèòåðié (1) âïåðøå çàïðîïîíóâàâ Êíàóñ çi ñïiâàâòîðàìè (Knauss W.G.,
1970), çâîäÿ÷è çàäà÷ó äî àíàëiçó ëîêàëüíîãî áàëàíñó åíåðãi¨ â çîíi ïåðåäðóéíó-
âàííÿ ïîáëèçó âåðøèíè òðiùèíè. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî êðèòåðié (1) çáiãà¹òüñÿ ç
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êðèòåði¹ì êðèòè÷íîãî ðîçêðèòòÿ

∆(λ, t) = ∆max (2)

ó âèïàäêó ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ç÷åïëåííÿ à òàêîæ, ÿêùî ðîçêðèòòÿ ìà¹ âè-
ãëÿä ∆(x, t) = f(x−λ). Êðèòåðié òåîði¨ ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ òðiùèí (2) âïåðøå
áóëî çàïðîïîíîâàíî Ñàâiíèì òà Êàìiíñüêèì (1967), à òàêîæ Êîñòðîâèì, Íiêiòi-
íèì òà Ôëiòìàíîì (1970). Çà óìîâè íåçàëåæíîñòi ðîçêðèòòÿ âiä ÷àñó â ðóõîìié
ñèñòåìi êîîðäèíàò, ïîâ'ÿçàíié iç âåðøèíîþ ôiçè÷íî¨ òðiùèíè, êðèòåðiàëüíå ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (1) ïðèéìà¹ âèãëÿä∫ ∆max

0
σd∆(X, t) = φ, (3)

äå âåëè÷èíà ∆max ¹ ðîçêðèòòÿì ó âåðøèíi, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó ñòàíó. Êðè-
òåðié ðóéíóâàííÿ (3) áóëî çàïðîïîíîâàíî Øåïåði, éîãî ÷àñòî íàçèâàþòü êðèòåði-
¹ì êðèòè÷íî¨ ðîáîòè ç÷åïëåííÿ. Âíóê (Wnuk M.P., 1972) çàïðîïîíóâàâ êðèòåðié
êðèòè÷íîãî âiäðèâó ÿê àëüòåðíàòèâó êðèòåðiþ êðèòè÷íîãî ðîçêðèòòÿ (2) äëÿ
âèïàäêó, êîëè êðèòè÷íå ðîçêðèòòÿ ¹ çàëåæíèì âiä ÷àñó. Ââåäåíå êðèòåðiàëüíå
ñïiââiäíîøåííÿ ïîñòóëþ¹, ùî êiëüêiñòü äåôîðìàöi¨, ñòâîðåíî¨ ïiä ÷àñ ïðîõîäæå-
ííÿ çîíîþ ïåðåäðóéíóâàííÿ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè, ¹ âåëè÷èíîþ ñòàëîþ.

Çàãàëüíèì äëÿ áàãàòüîõ iç âèùåçãàäàíèõ òåîðié ¹ âðàõóâàííÿ ïðè ìîäåëþâàí-
íi íàÿâíîñòi áiëÿ âåðøèíè òðiùèíè çîíè ïîñëàáëåíèõ çâ'ÿçêiâ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ
ñòðèáêîì ïåðåìiùåíü i âiäïîâiäíèì ðîçïîäiëîì ç÷åïëåííÿ. Äîâæèíà çîíè ïåðåä-
ðóéíóâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ îáìåæåíîñòi íàïðóæåíü ó âåðøèíi çîíè. Ðîç-
ïîäië ç÷åïëåííÿ ïîêëàäà¹òüñÿ ñòàëèì ïiä ÷àñ ïîâiëüíîãî ïiäðîñòàííÿ òðiùèíè.
Äîñëiäæåííÿ çäåáiëüøîãî âèêîíàíî â ðàìêàõ ãiïîòåçè ðiâíîìiðíîñòi ðîçïîäiëó
ç÷åïëåííÿ é ìàëîñòi äîâæèíè ç÷åïëåííÿ.

Ç îãëÿäó íà ñó÷àñíèé ñòàí ïðîáëåìè ìîäåëþâàííÿ çîíè ïîñëàáëåíèõ çâ'ÿçêiâ
áiëÿ âåðøèíè òðiùèíè âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ïîáóäîâè ÷èñëîâî-àíàëiòè÷íèõ ìå-
òîäiâ äîñëiäæåííÿ ñòàíó ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè òiëà ç òðiùèíîþ àáî ¨õ ñèñòåìîþ.
Âàæëèâîþ ìåòîþ ¹ ïîøèðåííÿ ñó÷àñíèõ ïðèíöèïiâ ìîäåëþâàííÿ íà âèïàäîê çìi-
øàíîãî ðåæèìó ðóéíóâàííÿ. Òàêîæ íåîáõiäíî âêëþ÷èòè ñó÷àñíi ïðèíöèïè ìîäå-
ëþâàííÿ â ðàìêàõ ÌÇÇ â òåîði¨ ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ òðiùèí ó â'ÿçêîïðóæíèõ
îðòîòðîïíèõ ìàòåðiàëàõ. Íàéïðîñòiøèé âàðiàíò ìîäåëþâàííÿ ç ðiâíîìiðíèì ÇÇÂ
òðåáà ïîøèðèòè íà âèïàäîê íåðiâíîìiðíîãî çàêîíó, âðàõîâóþ÷è âîäíî÷àñ óìîâó
ñêií÷åííîñòi íàïðóæåíü òà íàÿâíiñòü ðîçâèíåíèõ çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ. Íà ðîç-
ðîáêó ìåòîäiâ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ñòàíó ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè ïðóæíèõ òië
iç òðiùèíàìè â ðàìêàõ ÌÇÇ òà êiíåòèêè ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ òðiùèí ó â'ÿç-
êîïðóæíîìó îðòîòðîïíîìó ìàòåðiàëi íàöiëåíi äîñëiäæåííÿ äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ ìåõàíiêè ïîâiëüíîãî
ïîøèðåííÿ òðiùèíè â îðòîòðîïíîìó â'ÿçêîïðóæíîìó ñåðåäîâèùi.

Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí òiëà ç òðiùèíîþ âèçíà÷åíî êîìïëåêñíèìè ïî-
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òåíöiàëàìè ó ôîðìi Êîëîñîâà � Ìóñõåëiøâiëi äëÿ içîòðîïíîãî òiëà òà ó ôîðìi
Ëåõíiöüêîãî äëÿ îðòîòðîïíîãî òiëà. Òàêîæ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iíòåãðàëüíà ôîðìà
äëÿ ïîòåíöiàëiâ. Ïëîñêà çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ øëÿõîì çâåäåííÿ äî çàäà÷i ëiíiéíî-
ãî ñïðÿæåííÿ äëÿ ðîçðèâíèõ ñàìîâðiâíîâàæåíèõ ïðàâèõ ÷àñòèí. Â'ÿçêîïðóæíå
ðîçêðèòòÿ îòðèìó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ïðóæíî-â'ÿçêîïðóæíî¨ àíàëîãi¨
àáî ïðèíöèïó Âîëüòåððà ç âiäïîâiäíîãî âèðàçó äëÿ ïðóæíîãî ðîçêðèòòÿ, ÿêèé
ñëiä ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó ïðóæíî¨ ñòàëî¨ òà ôóíêöi¨ ãåîìåòðè÷íèõ (ïîëîæå-
ííÿ âåðøèí λ, ðèñ. 3) i ñèëîâèõ ïàðàìåòðiâ

∆̃(x,λ) = L · F (x,λ),

L � ôóíêöiÿ ìîäóëiâ ïiääàòëèâîñòi îðòîòðîïíî¨ ïëàñòèíè aij, F íå ìiñòèòü ïðó-
æíèõ ñòàëèõ.

D( , )t x

x

y

l4l3l1 l2 b4b2b1 b3 x

Ðèñ. 3 � Ñèñòåìà äâîõ (n = 2) êîëiíåàðíèõ òðiùèí, λ = (λ1, . . . , λ2n) � ïîëîæåííÿ
âåðøèí ôiçè÷íî¨ òðiùèíè

Ó âèïàäêó îäíi¹¨ òðiùèíè íàïiâäîâæèíè λ, ðiâíîìiðíîãî ÇÇÂ é ðîçòÿãóâàëü-
íîãî íàïðóæåííÿ íà íåñêií÷åííîñòi âèðàç äëÿ ïðóæíîãî ðîçêðèòòÿ ìà¹ âèãëÿä

∆̃(x,λ) =
Lσ

π

[
Q(x, λ)−Q(x,−λ)

]
, L =

Re{Λ1 − Λ3}
Im{α}

, Λk =
pk + αqk
1 + αsk

,

Q(x, λ) = (x− λ) ln

∣∣∣∣∣X̌(x)− X̌(λ)

X̌(x) + X̌(λ)

∣∣∣∣∣ , X̌(x) =

√
x+ β

β − x
, β = λ csc

πσ∞
2σ

,
(4)

p, q, α òà s � ïàðàìåòðè îðòîòðîïi¨. Äëÿ ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ íàïðÿìó îñi îðòî-
òðîïi¨ âçäîâæ òðiùèíè é içîòðîïi¨ ïðóæíà ñòàëà L ìà¹ âiäïîâiäíî âèãëÿäè

L = 2
√
a22(2(a12 +

√
a11a22) + a66), L = 4/E. (5)

Çàëåæíå âiä ÷àñó ðîçêðèòòÿ øóêà¹òüñÿ ó ôîðìi

∆(t, x) =
t∫
−∞

l(t− τ)
∂

∂τ
[H(τ)∆̃(x,λ(τ))]dτ,

∆̃(x,λ) � ìèòò¹âå ðîçêðèòòÿ â òî÷öi x íà ëiíi¨ òðiùèí iç âåðøèíàìè â λ, H �
ôóíêöiÿ Ãåâiñàéäà, l(t) = L(t)/L0 � áåçðîçìiðíà õàðàêòåðèñòèêà ïîâçó÷îñòi, L0 �
ìèòò¹âå çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîâçó÷îñòi.

Ó ðîáîòi ðîçâèíåíî ÷èñëîâî-àíàëiòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ïîâiëüíîãî çðî-
ñòàííÿ òðiùèíè âçäîâæ íàïåðåä âiäîìîãî øëÿõó. Â îñíîâó ïîêëàäåíî ðîçâ'ÿçîê
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çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi äëÿ ðîçðiçó ç êîíòóðíèìè óìîâàìè, ùî ìiñòÿòü íåâiäîìèé
âiäðèâ ∆̃(x, λ),

σ±(x) = −σ̃(x) + T [∆̃(x, λ)], ∆̃′x(x = β, λ) = 0.

Ïåðåìiùåííÿ áåðåãiâ òðiùèíè çíàõîäèòüñÿ ó ôîðìi

u±(x) = u0(x) ± u1(x), v±(x) = v0(x) ± v1(x), (6)

äå òî÷êè (u0, v0) âèçíà÷àþòü ïîëîæåííÿ ñåðåäíüî¨ ëiíi¨ äåôîðìîâàíîãî êîíòóðó
òðiùèíè.

Â'ÿçêîïðóæíå ðîçêðèòòÿ îòðèìó¹òüñÿ íà îñíîâi ïðèíöèïó ïðóæíî-â'ÿçêî-
ïðóæíî¨ àíàëîãi¨ äëÿ çìiííèõ iç ÷àñîì ãðàíè÷íèõ óìîâ

∆(t, x) = l(t)∆̃[x, λ(0)] +
t∫

0

l(t− τ)∆̃′τ [x, λ(τ)]dτ,

÷àñòèíè ãðàíèöi, äå çàäàíi ïåðåìiùåííÿ, ïðè öüîìó íå ìîæóòü ïåðåõîäèòè íà äi-
ëÿíêè, äå áóëî çàäàíî íàïðóæåííÿ. Çàñòîñóâàííÿ êðèòåðiþ êðèòè÷íîãî ðîçêðè-
òòÿ (2), ÿêèé ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó äëÿ òðiùèíè, ùî çðîñòà¹
(ðèñ. 4), äîçâîëèëî âèçíà÷èòè òðèâàëiñòü iíêóáàöiéíîãî ïåðiîäó

∆[t0, λ(0)] = ∆max

òà ïîëîæåííÿ âåðøèíè òðiùèíè λ ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó

l(t)∆̃[λ(t), λ(0)] +
t∫

0

l(t− τ)∆̃′τ [λ(t), λ(τ)]dτ = ∆max.

l(0)=l(t )0

Dmax

D
(t

 <
t

) 0

l(t )1 l(t )2 l(t )3

x

y

Ðèñ. 4 � Ïîëîæåííÿ çîí ç÷åïëåííÿ â äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó

Âiäìiííîñòi â äîñëiäæåííÿõ ãðàíè÷íîãî ñòàíó â ïðóæíîìó òà â'ÿçêîïðóæíî-
ìó òiëàõ iç òðiùèíîþ íàñòóïíi. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ãðàíè÷íèé ñòàí âèçíà÷à¹òüñÿ
êîìáiíàöi¹þ ïàðàìåòðiâ çîâíiøíüîãî íàâàíòàæåííÿ é äîâæèíè òðiùèíè, çà ÿêèõ
ðîçêðèòòÿ ó âåðøèíi ¹ êðèòè÷íèì. Ðóéíóâàííÿ â'ÿçêîïðóæíîãî ìàòåðiàëó âiäáó-
âà¹òüñÿ çà äîêðèòè÷íèõ ðiâíiâ íàâàíòàæåííÿ âiäïîâiäíî¨ ïðóæíî¨ çàäà÷i. Ïðîòÿ-
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ãîì iíêóáàöiéíîãî ïåðiîäó òðiùèíà íå çðîñòà¹, ðîçêðèòòÿ ó âåðøèíi ç ÷àñîì ñòà¹
êðèòè÷íèì. Ó âèïàäêó îáìåæåíî¨ ïîâçó÷îñòi ìîæíà âèçíà÷èòè ãðàíè÷íèé ðiâåíü
íàâàíòàæåííÿ, çà ÿêîãî ðîçêðèòòÿ ó âåðøèíi íå äîñÿãíå êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ çà
ñêiëüêè çàâãîäíî òðèâàëèé ïðîìiæîê ÷àñó. Ïðè äîñëiäæåííi ïîâiëüíîãî ïîøèðåí-
íÿ òðiùèíè äëÿ çàäàíîãî ïðèðîñòó ÷àñó øóêà¹òüñÿ òàêå ïîëîæåííÿ âåðøèíè, ùî
çàáåçïå÷ó¹ äîñÿãíåííÿ â íié êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ â'ÿçêîïðóæíèì ðîçêðèòòÿì.

Íîâèçíà ðîáîòè ïîëÿãà¹ ó âðàõóâàííi çâ'ÿçàíîñòi ç÷åïëåííÿ òà âiäðèâó, à
òàêîæ â óçàãàëüíåííi ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ íà âèïàäîê íå-
ñèìåòðè÷íîãî ïîøèðåííÿ îäíi¹¨ òà êîëiíåàðíèõ òðiùèí. Ïîâiëüíå ïiäðîñòàííÿ
îïèñàíî ñèñòåìîþ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i íåðiâíîñòåé

max
k

{
∆[t, λk(t)]

}
= ∆max, ∆(t, x) = ∆̃[x,λ(t)] +

t∫
0

l̇(t− τ)∆̃τ [x,λ(τ)]dτ,

ÿêà ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ â äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó tm = t0 +m ·Mt,
m = 1, 2, . . . , t0 � òðèâàëiñòü iíêóáàöiéíîãî ïåðiîäó, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

max
k

{
∆[t0, λk(0)]

}
= ∆max.

Ïîëîæåííÿ âåðøèí òðiùèíè â äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó λ(tm) âèçíà÷àþòüñÿ
ïîñëiäîâíî iç ñèñòåìè {

∆[tm, λk(tm)] = ∆max, k ∈ K
∆[tm, λk(tm)] < ∆max, k 6∈ K , (7)

iíäåêñè K âiäïîâiäàþòü âåðøèíàì, ùî ðóõàþòüñÿ. Ïîëîæåííÿ âåðøèí íà ií-
òåðâàëàõ äèñêðåòèçàöi¨ øóêàþòüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ ÷àñó. ßêùî ïðè
çíàõîäæåííi λ(tm) îäíà ç íåðiâíîñòåé íå âèêîíó¹òüñÿ, òî íîìåð öi¹¨ íåðiâíîñòi
âêëþ÷à¹òüñÿ äî K i ñèñòåìà (7) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàíîâî.

Òåîðiÿ ïîâiëüíîãî ïiäðîñòàííÿ òðiùèíè åêñïåðèìåíòàëüíî ïåðåâiðåíà ó âiääiëi
ìåõàíiêè ðóéíóâàííÿ ìàòåðiàëiâ Iíñòèòóòó ìåõàíiêè iì. Ñ.Ï.Òèìîøåíêî ÍÀÍ
Óêðà¨íè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî ïîâiëüíå ïîøèðåííÿ òðiùèíè â ðîáîòi óìîâíî ïîäiëåíî
íà òðè ÷àñòèíè: 1) âèçíà÷åííÿ ïðóæíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i; 2) çíàõîäæåííÿ ÿäåð
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ; 3) ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü i íåðiâíîñòåé, ùî îïèñóþòü ïîøèðåííÿ òðiùèí.

ßäðà âèçíà÷àëèñü äëÿ ôóíêöié ðåëàêñàöi¨ îðòîòðîïíîãî ìàòåðiàëó êîìïîçèòà
àáî ìàòåðiàëiâ éîãî êîìïîíåíò, çàäàíèõ ó âèãëÿäi ñóì ñïàäíèõ åêñïîíåíò äðîáî-
âîãî ïîðÿäêó

C (t) = E0−
n∑
k=1

Ek

[
1−Eδ,1(−

(
ρ−1
k t
)δ

)
]
, C(t) = E∞+

n∑
k=1

EkEδ,1

[
−(ρ−1

k t)δ
]
, (8)

öi åêñïîíåíòè ¹ ôóíêöiÿìè Ìiòòà -Ëåôôëåðà ïðè γ = 1:
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Eδ,γ(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(δn+ γ)
.

Çãiäíî ç ïðèíöèïîì ïðóæíî-â'ÿçêîïðóæíî¨ àíàëîãi¨, ïåðåòâîðåíi ìîäóëi

C̃αi(p) = Ei0

[
1−

n∑
k=1

ξik
pαi + ηik

]
ïiäñòàâëåíî â ïðóæíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, îòðèìàíî ôóíêöiþ ïàðàìåòðà ïåðåòâî-
ðåííÿ

L̃
(
q
1/α
)

= F
[
C̃α1/α(q), C̃α2/α(q), . . .

]
, (αi = 1− δi, q = pα),

ÿêó çàìiíåíî ðàöiîíàëüíîþ àïðîêñèìàöi¹þ

L̃n(q) ' F̃∞

n∏
k=1

q − zk
q − pk

= F̃∞
[
1−

n∑
k=1

ξk
q + ηk

]
; (9)

ðîçêëàä â (9) íà åëåìåíòàðíi äðîáè äàâ ïàðàìåòðè øóêàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè â
÷àñîâié îáëàñòi ó ôîðìi (8). Öÿ çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi ìåòîäèêà ðîçâ'ÿçàííÿ çà-
äà÷ ëiíiéíî¨ â'ÿçêîïðóæíîñòi äîçâîëèëà åôåêòèâíî âèçíà÷àòè ÿäðà iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ òðiùèí.

Òàêîæ äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿäåð áóëî çàñòîñîâàíî îïåðàòîðíi ëàíöþãîâi äðîáè.
Ôóíêöi¨ ðåëàêñàöi¨ îðòîòðîïíîãî ìàòåðiàëó êîìïîçèòà àáî ìàòåðiàëiâ éîãî êîì-
ïîíåíò ó öüîìó ðàçi òðåáà îòðèìàòè â îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi

C∗α · 1 = Ei0

[
1−

n∑
k=1

ξikR
∗
α(ηik)

]
, R∗α(η) =

I∗α
1 + ηI∗α

. (10)

Çãiäíî ç ïðèíöèïîì Âîëüòåððà, ìîäóëi â ïðóæíîìó ðîçâ'ÿçêó çàìiíåíî îïåðà-
òîðíèìè àíàëîãàìè, îòðèìàíó îïåðàòîðíó ôóíêöiþ L(I∗α) çàìiíåíî àïðîêñèìóþ-
÷èì îïåðàòîðíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì

L∗n ' V0 +
I∗α − q0

V1 +
I∗α − q1

V2+
. . .

+
I∗α − qn−1

Vn

= ξ0 +

Ln−1∑
i=1

ξiR
∗
α(ηi), Ln =

[n
2

]
+ 1,

çãîðòàííÿ ÿêîãî äà¹ øóêàíó õàðàêòåðèñòèêó ó ôîðìi (10).



14

-2 0 2 4 6 8

1

2

3

4

5

K1

K2

G2

G1

lg( , [ ])t сек

lg( , , [ ])K G МПа

Ðèñ. 5 � Ôóíêöi¨ ðåëàêñàöi¨

Ó ïðèêëàäi âèêîðèñòàíî iäåàëiçî-
âàíó ñõåìó âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâà-
ííÿ êðèâèõ ðåëàêñàöi¨ ìàòåðiàëiâ
êîìïîíåíò êîìïîçèòà (Brinson L.C.,
Knauss, W.G., 1991, ðèñ. 5). Êîæíà
õàðàêòåðèñòèêà ïðåäñòàâëåíà îäíi¹þ
åêñïîíåíòîþ äðîáîâîãî ïîðÿäêó

K(t) = K∞+
+ (K0 −K∞)EδK ,1(−bKtδK),

G(t) = G∞+
+ (G0 −G∞)EδG,1(−bGtδG).

(11)

Ðèñ. 6 äîçâîëÿ¹ ïðîñòåæèòè ÿê âàðiþ¹òüñÿ âiäíîñíà õàðàêòåðèñòèêà L(t)/L(0)
(äèâ. ïåðøèé âèðàç â (5)) â ëîãàðèôìi÷íi øêàëi çàëåæíî âiä íàïðÿìó àðìóâàííÿ
êîìïîçèòà âiäíîñíî ëiíi¨ òðiùèíè. Öåé íàõèë ïðè àðìóâàííi âçäîâæ ëiíi¨ âèçíà-
÷à¹òüñÿ ïàðàìåòðàìè äðîáîâîñòi ìàòåðiàëó íàïîâíþâà÷à, ïðè àðìóâàííi ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ëiíi¨ � ïàðàìåòðàìè äðîáîâîñòi ìàòåðiàëó àðìóâàííÿ.

l( )t

lg( , [ ])t ñåê

q=0°,10°,...,90°

0

1

2

2

3

4

5

6

3 4 5 6 7

x100

Ðèñ. 6 � ßäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ðiçíèõ îði¹íòàöié îñi îðòîòðîïi¨ âiäíî-
ñíî ëiíi¨ òðiùèíè
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Ðèñ. 7 � Ìîäóëi ðåëàêñàöi¨ ìàòåðiàëiâ êîìïî-
íåíò êîìïîçèòà òà õàðàêòåðèñòèêè ïîâçó÷îñòi
L(t) äëÿ äâîõ îði¹íòàöié îñi îðòîòðîïi¨ âiäíî-
ñíî ëiíi¨ òðiùèíè

Ïðîiëþñòðîâàíî çàëåæíiñòü
ðîçâ'ÿçêó âiä âçà¹ìíîãî ðîç-
òàøóâàííÿ ôóíêöié ðåëàêñàöi¨
ìàòåðiàëiâ êîìïîíåíò êîìïî-
çèòà. Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ
îïèñàíî êîåôiöi¹íòàìè

kβ = −1

δ
lg
{
b

(1)
G /b

(2)
G

}
,

kG = lg
{
G

(1)
0 /G

(2)
0

}
,

k1 = lg
{
G

(1)
0 /G

(1)
∞
}
,

(12)

G(i)(t) = G
(i)
∞ +

+
[
G

(i)
0 −G

(i)
∞
]
×

×Eδ,1

(
− b(i)tδ

)
,

G
(2)
0 = 2 · 103 ÌÏà,

ν
(2)
0 = 0.35, lg

G
(2)
0

G
(2)
∞

= 1,

b
(2)
G = 10−1 ñåê−δ, δ = 0.8.

Âïëèâ êîåôiöi¹íòiâ (12) íà ÿäðî
âiäîáðàæà¹ ðèñ. 7.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî äëÿ içîòðîïíîãî ìàòåðiàëó é
ðiâíîìiðíîãî ÇÇÂ. Îòðèìàíî ïåðåìiùåííÿ áåðåãiâ òðiùèíè çìiøàíîãî ðåæèìó
ðóéíóâàííÿ â ïîñòàíîâöi, ùî çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïåðøî¨ îñíîâíî¨ çàäà÷i
òåîði¨ ïðóæíîñòi. Íåîäíîðiäíiñòü ïîëÿ íàïðóæåíü íà ëiíi¨ òðiùèíè ìîäåëþ¹òüñÿ
ïðèêëàäàííÿì çîñåðåäæåíèõ ñèë.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ òåîði¨ òðiùèí ó ðàìêàõ ÌÇÇ â ðîáîòi çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ
âèìîãà ñêií÷åííîñòi íàïðóæåíü ó òiëi, ÿêà åêâiâàëåíòíà óìîâi ïëàâíîñòi çìèêà-
ííÿ áåðåãiâ. Ùîá îòðèìàòè âèðàç äëÿ ïåðåìiùåíü áåðåãiâ òðiùèíè çìiøàíîãî
ðåæèìó ðóéíóâàííÿ òðåáà çíàéòè ÷îòèðè ïàðàìåòðè ñêëàäíèõ çîí ç÷åïëåííÿ ç
íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Äëÿ ìîäåëi çi ñïiëüíèìè ïîëîæåííÿìè âåðøèí çîí
íîðìàëüíèõ òà çñóâíèõ ç÷åïëåíü (ìîäåëü 2 íà ðèñ. 23) îòðèìàíî àíàëiòè÷íèé
âèðàç äëÿ ïåðåìiùåíü áåðåãiâ òðiùèíè äëÿ çàäàíî¨ â ¨¨ îêîëi çîñåðåäæåíî¨ ñè-
ëè é ðîçïîäiëåíèõ íàâàíòàæåíü íà íåñêií÷åííîñòi. Îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ïðóæíî¨
çàäà÷i äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ âiäíîñíî ëiíi¨ òðiùèíè ñõåìè íàâàíòàæåííÿ âèêîðèñòà-
íî â ÷èñëåííèõ ïðèêëàäàõ äîñëiäæåííÿ ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ. ×èñëîâi ïðèêëàäè
ïîáóäîâàíî çà äîïîìîãîþ çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ òðiùèíè. Ó âèïàäêó, êîëè äîâæèíà ç÷åïëåííÿ ìåí-
øà çà ðîçìið çîíè K-äîìiíàöi¨, âèêîðèñòàíà êîíöåïöiÿ òîíêî¨ ñòðóêòóðè, çãiäíî
ç ÿêîþ ïðóæíèé âiäðèâ çàìiíþ¹òüñÿ ñâî¨ì àñèìïòîòè÷íèì ïðåäñòàâëåííÿì.
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Ðèñ. 8 � Êîîðäèíàòíî-÷àñîâà
äèñêðåòèçàöiÿ äëÿ λ = (−λ, λ)
(êîíöåïöiÿ òîíêî¨ ñòðóêòóðè)

Â'ÿçêîïðóæíå ðîçêðèòòÿ ó âåðøèíàõ çðîñòàþ-
÷î¨ òðiùèíè â äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó tk øó-
êà¹òüñÿ ó ôîðìi

∆(tk, λk) = l(tk)∆̃[λk, λ(0)]+

+
tk∫
0

l(tk − τ)∆̃′τ [λk, λ(τ)]dτ, λk = λ(tk).

Íà îñíîâi êîîðäèíàòíî-÷àñîâî¨ äèñêðåòèçàöi¨
ðèñ. 8 ïîáóäîâàíî ðiâíÿííÿ äëÿ ïîñëiäîâíîãî
âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ âåðøèíè òðiùèíè â çà-
äàíi äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó:

l(tk)D0 +
k∑
i=1

Λi(Di −Di−1) = ∆max,

Mt · Λi =
ti∫

ti−1

l(tk − τ)dτ, Di = ∆̃(λk, λi), i = 1, . . . , k.

Òðèâàëiñòü iíêóáàöiéíîãî ïåðiîäó, t0 âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

l(t0)D0 = ∆max, D0 = ∆̃(λ0, λ0).

Äëÿ åêñïîíåíöiéíîãî ÿäðà, l(t) = l∞ − (l∞ − 1) exp(−η−1t)

t0 = η ln
l∞ − 1

l∞ −∆maxD
−1
0

.

Óìîâà iñíóâàííÿ ïåðiîäó äîêðèòè÷íîãî ïîøèðåííÿ â öüîìó ðàçi: l−1
∞ <

D0∆
−1
max < 1. Íåðiâíiñòü D0∆

−1
max 6 l−1

∞ çàáåçïå÷ó¹ íåìîæëèâiñòü äîñÿãíåííÿ ðîç-
êðèòòÿì ó âåðøèíi òðiùèíè ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ ïðîòÿãîì ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî
ïðîìiæêó ÷àñó, íåðiâíiñòüD0∆

−1
max > 1 âiäïîâiäà¹ ïî÷àòêó äèíàìi÷íîãî çðîñòàííÿ

òðiùèíè â ìîìåíò ïðèêëàäàííÿ íàâàíòàæåííÿ.

x

y

P!

s

s

l b

y0

-y0

P!

s

s

-b -l

x1x2x -x4 2= x3=0x -x5 1=

Ðèñ. 9 � Ñõåìà íàâàíòàæåííÿ òà ïàðàìå-
òðè ìîäåëi

Ó ïðèêëàäi ðîçãëÿíóòî ïîâiëüíå çðî-
ñòàííÿ òðiùèíè ïiä äi¹þ ñèñòåìè ðîç-
òÿãóþ÷èõ çîñåðåäæåíèõ ñèë ó ¨¨ îêîëi
(ðèñ. 9). Ðèñ. 10 ïîêàçó¹ ÿê çìiíþþ-
òüñÿ ç ÷àñîì ïîëîæåííÿ âåðøèíè òði-
ùèíè òà äîâæèíà ç÷åïëåííÿ. Ïîøè-
ðåííÿ ñïîâiëüíþ¹òüñÿ ïðè âiääàëåííi
âåðøèíè âiä ëiíi¨ ïðèêëàäàííÿ ðîçòÿ-
ãóâàëüíèõ ñèë.

Òàêîæ ó ðîçäiëi çàïðîïîíîâàíî ÷èñëîâèé àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ìåõà-
íiêè òðiùèí ó ðàìêàõ ÌÇÇ. Àëãîðèòì äîçâîëÿ¹ íå âêëþ÷àòè â ðîçâ'ÿçóâàëü-
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Ðèñ. 10 � Çàëåæíà âiä ÷àñó íàïiâäîâæèíà (à) òà äîâæèíà ç÷åïëåííÿ (á )

íó ñèñòåìó íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî äîâæèí ç÷åïëåííÿ. Â îñíîâó ïîêëàäåíî
iòåðàòèâíó ïðîöåäóðó, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ìåõàíiöi òðiùèí ïðè äîñëiäæåííi
êîíòàêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ áåðåãiâ òðiùèíè.

x

y

l b2b1 -l

s s

s s

Ðèñ. 11 � Ïàðàìåòðè ìîäåëi

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ç êîíòóðíèìè óìîâàìè

σ±(x) = −σ̃(x) + T (x), x ∈ (β1, β2),
∆′(β1,2) = 0,

σ̃ � íàïðóæåííÿ íà ëiíi¨ ðîçòàøóâàííÿ òðiùèíè â
òiëi áåç òðiùèíè; óìîâà ìiñòèòü ç÷åïëåííÿ

T (x) =

{
σ, x ∈ (β1,−λ) ∪ (λ, β2)
0, x ∈ (−λ, λ)

.

x

y

l
b2b1

-l

s s-^

d1

s s-^

s s-^

d2

s s-^

Ðèñ. 12 � Ìîäèôiêîâàíà ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷i

Ó ìîäèôiêîâàíèõ êîíòóðíèõ óìîâàõ (ðèñ. 12)

σ±(x) = −σ̃(x) + T̂ (x)− σ̂(x), x ∈ (δ1, δ2)

ç÷åïëåííÿ ïîäàíî ðiçíèöåþ âiäïîâiäíî¨ ìîäèôi-
êîâàíî¨ âåëè÷èíè

T̂ (x) =

{
σ, x ∈ (δ1,−λ) ∪ (λ, δ2)
0, x ∈ (−λ, λ)

òà äîäàòêîâîãî íàïðóæåííÿ σ̂, ÿêå çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè íåâiä'¹ìíîñòi âiäðèâó.
Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i äà¹òüñÿ ñèñòåìîþ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i íåðiâíîñòåé

1

π

δ2∫
δ1

g(t)dt

t− x
= −σ̃(x) + T̂ (x)− σ̂(x),

δ2∫
δ1

g(t)dt = 0,
x∫
δ1

g(t)dt > 0, x ∈ (δ1, δ2).

Çà äîïîìîãîþ êâàäðàòóðíî-êîëîêàöiéíîãî ìåòîäó (ùiëüíiñòü ðîçêðèòòÿ øó-
êà¹òüñÿ â êóñêîâî-ëiíiéíié ôîðìi � ðèñ. 13) îòðèìàíî âèçíà÷àëüíó ñèñòåìó

Jg = −σ̃ + T̂ − σ̂, Ng = 0, Wg > 0. (13)
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Ðèñ. 13 � Äèñêðåòèçàöiÿ g =
(g1, . . . , gn+1)

T, gk = g(bk), bk �
êâàäðàòóðíi òî÷êè

Äëÿ çíàõîäæåííÿ äèñêðåòíî¨ ùiëüíîñòi ðîç-
êðèòòÿ, g âèêîðèñòàíî iòåðàòèâíó ïðîöåäóðó:

M = {m : 1 6 m 6 n+ 1}, P = Ø,

1.

{
Wmg = 0, m ∈M
Jmg = −σ̃ + T̂ , m ∈ P

2. σ̂ = −Jg − σ̃ + T̂

3.
M = {m : σ̂m > 0}
P = {m : σ̂m < 0}

Ïðîäîâæåííÿ 1-3 äîêè
σ̂m > 0, 0 6 m 6 n.

(14)

Â (13) i (14) ìàòðèöi J , W i âåêòîð N çàëåæàòü òiëüêè âiä n; Wm i Jm �
âåêòîðè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç åëåìåíòiâm-õ ðÿäêiâ âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü; σ̂, σ̃ i T̂ �
âåêòîðè, åëåìåíòè ÿêèõ ¹ çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíèõ ôóíêöié ó òî÷êàõ êîëîêàöi¨.

Àëãîðèòì çàñòîñîâàíî äëÿ îòðèìàííÿ ïðóæíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ïðè äîñëi-
äæåííi ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ òðiùèíè. Ðîçãëÿíóòî âiñåñèìåòðè÷íó ïîñòàíîâêó
ðèñ. 14.
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s
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Ðèñ. 14 � Ñõåìà íàâàíòàæåííÿ

Íà ðèñ. 15 ïðîiëþñòðîâàíî ÿäðî
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïîâiëüíîãî
ïîøèðåííÿ òðiùèíè, êîíòóðè òði-
ùèíè äëÿ äåêiëüêîõ ìîìåíòiâ ÷à-
ñó òà âiäïîâiäíà êiíåòè÷íà êðè-
âà. Îñòàííüîìó êîíòóðó âiäïîâiä-
à¹ âiäñóòíiñòü êîíòàêòíî¨ âçà¹ìîäi¨
áåðåãiâ.

0 1 2 3 4 5
0

5

10

0 0.2 0.4 0.6 0.8

0

2

4

6

8

0 0.2 0.4 0.6 0.8

3

3.5

-
D[t,l(t ) ]

x, см

l , см

lg(t, сек)

lg(t, сек)

l(t)
a

б

в

Ðèñ. 15 � Õàðàêòåðèñòèêà ïîâçó÷îñòi (à),
ðîçêðèòòÿ çðîñòàþ÷î¨ òðiùèíè (á ), êiíåòè-
÷íà êðèâà (â)

Çàïðîïîíîâàíà ìîäèôiêîâàíà ïîñòàíîâêà âèêîðèñòàíà äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðó-
æíèõ ïåðåìiùåíü áåðåãiâ ñèñòåìè ïàðàëåëüíèõ òðiùèí ó ðàìêàõ ÌÇÇ.
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Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðiàëó
òà ðiâíîìiðíîãî ÇÇÂ. Äëÿ íàâàíòàæåííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâíîìiðíî ðîçïîäi-
ëåíèõ íà íåñêií÷åííîñòi íîðìàëüíèõ i çñóâíèõ çóñèëü, à òàêîæ iç ñèñòåìè çîñå-
ðåäæåíèõ ñèë â îêîëi òðiùèíè, çíàéäåíî âèðàç äëÿ ïåðåìiùåíü áåðåãiâ òðiùèíè
Ãðiôôiòñà â îðòîòðîïíié ïëàñòèíi ó ôîðìi (6). Óìîâà êîíòàêòó

v1(1 + u′0)− u1v
′
0 = 0

âèêîðèñòàíà äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëó êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ó êóñêîâî-
ëiíiéíié ôîðìi.

y0
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y
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t( )x !

s( )x !

P!

P! -y0

-x0

x0

Ðèñ. 16 � Ñõåìà íàâàíòà-
æåííÿ (σ i τ � êîíòàêòíi
íàïðóæåííÿ)

Ïîñòàíîâöi ðèñ. 16 âiäïîâiäàþòü ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè
ðèñ. 17. Ïåðøèé ñòîâïåöü áëîêiâ � íàïðóæåííÿ íà
âiäðiçêó ðîçòàøóâàííÿ òðiùèíè â òiëi áåç òðiùèíè
(ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì) òà íîðìàëüíå êîíòàêòíå íà-
ïðóæåííÿ, äðóãèé � ðiçíèöÿ ìiæ öèìè äâîìà íàïðó-
æåííÿìè, òðåòié iëþñòðó¹ âïëèâ êîåôiöi¹íòà òåðòÿ
íà âåëè÷èíó êîíòàêòíîãî íàïðóæåííÿ (ïåðøèé ðÿ-
äîê � âïëèâ ó ìåæàõ 0.1 %, äðóãèé � âïëèâ âèìiðþ¹-
òüñÿ îäíèì âiäñîòêîì), ó ÷åòâåðòîìó ñòîâïöi ïðîiëþ-
ñòðîâàíî ñêëàäîâi êîìïîíåíò ïåðåìiùåíü áåðåãiâ.
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Ðèñ. 17 � Êîíòàêòíi íàïðóæåííÿ é ïåðåìiùåííÿ áåðåãiâ òðiùèíè: ïåðøèé ðÿäîê
áëîêiâ � àðìóâàííÿ âçäîâæ òðiùèíè, äðóãèé � âçäîâæ íîðìàëi äî òðiùèíè
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Ðèñ. 18 � Ñõåìà íàâàíòàæåííÿ òà ïàðàìåòðè ìîäåëi (à), âiäïîâiäíà ùiëüíiñòü
ðîçêðèòòÿ (á )

Äëÿ ÷èñëîâèõ ïðèêëàäiâ ïðóæíi õàðàêòåðèñòèêè îðòîòðîïíî¨ ïëàñòèíè îòðè-
ìàíî çà äîïîìîãîþ ðåçóëüòàòiâ ìåõàíiêè êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ íà îñíîâi ìåõà-
íi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðiàëiâ êîìïîíåíò êîìïîçèòà.

Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ òåîði¨ òðiùèí ó ðàì-
êàõ ÌÇÇ. Àëãîðèòìè âðàõîâóþòü óìîâó ïëàâíîñòi çìèêàííÿ áåðåãiâ i ñèíãóëÿð-
íiñòü ïîõiäíî¨ âiä ïåðåìiùåíü ó òî÷êàõ, ùî âiäïîâiäàþòü âåðøèíàì ôiçè÷íî¨ òði-
ùèíè. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ àíàëiòè÷íîãî òà ÷èñëîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿíóòî ïîñòà-
íîâêó ðèñ. 18 à. Àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i íàâåäåíî â (4).

Â îñíîâó ïåðøîãî àëãîðèòìó ïîêëàäåíî êîíòóðíi óìîâè

σ±(x) = −σ∞ + T (x), x ∈ (−β, β), ∆′(±β) = 0,

T (x) =
{ σ, x ∈ (−β,−λ) ∪ (λ, β)

0, x ∈ (−λ, λ)
,

(15)

â îñíîâó äðóãîãî � ìîäèôiêîâàíi êîíòóðíi óìîâè, äå ç÷åïëåííÿ ïðåäñòàâëåíî ði-
çíèöåþ ïîäîâæåíîãî íà âiä'¹ìíèé âiäðèâ ç÷åïëåííÿ é äîäàòêîâîãî íàïðóæåííÿ
σ̂, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ äîäàòíiñòü ðîçêðèòòÿ:

σ±(x) = −σ∞ + T̂ (x)− σ̂(x), x ∈ (−δ, δ), ∆(x) > 0,

T̂ (x) =
{ σ, x ∈ (−δ,−λ) ∪ (λ, δ)

0, x ∈ (−λ, λ)
.

(16)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷ (15) i (16) äà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíèì iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì

1

π

bn∫
b0

g(t)dt

t− x
= σ±(x),

ÿêå ðîçâ'ÿçàíî êâàäðàòóðíî-êîëîêàöiéíèì ìåòîäîì iç âèêîðèñòàííÿì ðiçíèõ ôóí-
êöié ôîðìè

g(x) = gk(x), x ∈ (bk−1, bk) (bk = bk−1 + Mbk, b0 = −β, bn = β),

ùî âðàõîâóþòü çàçíà÷åíó ëîãàðèôìi÷íó îñîáëèâiñòü.
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Ðèñ. 19 � Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê (à), ïîõèáêà äëÿ ðîçâ'ÿçêó âèêëþ÷íî ç ëiíiéíèìè åëå-
ìåíòàìè (á ), òà ñèíãóëÿðíèìè åëåìåíòàìè (â). Âèêîðèñòàíî 30 åëåìåíòiâ âçäîâæ
ïîëîâèíè òðiùèíè, 20 � âçäîâæ çîíè ç÷åïëåííÿ
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Ðèñ. 20 � Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê (à), ïîõèáêà äëÿ ðîçâ'ÿçêó âèêëþ÷íî ç ëiíiéíèìè
åëåìåíòàìè, w(x) = 1 (á ) òà ç âàãîâîþ ôóíêöi¹þ (â). Âèêîðèñòàíî 30 åëåìåíòiâ
âçäîâæ ïîëîâèíè òðiùèíè, 20 � âçäîâæ ìîäèôiêîâàíî¨ çîíè ç÷åïëåííÿ

Ïðè âèêîðèñòàííi ïåðøîãî àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ïîëî-
æåííÿ âåðøèíè g(±β) = 0, ïðè÷îìó êâàäðàòóðíà ñiòêà çìiíþ¹òüñÿ íà êîæíié
iòåðàöi¨ ÷èñëîâîãî ìåòîäó. Âèêîðèñòàíî ôóíêöiþ ôîðìè

gk(x) =

 gk−1 − gk ln[1− Ak(x)], ïåðåä± λ
−gk−1 lnAk(x) + gk, ïiñëÿ± λ
gk−1[1− Ak(x)] + gkAk(x), iíàêøå

, Ak(x) =
x− bk−1

Mbk
.

Ó ðàìêàõ äðóãîãî àëãîðèòìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iòåðàòèâíèé ìåòîä (14) òà ôóí-
êöiÿ ôîðìè

gk(x) =
{
gk−1[1− Ak(x)] + gkAk(x)

}
w(x), w(x) = − ln |x2 − λ2|.

×èñëîâi ðåçóëüòàòè âèêîðèñòàííÿ äâîõ àëãîðèòìiâ (ðèñ. 19 i 20) ïîêàçóþòü,
ùî òî÷íiñòü âèçíà÷åííÿ ðîçêðèòòÿ çàïðîïîíîâàíèì ìåòîäîì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
òî÷íîñòi êëàñè÷íîãî ïiäõîäó. Ïåðåâàãîþ ïåðøîãî àëãîðèòìó ¹ ìîæëèâiñòü òî÷íî-
ãî âèçíà÷åííÿ äîâæèí ç÷åïëåííÿ, äðóãîãî � îá÷èñëþâàëüíà åôåêòèâíiñòü.
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Ðèñ. 21 � Íîðìàëüíi òà çñóâíi ïåðåìiùåííÿ âåðõíiõ áåðåãiâ ñèñòåìè êîëiíåàðíèõ
òðiùèí i íàïðóæåííÿ ïîçà ðîçðiçàìè, ùî âiäïîâiäàþòü ôiçè÷íèì òðiùèíàì

Äðóãèé àëãîðèòìè ìîæíà åôåêòèâíî çàñòîñîâóâàòè äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçêðè-
òòÿ ñèñòåìè êîëiíåàðíèõ òðiùèí. Íà ðèñ. 21 ïðåäñòàâëåíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
äëÿ òðüîõ êîëiíåàðíèõ òðiùèí; ðîçâ'ÿçîê îòðèìàíèé ïðè σ∞ = τ∞ = 20 ÌÏà,
σ = 35 ÌÏà, τ = 40 ÌÏà, L = 4.167 ÌÏà−1; ïàðàìåòðè ñiòêè −b0 = bn = 1.5 ñì,
n = 300. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ òàêîãî êëàñó òèï ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ çàäàíî¨
êîíôiãóðàöi¨ äî ðîçâ'ÿçàííÿ íåâiäîìèé � äåÿêi âíóòðiøíi çîíè ç÷åïëåííÿ ìîæóòü
áóòè îá'¹äíàíèìè. Ïðè âèêîðèñòàííi çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó íå òðåáà îáèðàòè
îäèí iç òèïiâ äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó � êîðåêòíèé òèï îòðèìó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî.

Äîñëiäæåíî êiíåòèêó ðîñòó äâîõ êîëiíåàðíèõ òðiùèí. ×èñëîâi ðåçóëüòàòè
ðèñ. 22 îòðèìàíî äëÿ ðîçòÿãóâàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ íà íåñêií÷åííîñòi òà äâîõ
ïî÷àòêîâèõ âiäñòàíåé ìiæ òðiùèíàìè ç äîâæèíàìè 2 ñì i 2.5 ñì (ðèñ. 3). Òðèâà-
ëiñòü iíêóáàöiéíîãî ïåðiîäó âèçíà÷à¹òüñÿ äîñÿãíåííÿì ðîçêðèòòÿì ãðàíè÷íîãî
çíà÷åííÿ ó âíóòðiøíié âåðøèíi áiëüøî¨ òðiùèíè. Äîñëiäæåííÿ çðîñòàííÿ ïî-
÷èíà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿì îäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ðóõ òðåòüî¨
âåðøèíè; ó êîæíîìó âóçëi ÷àñîâî¨ äèñêðåòèçàöi¨ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ óìîâà äîñÿãíå-
ííÿ ãðàíè÷íîãî ñòàíó â iíøèõ âåðøèíàõ. Êðèòè÷íèé ñòàí äàëi áóäå äîñÿãíóòî
â çîâíiøíié âåðøèíi áiëüøî¨ òðiùèíè. Äîñëiäæåííÿ çðîñòàííÿ ïðîäîâæó¹òüñÿ
ðîçâ'ÿçàííÿì ñèñòåìè äâîõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü ðóõ òðåòüî¨ òà
÷åòâåðòî¨ âåðøèí òîùî, äî çàâåðøåííÿ ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ. Ìîæíà çàïèñàòè
íîìåðà âåðøèí ó ïîñëiäîâíîñòi äîñÿãíåííÿ â íèõ êðèòè÷íîãî ñòàíó: 3, 4, 2, 1.
Ðîçâ'ÿçêó äðóãîãî ðÿäêà áëîêiâ âiäïîâiäà¹ ìåíøà ïî÷àòêîâà âiäñòàíü ìiæ òðiùè-
íàìè. Îòðèìàíî iíøó ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ âåðøèí ó ïîðÿäêó äîñÿãíåííÿ â íèõ
ãðàíè÷íîãî ñòàíó: 3, 2, 4, 1.
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Ðèñ. 22 � Çðîñòàííÿ êîëiíåàðíèõ òðiùèí äëÿ äâîõ ïî÷àòêîâèõ âiäñòàíåé ìiæ íèìè
(à � 1 ñì i á � 0.7 ñì)

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî äëÿ içîòðîïíîãî ìàòåðiàëó òà íå-
ðiâíîìiðíîãî ÇÇÂ. Âñi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïåðåíåñòè íà âèïàäîê îðòîòðîïíîãî
ìàòåðiàëó çàìiíîþ ïðóæíèõ ñòàëèõ.

Îäíå ç ãîëîâíèõ çàâäàíü ðîçäiëó � îòðèìàòè àëãîðèòìè äîñëiäæåííÿ äîêðè-
òè÷íîãî òà ãðàíè÷íîãî ñòàíiâ òiëà ç òðiùèíîþ â ðàìêàõ ÌÇÇ ç ïîòåíöiàëüíèì
ÇÇÂ

σ(∆) =
∂Ψ(∆)

∂∆I
, τ(∆) =

∂Ψ(∆)

∂∆II
, ∆ = (∆I,∆II),

âîäíî÷àñ çàäîâîëüíèâøè âèìîãó ñêií÷åííîñòi íàïðóæåíü ó òiëi. Ïàðàìåòðè ìî-
äåëi ñêëàäíî¨ çîíè ç÷åïëåííÿ âiäïîâiäàþòü ñõåìi 4 íà ðèñ. 23. Äîâæèíà çñóâíî-
ãî ç÷åïëåííÿ ìà¹ íå ïåðåâèùóâàòè äîâæèíè íîðìàëüíîãî ç÷åïëåííÿ. Âèíèêà¹
íåîáõiäíiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ çìiøàíî¨ îñíîâíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi: íà äiëÿíöi
ãðàíèöi x ∈ (λ, γ) ìà¹ìî ïåðøó îñíîâíó çàäà÷ó ç ðîçðèâíèì íàïðóæåííÿì íà
ãðàíèöi, íà äiëÿíöi x ∈ (γ, β) � òðåòþ (òóò çàäàíî íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ é íó-
ëüîâå ãîðèçîíòàëüíå ïåðåìiùåííÿ). Ó âèïàäêó íåðiâíîìiðíîãî ÇÇÂ öÿ çàäà÷à ¹
çâ'ÿçàíîþ. Ïåðåõiä äî ñõåìè 4 çäiéñíþ¹òüñÿ â ðîáîòi ïîñòóïîâî ÷åðåç ìîäåëi 2
i 3, äëÿ ÿêèé îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê ïðîñòiøå. Ðîçâ'ÿçêè äëÿ öèõ ìîäåëåé áiëüø
äåòàëüíî ïðîàíàëiçîâàíî â ðîçäiëi 3. Çàçíà÷èìî, ùî ìîäåëü 1, ó ðàìêàõ ÿêî¨ ií-
òåðâàëè ïðèêëàäàííÿ íîðìàëüíèõ i çñóâíèõ ç÷åïëåíü çáiãàþòüñÿ (ùî íå äîçâîëÿ¹
âèêîðèñòîâóâàòè ìiöíiñòü çñóâíîãî ç÷åïëåííÿ τ ÿê ïàðàìåòð òðiùèíîñòiéêîñòi),
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Ðèñ. 23 � Ìîäåëi ñêëàäíî¨ çîíè ç÷åïëåííÿ
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Ðèñ. 24 � Ñõåìà íàâàíòàæåííÿ òà ïàðàìåòðè ìîäåëi (à), äèñêðåòèçàöiÿ (á )

ó ðîáîòi íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ.
Äëÿ ïîñòàíîâêè é äèñêðåòèçàöi¨ ðèñ. 24 îòðèìàíî âèðàçè äëÿ ïåðåìiùåíü áå-

ðåãiâ òðiùèíè òà ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ìîäåëåé 2 i 3 (ðèñ. 23).

Ðîçâ'ÿçîê äëÿ ìîäåëi 3 íåïåðåðâíî ïåðåõîäèòü ó ðîçâ'ÿçîê äëÿ ìîäåëi áåç çîí
ç÷åïëåííÿ ïðè çíèêíåííi çñóâíîãî ïîëÿ íàïðóæåíü (ðèñ. 25).

Ó ðîçäiëi òàêîæ ïðîàíàëiçîâàíî äåÿêi íàéïðîñòiøi ÷àñòèííi âèïàäêè (äëÿ ëi-
íiéíîãî é áiëiíiéíîãî çàêîíiâ ðîçïîäiëó êîîðäèíàòà-ç÷åïëåííÿ) âèðàçiâ äëÿ ðîç-
êðèòòÿ òðiùèíè é ðîáîòè ç÷åïëåííÿ. Âñòàíîâëåíî, ùî âèêîðèñòàííÿ â ÇÇÂ íóëüî-
âî¨ iíòåíñèâíîñòi ç÷åïëåííÿ äëÿ íóëüîâîãî âiäðèâó ïðèçâîäèòü äî ïåðåêðèòòÿ áå-
ðåãiâ. Öåé ôàêò âèêëèêàâ íåîáõiäíiñòü ìîäèôiêàöi¨ âiäîìèõ çàêîíiâ, ÿêà ïîëÿãà¹
â ïðèïèñóâàííi ç÷åïëåííþ äëÿ íóëüîâîãî âiäðèâó íåíóëüîâîãî çíà÷åííÿ. Ïîáóäî-
âàíî âèðàçè äëÿ ðîáîòè ç÷åïëåííÿ, ðîçïîäiëåíîãî çà êóñêîâî-ëiíiéíèì çàêîíîì.
Îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íi âèðàçè äëÿ óìîâè ñêií÷åííîñòi íàïðóæåíü, ðîáîòè ç÷å-
ïëåííÿ é ðîçêðèòòÿ. Öi ðåçóëüòàòè âèêîðèñòàíî ïðè äîñëiäæåííi äîêðèòè÷íîãî
é ãðàíè÷íîãî ñòàíiâ ó ÿêîñòi ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ. Ïðîàíàëiçîâàíà çáiæíiñòü
ðîçâ'ÿçêó çàëåæíî âiä ïàðàìåòðà ôîðìè ñòåïåíåâîãî ÇÇÂ.

Ïðèêëàä äîñëiäæåííÿ ïîâiëüíîãî ïîøèðåííÿ òðiùèíè ïîáóäîâàíî â ðàìêàõ
ãiïîòåçè ñòàëîñòi ïàðàìåòðiâ ÇÇÂ ïiä ÷àñ ïîâiëüíîãî ïiäðîñòàííÿ.



25

1
0

0.5

1

1.06

-6

-4

-2

0

10

20

30

40

0

-4

-2

0

2

4

6-5x10
-5x10

1.05 1.1

1.12 1 1.05 1.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-10x10 g
l=1

l=1

g�®l cscB , n­II

t

s

b

l cscB �=�bI

g b

модель 3

м
о
д
е
л
ь 
3

м
о
д
е
л
ь 
2

x, см

x, см

u , м1

u,v, м

u
,v

, 
м

u1

v1
v0

u0

v +v0 1

u +u0 1

v -v0 1

u -u0 1

s,t,�МПа

а

б

г

в

Ðèñ. 25 � Ïîðiâíÿííÿ äâîõ ìîäåëåé ñêëàäíî¨ çîíè ç÷åïëåííÿ: ìîäåëü 2 � ñïiëüíi
âåðøèíè, ìîäåëü 3 � ñïiëüíi ïî÷àòêè (øòðèõîâi êðèâi âiäïîâiäàþòü ìîäåëi áåç
çîí ç÷åïëåííÿ, BI = πσ∞/(2σmax), BII = πτ∞/(2τmax))

l(t) b(t)x

D(t,x)

T [D(t,x)]

x

Ðèñ. 26 � Ïàðàìåòðè ìîäåëi

Ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó ðîçïîäië ç÷åïëåííÿ âè-
çíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

σ(t, x) = T [∆(t, x)], λ(t) < x < β(t),

∆(t, x) = l(t)∆̃[x, λ(0)] +

+
t∫

0

l(t− τ)∆̃′τ [x, λ(τ)]dτ,

∆̃′β[β(t), λ(t)] = 0.

(17)

Âèêîðèñòàííÿ íåðiâíîìiðíîãî ÇÇÂ íàäàëî çìîãó îïèñàòè çáiëüøåííÿ äîâæèíè
çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ ïiä ÷àñ iíêóáàöiéíîãî ïåðiîäó (ðèñ. 27). Ðîçâ'ÿçêè ðèñ. 28,
îòðèìàíi äëÿ åêñïîíåíöiéíîãî ÇÇÂ, ïðåäñòàâëåíî ðîçïîäiëàìè âiäíîñíèõ ç÷å-
ïëåíü i âiäðèâiâ ó äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó (ñàìå äëÿ öèõ ìîìåíòiâ ÷àñó çàäî-
âîëüíÿ¹òüñÿ (17)), ÿêi âiäïîâiäàþòü òî÷êàì íà ãðàôiêó ÿäðà (áëîê ã).

Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì äîñëiäæåííÿ ãðàíè÷íîãî ñòàíó òiëà ç òðiùèíîþ çìi-
øàíîãî ðåæèìó ðóéíóâàííÿ. Âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íå ìiñòÿòü íåâiäîìi ãåîìå-
òðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ñêëàäíî¨ çîíè ç÷åïëåííÿ. Öå äîçâîëèëî ëiíåàðèçóâàòè
îòðèìàíi âèçíà÷àëüíi ñèñòåìè äëÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó ç÷åïëåííÿ, ùî ñóòò¹âî
ñïðîñòèëî ïîáóäîâó ÷èñëîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
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Ðèñ. 28 � ÇÇÂ (à), âiäíîñíi ç÷åïëåííÿ (á ) òà âiäðèâ (â) íà ÷àñîâié ñiòöi, ÿäðî
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ òðiùèíè (ã)
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Ðèñ. 29 � Ïàðàìåòðè ìî-
äåëi

Ïðè äîñëiäæåííi äîêðèòè÷íîãî ñòàíó ðîçãëÿäà¹òüñÿ
çàäà÷à ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

σ±(x) = −σ̃(x) + TI[∆(x)], x ∈ (β1, β2),
τ±(x) = −τ̃(x) + TII[∆(x)], x ∈ (γ1, γ2),
∆′I(β1,2) = 0, ∆′II(γ1,2) = 0,
∆II(x) = 0, x ∈ (β1, β2) \ (γ1, γ2).

Ç÷åïëåííÿ TI(∆) = TII(∆) = 0 ïðè ∆ 6∈ Ξ, Ξ =
{∆ = (∆I,∆II) : 0 6 ∆I 6 ∆∗I , 0 6 ∆II 6 ∆∗II}.

Ïðè äîñëiäæåííi êðèòè÷íîãî ñòàíó ó âèçíà÷àëüíó ñèñòåìó äîäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

max{∆̄I(±λ), ∆̄II(±λ)} = 1.

x

y

l
b2b1

g1

-l
g2

TI(D) -s

TII(D) -t

^ TI(D) -s

2l-2l

^ ^

^

^

^

Ðèñ. 30 � Ìîäèôiêîâàíà ïî-
ñòàíîâêà

Ìîäèôiêîâàíà ïîñòàíîâêà (|x| < 2λ)

σ±(x) = −σ̃(x) + T̂I[∆(x)]− σ̂(x),

τ±(x) = −τ̃(x) + T̂II[∆(x)]− τ̂(x)
(18)

äîçâîëèëà ëiíåàðèçóâàòè âèçíà÷àëüíó ñèñòåìó.
Äîäàòêîâi íàïðóæåííÿ σ̂ i τ̂ çíàõîäÿòüñÿ ç óìîâè
íåâiä'¹ìíîñòi âiäðèâiâ. Ïîøèðåíå íà âiä'¹ìíi âiä-
ðèâè ç÷åïëåííÿ

T̂{ I
II}(∆) =

{
T{ I

II}(∆), ∆ ∈ Ξ

P{ I
II}(∆), ∆I < 0 ∨∆II < 0

.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (18) äà¹òüñÿ ñèñòåìîþ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i íåðiâíîñòåé

1

π

2λ∫
−2λ

{
g(t)

h(t)

}
dt

t− x
= −

{
σ̃(x)

τ̃(x)

}
+ T̂{ I

II}
[
L

x∫
−2λ

g(t)dt, L
x∫
−2λ

h(t)dt
]
−

−
{
σ̂(x)

τ̂(x)

}
,

2λ∫
−2λ

{
g(t)

h(t)

}
dt = 0,

x∫
−2λ

{
g(t)

h(t)

}
dt > 0, |x| < 2λ,

L ·max
{ 1

∆∗I

±λ∫
−2λ

g(t)dt,
1

∆∗II

±λ∫
−2λ

h(t)dt
}

= 1.

Âèçíà÷àëüíà ñèñòåìà ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ òà äèñêðåòèçàöi¨ íàáóâà¹ âèãëÿäó

J
{g
h

}
= −

{
σ̃

τ̃

}
+ T̂{ I

II}
(
2λL ·Wg, 2λL ·Wh

)
−
{
σ̂

τ̂

}
,

N
{g
h

}
= 0, W

{g
h

}
> 0, 2λL ·max{Vpg/∆∗I , Vph/∆∗II} = 1,

ìàòðèöi J , W , V i âåêòîðN çàëåæàòü òiëüêè âiä n, Vp � âåêòîð, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç åëåìåíòiâ p-ãî ðÿäêà ìàòðèöi V , æèðíèì øðèôòîì òàêîæ ïîçíà÷åíi âåêòîðè,
åëåìåíòè ÿêèõ ¹ çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíèõ ôóíêöié ó òî÷êàõ êîëîêàöi¨.

Íà ðèñ. 31 ïðîiëþñòðîâàíî ïàðàìåòðè êðèòè÷íîãî ñòàíó äëÿ òðüîõ ïàðàìåòðiâ
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Ðèñ. 31 � ÇÇÂ òà âiäïîâiäíi ïàðàìåòðè ãðàíè÷íîãî ñòàíó, îòðèìàíi ïðè σmax =
35 ÌÏà, φ = 400 Í/ì, E = 4 · 103 ÌÏà, n = 200, ïåðøèé ðÿäîê � ÇÇÂ äëÿ
òðüîõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ôîðìè, äðóãèé-÷åòâåðòèé � âiäíîñíi âiäðèâè (1) òà ç÷å-
ïëåííÿ áåç äîäàòêîâîãî íàïðóæåííÿ (2) äëÿ òðüîõ ïàðàìåòðiâ ôîðìè, ï'ÿòèé �
êðèòè÷íèé ðiâåíü çîâíiøíüîãî íàâàíòàæåííÿ

ôîðìè ÷îòèðüîõ ÇÇÂ ó âèïàäêó òðiùèíè íîðìàëüíîãî âiäðèâó. Ïåðøèé ÇÇÂ ¹
ñòåïåíåâèì, äðóãèé i òðåòié � ïîëiíîìiàëüíèìè, ÷åòâåðòèé � åêñïîíåíöiéíèì.

Âñòàíîâëåíî, ùî ïàðàìåòðè ôîðìè íåñóòò¹âî âïëèâàþòü íà ïàðàìåòðè ãðàíè-
÷íîãî ñòàíó. Íàéáiëüøå âiäõèëåííÿ âiä ñåðåäíüîãî ðiâíÿ (2.5%) ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
äëÿ ñòåïåíåâîãî ÇÇÂ. Òóò ìà¹ ìiñöå çáiëüøåííÿ äîâæèíè ç÷åïëåííÿ çi çðîñòà-
ííÿì ïàðàìåòðà ôîðìè α. Äëÿ òðüîõ ÇÇÂ ç äiëÿíêîþ çìiöíåííÿ ñïîñòåðiãà¹-
òüñÿ çìåíøåííÿ äîâæèíè ç÷åïëåííÿ çi çáiëüøåííÿì ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿ ç÷åïëåííÿ
(îïèñó¹òüñÿ ïàðàìåòðîì ôîðìè σ̄n).

Ïðè ïîáóäîâi ÷èñëîâèõ ïðèêëàäiâ äëÿ çìiøàíîãî ðåæèìó ðóéíóâàííÿ ðîçãëÿ-
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Ðèñ. 32 � Ïîòåíöiàëüíå ïîëå ç÷åïëåííÿ (σmax = 35 ÌÏà, τmax = 45 ÌÏà, φ1 =
500 Í/ì, φ2 = 700 Í/ì, α = 1.1, β = 1.5)

íóòî ñòåïåíåâèé ÇÇÂ ç ïîòåíöiàëîì (ðèñ. 32)

Ψ(∆̄) = φ2 −
[
φ2 − (1− (1− ∆̄I)

α)φ1

]
(1− ∆̄II)

β,
∆̄ = (∆̄I, ∆̄II), ∆̄I = ∆I/∆

∗
I , ∆̄II = ∆II/∆

∗
II

òà ïîëåì íîðìàëüíîãî i çñóâíîãî ç÷åïëåíü

TI(∆̄) = σmax(1− ∆̄I)
α−1(1− ∆̄II)

β,
TII(∆̄) = τmax

[
1− (1− (1− ∆̄I)

α)φ1/φ2

]
(1− ∆̄II)

β−1,
∆∗I = αφ1/σmax, ∆∗II = βφ2/τmax.

0 2 4 6 8 10 12

13

14

15

*s , МПаҐ

*t , МПаҐ

b�=�1a�=�1
a�=�1.5

a�=�2

Ðèñ. 33 � Ëîêóñ ðóéíóâàííÿ (σmax =
35 ÌÏà, τmax = 45 ÌÏà, φ1 = 400 Í/ì,
φ2 = 600 Í/ì, λ = 0.5 ñì, E = 104 ÌÏà,
n = 100)

Íà ðèñ. 33 íàâåäåíî êðèâi ãðàíè÷íèõ íà-
âàíòàæåíü. Ïóíêòèðíà êðèâà âiäïîâiäà¹ ìî-
äåëi çi ñòàëèìè iíòåíñèâíîñòÿìè ç÷åïëåíü
(Ψ(∆̄) = σmax∆̄I + τmax∆̄II).

Êîæíà òî÷êà êðèâèõ îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ iòåðàòèâíî¨ ïðîöåäóðè, çãiäíî ç
ÿêîþ ââîäèòüñÿ ïîçíà÷åííÿ

M{xy} =
{
m : 1 6 m < p− p{xy}

}
, P{xy} =

{
m : p− p{xy} 6 m 6 n

}
,

äå iíäåêñ p âiäïîâiäà¹ êâàäðàòóðíié òî÷öi, ùî çáiãà¹òüñÿ ç −λ (äèâ. ðèñ. 13);
iíäåêñè px,y > 1, òàêèì ÷èíîì, âèçíà÷àþòü êiëüêiñòü òî÷îê êîëîêàöi¨ ó âiäïîâiäíié
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çîíi ç÷åïëåííÿ (öåé ïàðàìåòð îáóìîâëþ¹ òî÷íiñòü ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ);

1. ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ñèñòåìà

Wm

{g
h

}
= 0, m ∈M{xy}

Jm
{g
h

}
= −

{
σ̃

τ̃

}
+ T̂{ I

II}(2λL ·Wmg, 2λL ·Wmh), m ∈ P{xy}
2λL ·max {Vpg/∆∗I , Vph/∆∗II} = 1,

(19)

2. îá÷èñëþþòüñÿ äîäàòêîâi íàïðóæåííÿ{
σ̂

τ̂

}
= −J

{g
h

}
−
{
σ̃

τ̃

}
+ T̂{ I

II}(2λL ·Wg, 2λL ·Wh),

3. ïðîâîäèòüñÿ ïåðåïîçíà÷åííÿ

M{xy} =

{
m :

{
σ̂m
τ̂m

}
> 0

}
, P{xy} =

{
m :

{
σ̂m
τ̂m

}
< 0

}
.

Âèêîíàííÿ ïóíêòiâ 1-3 ïðîäîâæó¹òüñÿ, äîêè âñi êîìïîíåíòè âåêòîðiâ äîäà-
òêîâèõ íàïðóæåíü íå ñòàíóòü íåâiä'¹ìíèìè: σ̂m > 0, τ̂m > 0, m = 1, . . . , n.

Îòæå, íà êîæíié iòåðàöi¨ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ íåëiíiéíà ñèñòåìà ðiâíÿíü (19), ÿêà
ëåãêî ëiíåàðèçó¹òüñÿ. Õiä ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 34. Íà ïåðøîìó
êðîöi â çîíó ç÷åïëåííÿ ìîæíà âêëþ÷èòè äåêiëüêà òî÷îê êîëîêàöi¨. Íàñòóïíi êðî-
êè äîäàþòü òî÷êè â öþ çîíó, äîêè äèñêðåòíi äîäàòêîâi íàïðóæåííÿ íå ñòàíóòü
íåâiä'¹ìíèìè.

0
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0.25 0.5 0.75 0 0.25 0.5 0.75 0 0.25 0.5 0.750 0.25 0.5 0.75 0 0.25 0.5 0.750 0.25 0.5 0.75

x, ñì

êðîê 1 êðîê 2 êðîê 3 êðîê 4
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3'
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3

Ðèñ. 34 � Iëþñòðàöiÿ iòåðàòèâíî¨ ïðîöåäóðè: âiäíîñíi âiäðèâè (1) òà ç÷åïëåííÿ
áåç äîäàòêîâèõ íàïðóæåíü (2), äîäàòêîâå íàïðóæåííÿ (3); øòðèõîâi ëiíi¨ âiä-
ïîâiäàþòü çñóâíèì êîìïîíåíòàì (1′,2′,3′) (σmax = 35 ÌÏà, τmax = 45 ÌÏà,
φ1 = 500 Í/ì, φ2 = 700 Í/ì, α = 1.1, β = 1.5, E = 104 ÌÏà, n = 200)
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ÎÑÍÎÂÍI ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÐÎÁÎÒÈ I ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ iíñòðóìåíòîì àíàëiçó ïðàêòè÷íèõ ïðîáëåì, ùî âèíè-
êàþòü ó áóäiâíèöòâi é ëiòàêîáóäóâàííi, òà ïîâ'ÿçàíi ç ïîâiëüíèì ïîøèðåííÿì
òðiùèí â åëåìåíòàõ êîíñòðóêöié. Ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü âèçíà÷àòè ïàðàìåòðè
êðèòè÷íîãî ñòàíó içîòðîïíèõ òà îðòîòðîïíèõ òië, ùî ìiñòÿòü òðiùèíè ç çîíàìè
ïåðåäðóéíóâàííÿ. Ðîçðîáëåíi íîâi åôåêòèâíi ìåòîäèêè: 1) äîñëiäæåííÿ ïîâiëüíî-
ãî ïîøèðåííÿ òðiùèíè íîðìàëüíîãî âiäðèâó â îðòîòðîïíèõ â'ÿçêîïðóæíèõ òiëàõ;
2) âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ñòàíó ãðàíè÷íî¨ ðiâíîâàãè òië iç òðiùèíàìè â ðàìêàõ
ìîäåëi çîíè ç÷åïëåííÿ, ÿêà âðàõîâó¹ íàÿâíó áiëÿ ôðîíòó òðiùèíè çîíó ïåðåä-
ðóéíóâàííÿ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè:
1. Îòðèìàëè ðîçâèòîê ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî äåôîðìóâàííÿ â'ÿçêîïðó-
æíèõ îðòîòðîïíèõ ìàòåðiàëiâ íà îñíîâi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà é ìåòîäó îïå-
ðàòîðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Îòðèìàíà ìåòîäèêà äîçâîëÿ¹ íà îñíîâi ðåçóëü-
òàòiâ ìåõàíiêè êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ i õàðàêòåðèñòèê ðåëàêñàöi¨ ìàòåðià-
ëiâ êîìïîíåíò êîìïîçèòà åôåêòèâíî îòðèìóâàòè âèðàçè äëÿ â'ÿçêîïðóæíîãî
ðîçêðèòòÿ òðiùèíè ó ôîðìi iíòåãðàëà Áîëüöìàíà ç ÿäðîì ó âèãëÿäi ñóìè
åêñïîíåíò äðîáîâîãî ïîðÿäêó.

2. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ áàãàòîîñåðåäêîâîãî ðóéíóâàííÿ êîìïîçèòiâ çðîáëåíà íîâà
ïîñòàíîâêà é îòðèìàíî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïðî ïîâiëüíèé ðîçâèòîê äâîõ êîëi-
íåàðíèõ òðiùèí â îðòîòðîïíîìó â'ÿçêîïðóæíîìó òiëi. Ìåòîäèêà ïîáóäîâè
âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü äëÿ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ïîëîæåíü âåðøèí òði-
ùèí ñèñòåìè áàçó¹òüñÿ íà ïðåäñòàâëåííi â'ÿçêîïðóæíîãî ðîçêðèòòÿ ó ôîðìi
iíòåãðàëà Áîëüöìàíà òà êðèòåði¨ êðèòè÷íîãî ðîçêðèòòÿ. Çàëåæíîñòi âiä ÷àñó
ïîëîæåíü âåðøèí âèçíà÷àþòüñÿ iç ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i íåðiâíî-
ñòåé, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ øëÿõîì êîîðäèíàòíî-÷àñîâî¨ äèñêðåòèçàöi¨. Ïðîiëþ-
ñòðîâàíî çàëåæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi äîñÿãíåííÿ ãðàíè÷íîãî ñòàíó ó âåðøèíàõ
òðiùèí ñèñòåìè âiä ïî÷àòêîâî¨ âiäñòàíi ìiæ ñóìiæíèìè âåðøèíàìè.

3. Ðîçâ'ÿçàíi íîâi çàäà÷i ìåõàíiêè ðóéíóâàííÿ äëÿ ïðóæíèõ i â'ÿçêîïðóæíèõ
ïëàñòèí iç òðiùèíàìè çà óìîâè ïðèêëàäàííÿ ñèñòåìè çîñåðåäæåíèõ ñèë. Ðîç-
âèíåíî ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi i â'ÿçêîïðóæíîñòi äëÿ ïëà-
ñòèí, ïîñëàáëåíèõ òðiùèíàìè ç çîíàìè ïåðåäðóéíóâàííÿ ó ðàçi êîíòàêòó áå-
ðåãiâ. Äëÿ òðiùèíè íîðìàëüíîãî âiäðèâó îòðèìàíî íîâi çàêîíîìiðíîñòi ïî-
âiëüíîãî äîêðèòè÷íîãî ïîøèðåííÿ âíàñëiäîê äi¨ ñèñòåìè ðîçòÿãóâàëüíèõ çî-
ñåðåäæåíèõ ñèë òà ïiä âïëèâîì ñèñòåìè çîñåðåäæåíèõ ñèë, ùî ïðèòèñêàþòü
áåðåãè òðiùèíè, â êîìáiíàöi¨ ç ðîçòÿãîì íà íåñêií÷åííîñòi. Ïðîiëþñòðîâàíî
çíèêíåííÿ äiëÿíêè êîíòàêòó áåðåãiâ òðiùèíè ïðè ¨¨ ïîâiëüíîìó ïîøèðåííi.
Âèÿâëåíî âïëèâ çíèêíåííÿ äiëÿíêè íà âèõiä òðiùèíè íà äèíàìi÷íèé åòàï
ïîøèðåííÿ.

4. Äëÿ çìiøàíîãî ðåæèìó ðóéíóâàííÿ çðîáëåíà çàãàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷ ìå-
õàíiêè òðiùèí çà íàÿâíîñòi çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ. Çîíà ïåðåäðóéíóâàííÿ ìî-
äåëþ¹òüñÿ ñêëàäíîþ çîíîþ ç÷åïëåííÿ ç âiäìiííèìè ïîëîæåííÿìè ãðàíèöü
iíòåðâàëiâ ïðèêëàäàííÿ íîðìàëüíîãî i çñóâíîãî ç÷åïëåíü (öÿ âiäìiííiñòü ïðî-
äèêòîâàíà âèìîãîþ ñêií÷åííîñòi íàïðóæåíü ó òiëi).
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5. Çàïðîïîíîâàíî íîâi ÷èñëîâî-àíàëiòè÷íi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ìåõàíiêè
òðiùèí iç çîíàìè ïåðåäðóéíóâàííÿ ó âèïàäêó ¨õ ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèìè
çîíàìè ç÷åïëåííÿ ç íåðiâíîìiðíèì çàêîíîì ç÷åïëåííÿ-âiäðèâó. Ó âèïàäêó
íåçíà÷íèõ äîâæèí ç÷åïëåííÿ äëÿ òðiùèíè íîðìàëüíîãî âiäðèâó çíàéäåíî
òà ïðîiëþñòðîâàíî çâ'ÿçîê ïàðàìåòðiâ òðiùèíîñòiéêîñòi çàêîíó ç÷åïëåííÿ-
âiäðèâó òà êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà iíòåíñèâíîñòi íàïðóæåíü. Âñòà-
íîâëåíî, ùî ïàðàìåòðè ôîðìè íåñóòò¹âî âïëèâàþòü íà ðiâåíü êðèòè÷íîãî
íàâàíòàæåííÿ. Îòðèìàíî íîâi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ãðàíè÷íèõ ðiâíiâ íîðìàëüíîãî
i çñóâíîãî íàâàíòàæåíü òà ïðîiëþñòðîâàíî âïëèâ íà íèõ ïàðàìåòðiâ ôîðìè
ïîòåíöiàëüíîãî çàêîíó ç÷åïëåííÿ-âiäðèâó äëÿ çìiøàíîãî ðåæèìó ðóéíóâàí-
íÿ.
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îðòîòðîïíîé ñðåäå.

Ñîçäàíà íîâàÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ìåòîäèêà ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäî-
âàíèÿ íàïðÿæåííî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåë ñ òðåùèíàìè. Ó÷åò âëèÿíèÿ
çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ, îáðàçóþùèõñÿ ó ôðîíòà òðåùèíû, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ìîäåëè çîíû ñöåïëåíèÿ. Ìîäåëü îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åííîñòü íàïðÿæåíèé
è ïîçâîëÿåò ñíåñòè âñå íåëèíåéíûå ýôôåêòû äåôîðìèðîâàíèÿ â çîíó ñöåïëåíèÿ.
Ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé êàê äëÿ ðàâíîìåð-
íîãî çàêîíà ñöåïëåíèÿ-îòðûâà òàê è íåðàâíîìåðíûõ çàêîíîâ. Â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå ðåøàåòñÿ ñâÿçàííàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè. Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæèò
ïðîöåäóðà ïîèñêà êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ìåæäó áåðåãàìè òðåùèíû. Â ñëó÷àå
òðåùèíû ñìåøàííîãî ðåæèìà ðàçðóøåíèÿ ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî ìîäåëåé ñëî-
æíîé çîíû ñöåïëåíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðûõ ãðàíèöû ïðèëîæåíèÿ íîðìàëüíîãî è
ñäâèãîâîãî ñöåïëåíèé íå ñîâïàäàþò.

Ïðèâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè îòäåëüíûõ êëàññîâ çàäà÷ ìåõàíèêè
òðåùèí ñ çîíàìè ïðåäðàçðóøåíèÿ â èçîòðîïíûõ è îðòîòðîïíûõ ïëîñêèõ òåëàõ,
ñîäåðæàùèõ åäèíè÷íûå, êîëëèíåàðíûå èëè ïàðàëëåëüíûå òðåùèíû. Ïîëó÷åíû
ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ òèïîâ çàêîíà ñöåïëåíèÿ-îòðûâà.
Èññëåäîâàíà ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè òðå-
ùèíîñòîéêîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè çàêîíà ñöåïëåíèÿ-îòðûâà.

Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñêðûòèè òðåùèíû ñ çîíàìè ïðåäðàçðóøåíèÿ ïîëîæåíî
â îñíîâó èññëåäîâàíèÿ ìåäëåííîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí âäîëü çàðàíåå èçâå-
ñòíîãî ïóòè. Ðàçðàáîòàíà ýôôåêòèâíàÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êðè-
âûõ ðîñòà òðåùèí âäîëü îñè îðòîòðîïèè êîìïîçèòà, ìàòåðèàëû êîìïîíåíò êîòî-
ðîãî îáëàäàþò âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè. Óñòàíîâëåíû îáùèå çàêîíîìåðíîñòè
âëèÿíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è ðåîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìà-
òåðèàëà íà êèíåòèêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü çîíû ñöåïëåíèÿ, ñëîæíàÿ çîíà ñöåïëåíèÿ, çàêîí
ñöåïëåíèÿ-îòðûâà, äëèíà ñöåïëåíèÿ, ÷àñòè÷íûé êîíòàêò áåðåãîâ òðåùèíû, êîë-
ëèíåàðíûå òðåùèíû, ìåäëåííûé ðîñò òðåùèí, êèíåòè÷åñêèå êðèâûå ðîñòà òðå-
ùèí, êîìïîçèò ñ âÿçêîóïðóãèìè êîìïîíåíòàìè.
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SUMMARY

Selivanov M.F. Quasi-static problems of fracture mechanics for elastic and vi-
scoelastic bodies in the framework of cohesive zone models. � Manuscript.

Thesis of candidate for a degree of doctor of sciences in physics and mathematics,
speciality 01.02.04 �Mechanics of deformable solids�. � S.P. Timoshenko Institute of
mechanics, NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the study of deformed state of two-dimensional viscoelastic
bodies containing cracks with failure zones as well as to the slow crack growth in
viscoelastic orthotropic media.

Semi-analytical method for the investigation of deformed state of a cracked body
is presented. In�uence of failure zones which are formed in front of the crack tip is
taken into account by introducing the cohesive zone model. The model provides the
�nite stress condition and allows ascribing all non-linear e�ects of deformation to
the cohesive zone. The e�ective algorithms are developed to �nd solutions for the
uniform traction-separation law as well as for the non-uniform ones. In the latter case
the coupled problem of elasticity is solved. The algorithm is based on the procedure of
determination of contact stresses between crack faces; it allows avoiding the solution
of nonlinear systems to �nd cohesive lengths. In the case of mixed mode cracks, some
multiple cohesive zone model are considered; these models use unmatched intervals for
normal and shear tractions. When the cohesive lengths are small enough the concept
of thin structure is used to �nd the separation; the concept considerably simpli�es
the solving algorithm and provides initial estimate when the problem is solved for
non-small failure zones.

When cohesive zone model is introduced, it is assumed that the crack growth
occurs when the normal or shear separation and corresponding work of separation
simultaneously reach their critical values. Basing on the found solutions for separati-
ons the system of equation is obtained to �nd critical state parameters of a crack
with failure zones. Using the non-uniform traction-separation law requires solving
of nonlinear systems with unknown parameters of traction distribution and cohesive
length. Correspondence between critical state parameters and parameters of fracture
toughness, which is forming traction-separation law, is investigated. Numerical soluti-
ons are built for given uniformly distributed stresses at in�nity and system of point
forces in the vicinity of a crack. A combination of the above-mentioned types of loadi-
ng is also considered. Mixed type is used to form the zone of partial contact between
crack faces.

Solution of the problem on a separation of crack faces is used in the investigation
of slow crack growth along the prede�ned path. E�ective methodology is developed
for �nding the kinetic curves of crack growth along the orthotropic axes of composite,
which phases shows viscoelastic properties. It is shown that in the case of compressi-
ve forces (i.e. the forces that diminish the separation) the crack can propagate the
distance several times greater than its initial length. The growth of a crack with parti-
ally contacting faces is investigated; it is shown that disappearing of contact zone can
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fasten the transition to the dynamic crack propagation.
The problem of multisite fracture is considered. The solution for crack faces

separation is obtained for the parallel cracks; kinetic curves are built for the slow
growth of collinear cracks of di�erent initial lengths.

Key words: cohesive zone model, multiple cohesive zone, traction-separation law,
cohesive length, partial contact of crack faces, collinear cracks, slow crack growth,
kinetic curves of crack growth, composite material with viscoelastic components.
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