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Дисертацiя присвячена розробцi методiв дослiдження напружено-дефор-

мованого стану в’язкопружних плоских тiл, що мiстять трiщини з зонами

передруйнування, та повiльного поширення трiщин у в’язкопружному ор-

тотропному середовищi.

Створена нова числово-аналiтична методика математичного дослiдже-

ння напружено деформованого стану тiл iз трiщинами. Врахування впли-

ву зон передруйнування, що утворюються бiля фронту трiщини, здiйсню-

ється за допомогою моделi зони зчеплення. Модель забезпечує обмеже-

нiсть напружень i дозволяє знести всi нелiнiйнi ефекти деформування в

зону зчеплення. Розроблено ефективнi алгоритми побудови розв’язку як

для рiвномiрного закону зчеплення-вiдриву, так i для нерiвномiрних зако-

нiв. В останньому випадку розв’язується зв’язана задача теорiї пружно-

стi. В основi алгоритму лежить процедура пошуку контактних напружень

мiж берегами трiщини; використання алгоритму звiльняє вiд необхiдно-

стi розв’язання нелiнiйних рiвнянь вiдносно довжин зчеплення. У випадку

трiщини змiшаного режиму руйнування розглянуто декiлька моделей скла-

дної зони зчеплення, в рамках яких границi прикладання нормального та

зсувного зчеплень не збiгаються. У випадку незначних довжин зчеплення

при отриманнi вiдриву використовується концепцiя тонкої структури, яка

суттєво спрощує алгоритм розв’язання й може надати початкове наближе-
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ння при розв’язаннi задачi для розвинутих зон передруйнування.

Критерiєм граничного стану при використаннi моделi зони зчеплення

є одночасне досягнення нормальним або зсувним розкриттям у вершинi

трiщини та вiдповiдною роботою зчеплення своїх граничних значень. На

основi отриманих розв’язкiв для вiдриву побудовано визначальнi системи

для параметрiв граничної рiвноваги трiщини з зонами передруйнування.

Використання нерiвномiрного закону зчеплення-вiдриву вимагає розв’яза-

ння системи нелiнiйних рiвнянь вiдносно параметрiв розподiлу зчеплення

та довжини зчеплення. Дослiджено зв’язок параметрiв граничного стану з

характеристиками трiщиностiйкостi, якi є параметрами закону зчеплення-

вiдриву. Числовi приклади побудовано для заданих рiвномiрно розподiле-

ного навантаження на значному вiддаленнi вiд трiщин та системи зосере-

джених сил в околi трiщин, також розглянуто комбiнацiю зазначених двох

типiв навантаження. Змiшаний тип використано для утворення зони час-

ткового контакту берегiв трiщини.

Розв’язок задачi про розкриття трiщини з зонами передруйнування по-

кладено в основу дослiдження повiльного поширення трiщин вздовж на-

перед вiдомого шляху. Розроблено ефективну методику побудови кiнети-

чних кривих зростання трiщин вздовж осi ортотропiї композита, матерiали

компонент якого виявляють в’язкопружнi властивостi. Показано, що у ви-

падку наявностi сил, що стягують береги трiщини, трiщина може зростати

до розмiрiв в декiлька разiв бiльших за початковi. Дослiджено зростан-

ня трiщини з частковим контактом її берегiв, встановлено, що зникнення

дiлянки контакту може прискорити перехiд трiщини на динамiчний етап

поширення.

Розглянуто задачi про багатоосередкове руйнування. Отримано вiдриви

системи паралельних трiщин та кiнетичнi кривi повiльного зростання двох

колiнеарних трiщин рiзної довжини.
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transform and Padé approximation solving viscoelasticity problems. Int. J.

Solids and Struct. 44, 66-76 (2007)

12. Каминский, А.А., Селиванов, М.Ф.: О развитии дискообразной трещи-

ны с немалой зоной предразрушения в композитном материале. Прикл.

механика. 44 (8), 45-51 (2008)

13. Камiнський, А.О., Селiванов, М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Визначення ефе-

ктивних характеристик в’язкопружного композиту, релаксацiя компо-

нент якого описується експонентами рiзних дробових порядкiв. Мат.

методи та фiз.-мех. поля. 51 (3), 7-18 (2008)

14. Селиванов, М.Ф.: Об эффективных свойствах линейно вязкоупругого

композита. Прикл. механика. 45 (10), 62-70 (2009)

15. Селиванов, М.Ф., Черноиван, Ю.А., Рудис, А.В.: О развитии трещи-

ны сдвига в композите с линейно вязкоупругими фазами. Теоретич. и

прикл. механика. 45, 71-78 (2009)

16. Каминский, А.А., Селиванов, М.Ф.: Определение и анализ эффектив-

ных релаксационных свойств композита с вязкоупругими компонента-

ми. Прикл. механика. 46 (1), 22-33 (2010)

17. Камiнський, А.О., Селiванов, М.Ф.: Про вплив на концентрацiю на-

пружень бiля елiптичного отвору в пластинi з композитного матерiа-

лу в’язкопружних властивостей компонентiв композиту. Доповiдi НАН



6

України. (1), 52-58 (2010)

18. Камiнський, А.О., Селiванов М.Ф., Чорноiван Ю.О.: Про докритичний

розвиток трiщини зсуву в композитi з в’язкопружними компонентами.

Мат. методи та фiз.-мех. поля. 53 (1), 99-108 (2010)

19. Камiнський, А.О., Селiванов, М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Докритичний

розвиток трiщини поздовжнього зсуву у в’язкопружному композитi.

Доповiдi НАН України. (11), 37-44 (2010)

20. Селиванов, М.Ф.: О влиянии вязкоупругих свойств композита на поле

напряжений около эллиптического отверстия. Прикл. механика. 46 (7),

76-83 (2010)

21. Каминский, А.А., Селиванов, М.Ф., Черноиван, Ю.А.: Докритический

рост двух коллинеарных трещин в вязкоупругом теле. Теоретич. и

прикл. механика. 48 (2), 40-50 (2011)

22. Камiнський А.О., Селiванов, М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Дослiдження пе-

ремiщення берегiв двох колiнеарних трiщин рiвної довжини. Доповiдi

НАН України. (11), 51-60 (2011)

23. Каминский, А.А., Селиванов, М.Ф., Черноиван, Ю.А.: Определение

длин зон предразрушения у фронта двух коллинеарных трещин не-

равной длины. Теоретич. и прикл. механика. 50 (4), 78-84 (2011)

24. Selivanov, M.F., Chornoivan, Y.O.: Computational optimization of characte-

ristics of composites of viscoelastic components. J. Eng. Math. 74, 91-100

(2012)

25. Камiнський, А.О., Селiванов М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Початковий етап

руйнування в’язкопружної пластини з двома колiнеарними трiщинами

однакової довжини. Доповiдi НАН України. (6), 54-59 (2012)

26. Камiнський, А.О., Селiванов М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Модель зростан-

ня i злиття двох колiнеарних трiщин у в’язкопружному тiлi. Мат. ме-

тоди i фiз.-мех. поля. 55 (1), 61-71 (2012)



7

27. Камiнський, А.О., Селiванов М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Визначення пе-

ремiщень берегiв двох колiнеарних трiщин рiзних довжин в рамках

моделi Леонова–Панасюка. Мат. методи i фiз.-мех. поля. 55 (4), 74-84

(2012)

28. Каминский, А.А., Селиванов, М.Ф., Черноиван, Ю.А.: О докритиче-

ском распространении трещины продольного сдвига в вязкоупругом

композитном теле. Прикл. механика. 49 (3), 49-59 (2013)

29. Kaminsky, A.A., Selivanov, M.F., Chornoivan, Y.O.: Determining of three

collinear cracks opening displacement using the process zone model. Int. J.

Solids Struct. 50 (19), 2929-2942 (2013)

30. Камiнський, А.О., Селiванов М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Про межi засто-

совностi наближених пiдходiв до дослiдження макроскопiчних трiщин

поперечного зсуву у в’язкопружних анiзотропних композитах. Доповiдi

НАН України. (7), 57-63 (2013)

31. Селiванов, М.Ф.: Поширення трiщини у в’язкопружному тiлi внаслiдок

прикладання навантаження до її берегiв. Доповiдi НАН України. (12),

67-73 (2013)

32. Каминский, А.А., Селиванов, М.Ф., Черноиван, Ю.А.: Начальный пе-

риод роста трещины в вязкоупругом композите при смешанном нагру-

жении. Теоретич. и прикл. механика. 53 (7), 18-29 (2013)

33. Каминский, А.А., Селиванов, М.Ф., Черноиван, Ю.А.: Начальное ра-

зрушение вязкоупругой изотропной пластины с двумя коллинеарными

трещинами одинаковой длины. Прикл. механика. 50 (3), 94-106 (2014)

34. Камiнський, А.О., Селiванов, М.Ф.: Злиття двох колiнеарних трiщин

рiзної довжини у в’язкопружнiй анiзотропнiй пластинi. Доповiдi НАН

України. (6), 58-63 (2014)

35. Селiванов, М.Ф.: Визначення безпечної довжини трiщини та розподi-

лу сил зчеплення в рамках моделi трiщини з зоною передруйнування.



8

Доповiдi НАН України. (11), 58-64 (2014)

36. Селиванов, М.Ф.: Определение распределений сил сцепления трещины

смешанного режима разрушения. Теоретич. и прикл. механика. 55 (9),

33-41 (2014)

37. Selivanov, M.F., Chornoivan, Yu.O.: The initial period of mixed-mode crack

growth in viscoelastic composite with Rabotnov’s relaxation law. Int. J.

Mech. 8, 371-376 (2014)

38. Селiванов, М.Ф.: Модель трiщини з зоною зчеплення при змiшаному

режимi руйнування. Доповiдi НАН України. (7), 62-69 (2015)

39. Камiнський, А.О., Селiванов, М.Ф.: Моделювання повiльного зростан-

ня трiщини зчеплення у в’язкопружному тiлi. Доповiдi НАН України.

(8), 43-50 (2015)

40. Kaminsky, A.A., Selivanov, M.F., Chornoivan, Y.O.: On the long-term

deformation process in viscoelastic composites around an elliptical hole.

Mech. of Time-Dependent Materials. 20 (2), 233-243 (2016)

41. Камiнський, А.О., Селiванов М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Визначення кон-

тактних напружень мiж берегами трiщини нормального вiдриву. Допо-

вiдi НАН України. (5), 36-42 (2016)

42. Камiнський, А.О., Селiванов М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Вплив контакту

мiж берегами трiщини Дагдейла на параметри руйнування анiзотро-

пної пластини. Вiсник Київського нац. ун-ту iм. Т. Шевченка. Серiя:

Фiз.-мат. науки. (1), 53-58 (2016)

43. Селiванов, М.Ф., Чорноiван, Ю.О., Вовкодав, О.В.: Визначення пере-

мiщень берегiв двох паралельних трiщин зчеплення. Вiсник Київського

нац. ун-ту iм. Т. Шевченка. Серiя: Фiз.-мат. науки. (3), 39-42 (2016)

44. Камiнський, А.О., Селiванов, М.Ф.: Повiльне зростання трiщини з дi-

лянкою контакту. Доповiдi НАН України. (1), 38-43 (2017)

45. Гаврилов, Г.В., Селиванов, М.Ф., Черноиван, Ю.А.: Длительное ра-



9

зрушение стареющего слоисто-волокнистого композита тетрагональной

симметрии. В: Матер. XIV Межд. Науч. школы, Таврич. нац. ун-т.,

Симферополь, 29-32 (2004) доповiдь

46. Селиванов, М.Ф., Богданова, О.С.: Oпределение характеристик вязкоу-

пругого деформирования композитного материала при моделировании

его однородной aнизотропной средой. В: Dynamical systems modelling

and stability investigation, Int. Conf., Kyiv (2005) заочна

47. Selivanov, M.F.: On a time-dependent redistribution of stress near a li-

near crack in a plate made from the viscoelastic composite material. In:

Proceedings of 7th Int. Fract. Conf., Kohaeli, Turkey (2005) заочна

48. Selivanov, M.F.: Long-term crack growth in 3-D reinforced polymer. In:

Proceedings of 8th Int. Fract. Conf., Kohaeli, Turkey (2007) заочна

49. Селiванов, М.Ф., Чорноiван, Ю.О.: Оптимiзацiя представлення в’язко-

пружних характеристик полiмерних матерiалiв. В: Мiжнародна науко-

ва конференцiя “Математичнi проблеми технiчної механiки”, Днiпро-

дзержинськ (2007) доповiдь

50. Selivanov, M.F., Kaminsky, A.A., Chornoivan, Yu.O.: Initial fracture of

viscoelastic plate with two equal collinear cracks. In: Proceedings of 9th

Int. Fract. Conf., Istanbul, Turkey (2011) доповiдь

51. Селiванов, М.Ф.: Дослiдження докритичного i граничного станiв трi-

щини зчеплення. В: Матерiали III Мiжнародної наукової конференцiї

“Сучаснi проблеми механiки”, Київ (2015) доповiдь

52. Selivanov, M.F.: Study of the critical state and long-term fracture of vi-

scoelastic anisotropic bodies using nonlinear fracture models. In: Proceedi-

ngs of China-Ukraine forum on science and technology, Harbin, China

(2016) доповiдь



10

SUMMARY

Selivanov M.F. Quasi-static problems of fracture mechanics for elastic and

viscoelastic bodies in the framework of cohesive zone models. – Qualification

scientific thesis as a manuscript.

Thesis of candidate for a degree of doctor of sciences in physics and mathemati-

cs, speciality 01.02.04 “Mechanics of deformable solids” (113 – applied mathemati-

cs). – S.P. Timoshenko Institute of mechanics, NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the study of deformed state of two-dimensional

viscoelastic bodies containing cracks with failure zones as well as to the slow

crack growth in viscoelastic orthotropic media.

Numerical-analytical method for the investigation of deformed state of a

cracked body is presented. Influence of failure zones which are formed in front

of the crack tip is taken into account by introducing the cohesive zone model.

The model provides the finite stress condition and allows ascribing all non-linear

effects of deformation to the cohesive zone. Effective algorithms are developed

to find solutions for the uniform traction-separation law as well as for the non-

uniform ones. In the latter case, the coupled problem of elasticity is solved.

The algorithm is based on the procedure of determination of contact stresses

between crack faces; it allows avoiding the solution of nonlinear systems to find

cohesive lengths. In the case of mixed mode cracks, some multiple cohesive

zone model are considered; these models use unmatched intervals for normal

and shear tractions. When the cohesive lengths are small enough the concept of

thin structure is used to find the separation; the concept considerably simplifies

the solving algorithm and provides initial estimate when the problem is solved

for non-small failure zones.

When cohesive zone model is introduced, it is assumed that the crack

growth occurs when the normal or shear separation and corresponding work

of separation simultaneously reach their critical values. Basing on the found
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solutions for separations the system of equation is obtained to find critical

state parameters of a crack with failure zones. Using the non-uniform traction-

separation law requires solving of nonlinear systems with unknown parameters

of traction distribution and cohesive length. Correspondence between criti-

cal state parameters and parameters of fracture toughness, which is forming

traction-separation law, is investigated. Numerical solutions are built for given

uniformly distributed stresses at infinity and system of point forces in the vi-

cinity of a crack. A combination of the above-mentioned types of loading is

also considered. Mixed type is used to form the zone of partial contact between

crack faces.

Solution of the problem on a separation of crack faces is used in the investi-

gation of slow crack growth along the predefined path. Effective methodology

is developed for finding the kinetic curves of crack growth along the orthotropic

axes of composite, which phases shows viscoelastic properties. It is shown that

in the case of compressive forces (i.e. the forces that diminish the separati-

on) the crack can propagate the distance several times greater than its initial

length. The growth of a crack with partially contacting faces is investigated;

it is shown that disappearing of contact zone can fasten the transition to the

dynamic crack propagation.

The problem of multisite fracture is considered. The solution for crack faces

separation is obtained for the parallel cracks; kinetic curves are built for the

slow growth of collinear cracks of different lengths.

Key words: cohesive zone model, multiple cohesive zone, traction-separation

law, cohesive length, partial contact of crack faces, collinear cracks, slow crack

growth, kinetic curves of crack growth, composite material with viscoelastic

components.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Iнженерним розрахункам, що враховують наяв-

нiсть трiщин в iзотропних та ортотропних в’язкопружних тiлах, придiля-

ється все бiльше уваги у зв’язку з тим, що вони зосередженi на виявленнi

границь опору руйнуванню й довговiчностi конструкцiй, виготовлених iз

сучасних матерiалiв, таких як армованi пластики, нанокомпозити та iн.

Переважно цi розрахунки базуються на результатах лiнiйно-пружної меха-

нiки руйнування. Коли нелiнiйною поведiнкою матерiалу в околi вершини

трiщини можна знехтувати лiнiйна механiка руйнування дає ефективнi ре-

зультати при прогнозуваннi граничного стану трiщини.

У багатьох випадках визначення параметрiв стану граничної рiвноваги

при наявностi трiщини в конструкцiї з композитного матерiалу, бетону або

iншого квазiкрихкого матерiалу розмiр зони передруйнування виявляється

не достатньо малим у порiвняннi з iншими характеристичними розмiрами,

що призводить до невiдповiдностi умовам застосування силового критерiю.

Деякi механiзми (утворення мiкротрiщин та порожнин у фронту трiщини,

їх злиття, брiджинг та iншi механiзми на мiкрорiвнi), що супроводжують

розвиток трiщини, мають iстотний вплив на невиконання цих умов. Якщо

розмiр зони не є достатньо малим за iншi характернi розмiри задачi, неза-

мiнним iнструментом аналiзу стає модель зони зчеплення (МЗЗ). Складнi

фiзичнi ефекти, що мають мiсце в околi вершини трiщини, можна змоделю-

вати за допомогою введення нелiнiйних ефектiв деформування, що знесенi

на вiдрiзок на продовженнi трiщини.

Бiльшiсть дослiджень у рамках МЗЗ проведенi за допомогою методу

скiнченних елементiв. Апарат теорiї функцiї комплексної змiнної дозволяє

виявити основнi закономiрностi мiж параметрами моделi та параметрами

стану граничної рiвноваги, зробити висновки, що можуть бути використа-

ними при розрахунках тiл складної геометрiї та за умов рiзних схем наван-
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таження. До того ж виникає можливiсть задовольнити умову скiнченностi

напружень у тiлi, виконання якої вимагають класичнi теорiї повiльного

поширення трiщин.

Неоднорiднiсть поля напружень на лiнiї розташування трiщини може

призводити до часткового контакту берегiв трiщини, що необхiдно вра-

ховувати при визначеннi параметрiв граничного стану та при дослiдженнi

повiльного пiдростання трiщини. Врахування зсувного поля напружень ви-

магає застосування сучасних моделей, що пов’язують зсувнi та нормальнi

зчеплення, якi вводяться при використаннi моделi.

Врахування вищезгаданих обставини обумовлює актуальнiсть вибраної

теми дисертацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота вiдповiдає основним напрямкам наукових дослiджень

вiддiлу механiки руйнування матерiалiв Iнституту механiки iм. С.П. Тимо-

шенка НАН України. Дисертацiйне дослiдження проводилось при виконан-

нi наступних науково-дослiдних робiт: НДР 1.3.1.445п “Дослiдження довго-

тривалого деформування та руйнування анiзотропних в’язкопружних тiл”

номер державної реєстрацiї 0103U008055, 2003–2004 рр.; НДР № 1.3.1.345

“Дослiдження квазiстатичних процесiв розвитку трiщин у композитах на

основi моделей нелiнiйної механiки руйнування”, номер державної реєстра-

цiї 0104U000300, 2004–2007 рр.; НДР № 1.3.1.358 “Розробка нових нетради-

цiйних пiдходiв на основi дискретно-континуальних методiв i комбiнованих

моделей деформування i руйнування композитних матерiалiв для розв’я-

зання проблем мiцностi i довговiчностi сучасних конструкцiй”, номер дер-

жавної реєстрацiї 0107U000163, 2007–2011 рр.; НДР № 1.3.1.487п “Дослi-

дження впливу в’язкопружних властивостей композитiв на концентрацiю

напружень поблизу отворiв при статичному навантаженнi”, номер держав-

ної реєстрацiї 0109U000252, 2009–2010 рр.; НДР № 1.3.1.366 “Дослiджен-
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ня механiзмiв квазiстатичного розвитку трiщин в анiзотропних i кусково-

однорiдних тiлах при розтязi i зсувi з застосуванням пiдходiв мезомеханi-

ки руйнування”, номер державної реєстрацiї 0107U008617, 2008–2012 рр.;

НДР № 1.3.1.503п “Дослiдження квазiстатичних процесiв деформування

i початкового руйнування пружних i в’язкопружних ортотропних пла-

стин з колiнеарними трiщинами при розтязi”, номер державної реєстрацiї

0115U002393, 2011 р.; НДР № 1.3.1.385 “Розробка моделей нелiнiйного де-

формування та руйнування конструктивних матерiалiв з урахуванням їх

дефектностi, анiзотропiї, в’язкопружних та пластичних властивостей”, но-

мер державної реєстрацiї 0112U000252, 2012–2016 рр.; НДР № 1.3.1.386 “До-

слiдження квазiстатичних процесiв розвитку трiщин у в’язкопружних i не-

лiнiйно пружних тiлах на основi моделей нелiнiйної механiки руйнування”,

номер державної реєстрацiї 0113U002153, 2013–2015 рр.; НДР № 1.3.1.408

“Визначення трiщиностiйкостi i довговiчностi композитних матерiалiв на

основi методiв нелiнiйної механiки руйнування”, номер державної реєстра-

цiї 0115U005710, 2016–2017 рр.

Мета та завдання дослiдження. Мета роботи полягає в постановцi

й розв’язаннi задач механiки трiщин на основi сучасних моделей для вра-

хування наявних бiля вершин трiщини зон передруйнування, визначеннi на

основi отриманих розв’язкiв параметрiв граничної рiвноваги пружних тiл

iз трiщинами та прогнозуваннi кiнетики повiльного поширення трiщини у

в’язкопружному середовищi.

Для досягнення цiєї мети необхiдно:

1. Розвинути метод розв’язання задач лiнiйної в’язкопружностi для вра-

хування в’язкопружних властивостей матерiалiв компонент композита.

2. Сформулювати строгу математичну постановку задачi механiки трi-

щин iз зоною передруйнування у в’язкопружних iзотропних та орто-

тропних тiлах в умовах дiї розтягувальних та зсувних зусиль.
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3. Розробити ефективний пiдхiд до визначення параметрiв докритичного

стану та стану граничної рiвноваги тiла з трiщиною змiшаного режиму

руйнування (нормальний вiдрив та поперечний зсув).

4. Отримати ефективний числово-аналiтичний метод розв’язання задач

повiльного поширення трiщин нормального вiдриву у в’язкопружних

середовищах; врахувати можливий частковий контакт берегiв трiщини

при докритичному зростаннi.

5. Побудувати розв’язки нових плоских задач для необмеженого тiла з

трiщиною за наявностi зони передруйнування та за умови неоднорi-

дного поля напружень на лiнiї розташування трiщини.

6. Провести апробацiю алгоритму визначення параметрiв стану граничної

рiвноваги тiла з трiщиною при дослiдженнi впливу параметрiв форми

закону зчеплення-вiдриву (ЗЗВ).

Об’єктом дослiдження є кiнетика повiльного поширення трiщини нор-

мального вiдриву в iзотропних i ортотропних в’язкопружних тiлах та пара-

метри стану граничної рiвноваги тiла з трiщиною змiшаного режиму руй-

нування в iзотропних i ортотропних пружних тiлах.

Предметом дослiдження є напружено-деформований стан зазначених

тiл iз трiщинами, в околi вершин яких утворюються зони передруйнування.

Методи дослiдження. При розв’язаннi задач лiнiйного спряження з

розривними правими частинами використовувалися точнi аналiтичнi ме-

тоди теорiї функцiй комплексної змiнної. Розкриття трiщини шукалося

для кусково-лiнiйного розподiлу зчеплення або щiльностi розкриття, при-

чому зчеплення пов’язано з вiдривом (який є розв’язком задачi) законом

зчеплення-вiдриву. Цей закон у процесi пошуку розв’язку задачi задоволь-

нявся за допомогою стандартних числових методiв розв’язання нелiнiй-

них систем рiвнянь з використанням їх лiнеаризацiї. Вимога скiнченностi

напружень у тiлi вносить у систему для параметрiв розподiлу зчеплення
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нелiнiйнi рiвняння, що унеможливлюють лiнеаризацiю. Щоб уникнути цi-

єї незручностi була використана модифiкована постановка, в основi якої

лежить методика врахування контактної взаємодiї берегiв трiщини. Реа-

лiзацiю цiєї методики зведено до використання iтеративної процедури, на

кожному кроцi якої розв’язується або лiнiйна система рiвнянь (у разi рiв-

номiрного ЗЗВ), або нелiнiйна система (у разi нерiвномiрного ЗЗВ), що

дозволяє лiнеаризацiю.

Для отримання розв’язку для в’язкопружного розкриття використано

принцип пружно-в’язкопружної аналогiї для залежних вiд часу граничних

умов та запропонованi в роботi алгоритми оберненого перетворення Лапла-

са, що використовують методи рацiональної апроксимацiї, та операторного

методу, що використовують операторнi ланцюговi дроби.

Отриману на основi критерiю критичного розкриття трiщини систему

iнтегральних рiвнянь та нерiвностей, що описує змiну положення вершин

трiщини з часом, розв’язано шляхом координатно-часової дискретизацiї та

використання стандартних методiв розв’язання систем нелiнiйних рiвнянь.

Наукова новизна результатiв роботи полягає в наступному:

1. Побудованi ефективнi методики отримання розв’язкiв задач лiнiйної

в’зкопружностi. Розв’язки знайдено у виглядi iнтеграла Больцмана з

дробово-експоненцiйним ядром.

2. Отримано розв’язок задачi про розкриття трiщини в рамках МЗЗ з

рiвномiрними розподiлами нормального i зсувного зчеплень для схеми

навантаження з розподiленим напруженням на нескiнченностi та систе-

мою зосереджених сил в околi трiщини. Враховано можливий контакт

берегiв трiщини.

3. Методику дослiдження контактної взаємодiї берегiв трiщини застосо-

вано для визначення розкриття трiщини в рамках МЗЗ з рiвномiр-

ним законом розподiлу зчеплення. Отриманий алгоритм не передбачає



20

розв’язання систем нелiнiйних рiвнянь вiдносно довжин зчеплення, а

використовує iтеративне розв’язання систем лiнiйних рiвнянь.

4. Запропонована методика розв’язання системи iнтегральних рiвнянь та

нерiвностей, що описує положення вершин трiщини зi змiною часу.

Реалiзацiя методики зводиться до послiдовного визначення положен-

ня вершин трiщини в дискретнi моменти часу на основi координатно-

часової дискретизацiї.

5. Побудованi системи для визначення параметрiв докритичного стану

та граничної рiвноваги тiла з трiщиною нормального вiдриву в рамках

МЗЗ. Отримано асимптотичний розв’язок, який можна використовува-

ти як початкове наближення для розв’язання нелiнiйних визначальних

систем.

6. Запропонована постановка, яка дозволила використати МЗЗ при дослi-

дженнi стану граничної рiвноваги трiщини змiшаного режиму руйну-

вання (нормальний вiдрив та поперечний зсув). Використано фiзично

обґрунтованi зв’язки мiж вiдривами та зчепленнями. Розв’язок для

розкриття, отриманий на основi цiєї постановки, задовольняє умови

плавностi змикання берегiв трiщини та вiдсутностi перекриття її бере-

гiв, а також неперервно збiгається до розв’язку задачi для моделi без

зон зчеплення при зникненнi зсувної складової поля напружень. По-

становка використовує модель складної зони зчеплення зi спiльними

хвостами прикладання нормальних та зсувних зчеплень. Використана

постановка зводить задачу до розв’язання змiшаної основної задачi тео-

рiї пружностi (на однiй частинi границi задано напруження, на iншiй –

комбiнацiю нормального напруження та горизонтального перемiщен-

ня).

Обґрунтованiсть та достовiрнiсть результатiв, наведених у ди-

сертацiї, забезпечується коректнiстю та строгiстю математичних поста-
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новок задач у рамках механiки деформiвного твердого тiла та механiки

руйнування; застосуванням обґрунтованих, здебiльшого точних аналiти-

чних методiв розв’язання поставлених задач; використанням експеримен-

тально перевiрених критерiїв руйнування; узгодженiстю та збiгом деяких

одержаних розв’язкiв iз вiдомими в лiтературi результатами, отриманими

за допомогою iнших методiв; вiдповiднiстю постановок, результатiв i ви-

сновкiв до фiзичної сутi задач.

Практичне значення одержаних результатiв полягає у можли-

востi використання розроблених методiв, що враховують сучаснi моделi

трiщин, для дослiдження стану граничної рiвноваги пружного тiла з трi-

щиною, механiзму переходу наявної у в’язкопружному тiлi трiщини до по-

вiльного зростання та механiзму саме повiльного поширення. Отриманi

розв’язки можна розглядати як еталоннi при тестуваннi результатiв чи-

слових методiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiй-

ної роботи доповiдались на мiжнародних наукових конференцiях i фору-

мах, зокрема: Мiжнародна наукова школа (Симферополь, 2004), Dynamical

systems modelling and stability investigation: International Conference (Київ,

2005), 7th, 8th, 9th International Fracture Conferences (Коджаелi, Туреч-

чина, 2005, 2007, 2009), Мiжнародна наукова конференцiя “Математичнi

проблеми технiчної механiки” (Днiпродзержинськ, 2007), III мiжнародна

наукова конференцiя “Сучаснi проблеми механiки” (Київ, 2015), Китайсько-

український науково-технологiчний форум (Харбiн, Китай, 2016)

У повному обсязi дисертацiя доповiдалася й обговорювалася на нау-

ковому семiнарi вiддiлу механiки руйнування матерiалiв Iнституту меха-

нiки iм. С.П. Тимошенка НАН України (керiвник – д.ф.-м.н., професор

А.О. Камiнський, 2016 р.); на науковому семiнар за напрямком “Механiка

руйнування та втоми” Iнституту механiки iм. С.П. Тимошенка НАН Укра-
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їни (керiвники – д.ф.-м.н., професор А.О. Камiнський та д.т.н., професор

В.П. Голуб, 2017 р.); на загальноiнститутському семiнарi з механiки Iн-

ституту механiки iм. С.П. Тимошенка НАН України (керiвник – академiк

НАН України, д.т.н., професор О.М. Гузь, 2017 р.); на семiнарi з механiки

механiко-математичного факультету Київського нацiонального унiверсите-

ту iм. Тараса Шевченка (керiвник – д.ф.-м.н., професор Я.О. Жук, 2017

р.).

Публiкацiї та особистий внесок здобувача. Результати дисертацiї

висвiтлено в 52 наукових працях, з них 6 статей [128, 130, 131, 169–171] у

провiдних мiжнародних журналах, 37 статей [19–25, 27–47, 63–65, 68, 69, 71,

72, 74, 129] у наукових фахових виданнях України, та 8 тез доповiдей i ма-

терiалiв мiжнародних наукових конференцiй. Працi [63–66, 69–72, 166–168]

опублiкованi автором одноосiбно. Основнi результати отриманi здобува-

чем самостiйно. У працях [4,19–25,27–47,67,68,73,74,128–131,169–172], що

опублiковано в спiвавторствi, здобувачевi належить: 1) розробка методiв

розв’язання задач лiнiйної в’язкопружностi для композита, матерiали ком-

понент якого виявляють спадковi властивостi; 2) аналiтичнi розв’язки для

перемiщень берегiв трiщини внаслiдок наявностi системи зосереджених сил

у постановцi задачi, яка розв’язується в рамках МЗЗ з рiвномiрним ЗЗВ;

3) побудова моделей трiщини змiшаного режиму руйнування; 4) розроб-

ка алгоритмiв дослiдження параметрiв граничного та докритичного станiв

тiла з трiщиною при моделюваннi ЗЗВ нерiвномiрним розподiлом; 5) моде-

лювання несиметричного поширення однiєї та системи колiнеарних трiщин.

Здобувачевi повнiстю належить числова реалiзацiя й iлюстрацiя отрима-

них результатiв, частково – розробка методики дослiдження кiнетики си-

метричного зростання однiєї трiщини та методи розв’язання задач лiнiйної

в’язкопружностi.

Структура та обсяг дисертацiйної роботи. Дисертацiя складається
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з анотацiї, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел зi

192 найменувань та одного додатку. Загальний обсяг дисертацiї становить

322 сторiнки, разом зi 105 рисунками та 4 таблицями.

Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому консультантовi –

доктору фiзико-математичних наук, професору Анатолiю Олексiйовичу

Камiнському за постiйну увагу до роботи, цiннi поради та пропозицiї, що

сприяли успiшному проведенню дослiджень.



Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

При проектуваннi елементiв конструкцiй або деталей машин важливим

кроком є виявлення найбiльш ймовiрного типу їх виходу з ладу та ви-

бiр належного критерiю. Для забезпечення заданого ресурсу експлуатацiї

елемента конструкцiї необхiдно вивчити особливостi руйнування матерiа-

лу елемента та конструкцiї в цiлому. Руйнування характеризується утво-

ренням нових поверхонь у матерiалi та є одним iз видiв механiчного по-

шкодження. На базовому рiвнi основною особливiстю процесу є порушення

мiжатомних зв’язкiв у твердому тiлi. Проте, з макроскопiчної точки зору,

руйнування можна розглядати як роздiлення елемента конструкцiї на двi

або бiльше частин через поширення трiщин. У процесi руйнування вiдбува-

ються зародження, зростання й об’єднання мiкропор i трiщин у матерiалi.

Отже, при вивченнi руйнування твердих тiл в iдеалi треба було б розгля-

дати такi рiзноманiтнi фактори, як мiкроскопiчнi явища на рiзних масшта-

бних рiвнях та макроскопiчнi ефекти, що стосуються навантаження, умов

навколишнього середовища й геометрiї елемента конструкцiї. Через дово-

лi складний характер цього явища, на сьогоднi, як видається, немає єди-

ної теорiї, що задовiльно справляється з усiма його важливими аспектами.

Цiлком природно, що в цьому випадку всi теорiї, розробленi для вивчен-

ня руйнування твердих тiл, намагаються розглянути руйнування з однiєї з

трьох точок зору, а саме, з мiкроскопiчної або атомної, мiкроструктурної

та макроскопiчної або механiки суцiльного середовища.

24
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З точки зору технiчних застосувань, саме макроскопiчнi теорiї, заснова-

нi на поняттях механiки суцiльного середовища i класичної термодинамiки,

надали кiлькiснi робочi iнструменти для дослiдження руйнування констру-

кцiйних матерiалiв. У макроскопiчному пiдходi до руйнування, як прави-

ло, передбачається, що матерiал мiстить деякi дефекти, якi можуть бути

осередками руйнування, та що середовище являє собою однорiдний конти-

нуум у тому сенсi, що розмiр домiнантного дефекту є великим у порiвнян-

нi з характерним мiкроструктурним розмiром матерiалу. Отже, задачею

є дослiдження впливу прикладених навантажень, геометрiї дефекту, умов

навколишнього середовища й поведiнки матерiалу на процес руйнування в

твердому тiлi – предмет, який став вiдомим як механiка руйнування [107].

Проблема руйнування не може бути повнiстю вирiшена лише на основi кла-

сичних континуальних моделей деформiвного середовища. Теорiя трiщин

займає особливе мiсце в механiцi твердого деформiвного тiла оскiльки по-

ширення трiщини визначається процесами, що вiдбуваються як на макро-,

так i на мiкрорiвнi. Механiка руйнування як математичний iнструмент ана-

лiзу опору зародженню та поширенню трiщин у своєму розвитку опирає-

ться на моделi й методи механiки суцiльного середовища, використовуючи

матерiалознавство, фiзику твердого тiла, хiмiю та iншi природничi науки.

Найважливiшою метою дослiджень механiки руйнування в’язкопру-

жних тiл є встановлення закономiрностей мiж реологiчними властивостями

в’язкопружних матерiалiв та процесом повiльного докритичного розвитку

трiщин руйнування в таких матерiалах. Вивчення процесу руйнування ма-

терiалiв зi спадковими властивостями вимагає введення моделей та крите-

рiїв, що якiсно вiдрiзняються вiд моделей та критерiїв руйнування крихких

та квазiкрихких матерiалiв.

Численнi експериментальнi дослiдження показують, що бiля вершин

трiщин у полiмерах i композитах на їх основi виникають зони передруй-
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нування, що потiм рухаються разом iз фронтом трiщини. Виникнення зон

передруйнування викликано високим рiвнем напружень поблизу фронту

трiщини. Матерiал у цiй зонi перебуває в напiвзруйнованому станi. Форма

зони передруйнування, її структура й розмiри мають iстотне значення для

правильного опису механiзмiв руйнування. Застосування моделей руйну-

вання, що враховують зони послаблених зв’язкiв (зони передруйнування),

виявились найбiльш ефективними для опису розвитку трiщин у в’язкопру-

жних тiлах. Цi моделi є двофазними: матерiал зазнає двi фази руйнування,

на вiдмiну вiд однофазних моделей Грiффiтса [117] та Iрвiна [123], де су-

цiльний матерiал у процесi руйнування одразу (без промiжного етапу) пе-

реходить у зруйнований стан. Перша фаза характеризується вiдсутнiстю

поширення трiщини, у зонi передруйнування вiдбувається процес переходу

до поширення. Друга фаза характеризується докритичним пiдростанням

трiщини. Вибiр тiєї чи iншої моделi руйнування для опису росту трiщин у

в’язкопружних тiлах обумовлюється передусiм фiзичними та механiчними

властивостями матерiалу.

Основи механiки руйнування викладено в [55–57, 75, 81, 82, 85, 95, 97, 99,

100, 105, 112, 113, 119, 132, 139, 140, 156, 158, 160, 173, 177, 182, 191]. Кожну мо-

дель трiщини в механiцi руйнування можна пов’язати з одним або декiль-

кома критерiальними спiввiдношеннями. Найважливiшi критерiї механiки

руйнування включають: енергетичний критерiй Грiффiтса [117], силовий

критерiй Iрвiна [123], критерiй критичного розкриття трiщини Велса [184],

критерiй руйнування при стиску Гузя [6], критерiй критичного iнварiан-

тного J-iнтеграла Черепанова – Райса [80,159], енергетичний критерiй по-

вiльного поширення трiщин Кнауса [134].

Серед дослiджень граничної рiвноваги пружних та пружнопластичних

тiл iз трiщинами слiд вiдзначити роботи наступних вчених: Алексан-

дров В.М., Андрейкiв O.Є., Баренблатт Г.I., Бережницький Л.T., Бог-
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данов В.Л., Болотiн В.В., Вiтвицкий П.М., Гольдштейн Р.В., Гузь I.О.,

Гузь О.М., Зозуля В.В., Камiнський А.О., Качанов Л.М., Кiпнiс Л.А.,

Кiт Г.С., Кущ В.I., Леонов М.Я., Лобода В.В., Мартиненко М.А., Мень-

шиков В.О., Меньшиков О.В., Морозов Е.М., Морозов М.Ф., Назарен-

ко В.М., Острик В.I., Панасюк В.В., Партон В.З., Попов В.Г., Попов Г.Я.,

Саврук М.П., Слепян Л.Й., Улiтко А.Ф., Хорошун Л.П., Черепанов Г.П.,

Шевельова А.Є., Ярема С.Я., Broberg K.B., Cottrell A.H., Dugdale D.S.,

Erdogan F., Gdoutos E.E., Gross D., Liebowitz H., Rice J.R., Sih G.C., Willi-

ams M.L., Zak A.R.

Iснує два основних пiдходи встановлення критерiю руйнування або кри-

терiю розповсюдження трiщини: пiдхiд, що використовує поле напружень

в околi вершини трiщини (локальний) та баланс енергiї (глобальний). У

рамках першого пiдходу спочатку аналiзується напружено-деформований

стан i обчислюються параметри, що характеризують цей стан в околi вер-

шини трiщини. В рамках лiнiйно-пружного аналiзу тiла з трiщиною на-

пруження в околi вершини трiщини змiнюється як r−
1/2, де r – вiдстань

до вершини. Напруження стає необмеженим з наближенням r до нуля. Ця

сингулярнiсть унеможливлює застосування класичних критерiїв мiцностi

матерiалiв. Фундаментальна концепцiя механiки руйнування мiстить син-

гулярнiсть напружень у вершинi трiщини, але не використовує напруження

безпосередньо при визначеннi стану граничної рiвноваги тiла з трiщиною.

Це положення викликане вимогою обмеженостi напружень у тiлi деяким

граничним значенням (границею текучостi або мiцнiстю зчеплення), а син-

гулярнiсть напружень обумовлена результатами лiнiйної теорiї пружностi

при аналiзi iдеально гострої трiщини.

Також загальновизнаною є думка, що сингулярне поле напружень до-

статньо точно описує реальне поле напружень, а розбiжностi мiж цими

двома полями мiстяться лише в невеликiй областi в околi вершини трiщи-
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ни. Це стосується квазiкрихкого руйнування. Напруження в околi вершини

трiщини в лiнiйно пружному тiлi мають наступну унiверсальну форму, не-

залежну вiд прикладеного навантаження та геометрiї тiла з трiщиною.


σx

σy

τxy


=

KI√
2πr

cos
θ

2


1− sin θ

2 sin 3θ
2

1 + sin θ
2 sin 3θ

2

sin θ
2 cos 3θ

2


, (1.1)

де KI – коефiцiєнт iнтенсивностi напружень (КIН), який залежить вiд при-

кладеного навантаження й геометрiї тiла з трiщиною; (r, θ) – полярнi коор-

динати з центром у вершинi трiщини; навантаження та геометрiя симетри-

чнi вiдносно лiнiї трiщини. Рiвняння (1.1) демонструє, що KI є мiрою iнтен-

сивностi напружень бiля вершини трiщини. На основi експериментальних

спостережень Iрвiн запропонував критерiй руйнування, який стверджує,

що трiщина почне поширюватись, коли КIН досягне свого критичного зна-

чення

KI = KIc, (1.2)

де KIc – критичний КIН – стала, що визначається експериментом. Таким

чином Iрвiном було сформульовано силовий критерiй руйнування. Цей кри-

терiй принципово вiдрiзняється вiд класичних критерiїв мiцностi, побудо-

ваних на основi напружень. Вiн використовує не напруження чи деформа-

цiї безпосередньо, а коефiцiєнт пропорцiйностi поля напружень у вершинi

трiщини. КIН став новим параметром матерiалу, що характеризує опiр ма-

терiалу поширенню трiщин (трiщиностiйкiсть).

В основi критерiю (1.2) лежать результати лiнiйної пружностi, в рам-

ках якої iснує сингулярнiсть у вершинi iдеально гострої трiщини та можна

визначити КIН. Реальнi процеси руйнування в вершинi трiщини не можна
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описати на основi лiнiйної теорiї пружностi. Рацiональнiсть критерiю об-

умовлена малiстю зони передруйнування, яка мiститься в сингулярному

полi напружень (1.1), визначеному коефiцiєнтом iнтенсивностi напружень

KI.

Другий пiдхiд для встановлення критерiю руйнування оснований на

розглядi глобального балансу енергiї при поширеннi трiщини. Згiдно з цим

пiдходом визначається потенцiальна енергiя тiла з трiщиною за заданого

навантаження й аналiзується вiртуальний прирiст довжини трiщини. Роз-

глянемо двовимiрне пружне тiло з трiщиною довжини λ. Повну потенцiйну

енергiю на одиницю товщини позначимо Π = Π(λ). Для малого приросту

довжини dλ прирiст потенцiйної енергiї становить −dΠ. Грiффiтс припу-

стив, що ця частина енергiї в тiлi з трiщиною буде йти на утворення нової

поверхнi трiщини. Позначимо поверхневу енергiю на одиницю площi γ. Цю

величину можна обчислити за допомогою фiзики твердого тiла. Повна по-

верхнева енергiя нової поверхнi трiщини становить 2γdλ. Рiвняння балансу

енергiї Грiффiтса можна записати наступним чином

−dΠ = 2γdλ або
dΠ

dλ
= −2γ.

Швидкiсть вивiльнення енергiї G, запропонована Iрвiном, визначається

як зменшення потенцiйної енергiї на утворення одиницi поверхнi трiщини

пiд дiєю сталого навантаження, тобто

G = −dΠ

dλ
. (1.3)

Використовуючи пiдхiд балансу енергiї, критерiй руйнування має на-

ступний вигляд

G = Gc.
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Цей критерiй фундаментально вiдрiзняється вiд класичного критерiю

мiцностi. Вiн мiстить загальну енергiю тiла з трiщиною та поверхневу енер-

гiю, яку можна розглядати тiльки на атомному рiвнi. Так само як i KIc,

характеристика Gc є константою матерiалу, введеною в механiцi руйнува-

ння для оцiнки опору руйнуванню.

Критерiї руйнування (1.2) i (1.3) в дiйсностi є еквiвалентними. Однак,

експериментально вимiрянi критичнi значення швидкостi вивiльнення

енергiї для таких матерiалiв як метали значно перевищують 2γ. Це вiд-

бувається тому, що пластичнi деформацiї в околi вершини трiщини також

роблять значний внесок в опiр розповсюдженню трiщини.

Механiка руйнування вводить два новi поняття: КIН та швидкiсть ви-

вiльнення енергiї. Цi двi величини вiдокремлюють механiку руйнування

вiд класичної теорiї мiцностi. Щоб використовувати критерiї на основi кое-

фiцiєнтiв iнтенсивностi для прогнозування руйнування матерiалу або кон-

струкцiї, необхiдно спочатку обчислити КIН для заданого навантаження

та геометрiї. На другому кроцi треба визначитись iз критичним значен-

ням КIН. Далi рiвняння (1.2) може бути використаним для визначення

максимально допустимого рiвня навантаження, що не викликає зростання

трiщини заданої довжини, або максимально можливої довжини трiщини,

яка не буде поширюватись при заданому рiвнi навантаження.

Перевагою використання пiдходу, що базується на КIН, є простота об-

числення цiєї величини та її критичного значення. На вiдмiну вiд першо-

го пiдходу, критерiй (1.3), що використовує швидкiсть вивiльнення енергiї,

бiльш природно можна поширити на випадки, у яких пiдлягають врахуван-

ню нелiнiйнi ефекти. Таке поширення можливе внаслiдок унiверсальностi

поняття енергiї.

КIН та швидкiсть вивiльнення енергiї покладено в основу лiнiйно-пруж-

ної механiки руйнування (ЛПМР). Тiло, що мiстить трiщину, розгляда-
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ється як лiнiйно-пружне середовище, а нелiнiйнi ефекти є незначними i

ними можна знехтувати.

Модифiкованим пiдходом, що використовує КIН, можна скористатися

для прогнозування руйнування тiла з трiщиною, коли пластичнi дефор-

мацiї, зосередженi в околi вершини трiщини, є малими. Але у випадку

значних пластичних деформацiй цей пiдхiд, як i пiдхiд, що базується на

швидкостi вивiльнення енергiї, не дає ефективного прогнозу щодо руйну-

вання. Декiлька iнших параметрiв було запропоновано для прогнозування

руйнування за умови наявностi значних нелiнiйних деформацiй. Серед цих

параметрiв вiдзначимо J–iнтеграл, критичне розкриття в вершинi трiщи-

ни, кут розкриття в вершинi трiщини. Однак критерiї руйнування, що ба-

зуються на цих параметрах не стали настiльки успiшними як силовий та

енергетичний критерiї в ЛПМР.

Коли нелiнiйною поведiнкою матерiалу в околi вершини трiщини можна

знехтувати, ЛПМР дає ефективнi результати при прогнозуваннi гранично-

го стану трiщини (визначеннi параметрiв задачi, що забезпечують початок

розповсюдження трiщини). Найважливiшим здобутком пiсля появи ЛПМР

стала модель трiщини з зоною послаблених зв’язкiв бiля її вершини. При

незначних розмiрах цiєї зони можна ефективно використовувати конце-

пцiю квазiкрихкого руйнування, яка оперує найважливiшим параметром

ЛПМР – коефiцiєнтом iнтенсивностi напружень.

У багатьох випадках визначення граничного стану при наявностi трiщи-

ни в конструкцiї з композитного матерiалу, бетону або iншого квазiкрихко-

го матерiалу, розмiр зони передруйнування виявляється не достатньо ма-

лим у порiвняннi з iншими характеристичними розмiрами, що призводить

до невiдповiдностi умовам застосування КIН. Деякi механiзми (утворення

мiкротрiщин та порожнин бiля фронту трiщини, їх злиття, брiджинг [87]

та iншi механiзми на мiкрорiвнi), що супроводжують розвиток трiщини,
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мають iстотний вплив на невиконання цих умов. Якщо розмiр зони не є

достатньо малим по вiдношенню до iнших характерних розмiрiв задачi, не-

замiнним iнструментом аналiзу стає модель зони зчеплення. Складнi фiзи-

чнi ефекти, що мають мiсце в околi вершини трiщини, можна змоделювати

за допомогою введення нелiнiйних властивостей деформування, що знесенi

на вiдрiзок на продовженнi трiщини. При цьому в усiй областi поза цим вiд-

рiзком матерiал можна вважати лiнiйно-пружним. Зона передруйнування

моделюється двома поверхнями, якi стягуються силами зчеплення (далi ци

сили називатимемо зчепленням). Втрата несучої здiбностi матерiалом ха-

рактеризується повним роз’єднанням поверхонь зчеплення. Зчеплення та

вiдстань мiж поверхнями зчеплення (називатимемо їх вiдривом) пов’язанi

законом зчеплення-вiдриву (ЗЗВ).

Вперше iдея МЗЗ була висловлена Баренблатом [1,88], але, з огляду на

складну математичну реалiзацiю, була змiнена гiпотезою сталостi розподi-

лу координата-зчеплення. Моделi Баренблата передували моделi Леонова й

Панасюка [51] та Дагдейла [106], якi було введено в припущеннi, що напру-

ження в тiлi обмеженi величиною σ – границею крихкої мiцностi (Леонов

i Панасюк) або границею текучостi (Дагдейл) та перед фронтом трiщини

утворюється вiдрiзок зi сталими стискальними силами цiєї iнтенсивностi.

Вперше реалiзувати головну iдею МЗЗ вдалося Хiллерборгу [120] за до-

помогою методу скiнченних елементiв. У роботi вперше висловлена думка,

що ЗЗВ не є характеристикою мiжмолекулярної взаємодiї, про що йшлося

в роботах Баренблата, Леонова та Панасюка, а є макрохарактеристикою

матерiалу. У згаданiй роботi запропоновано ЗЗВ у лiнiйнiй та бiлiнiйнiй

формах розмiцнення.

Сучаснi уявлення про моделювання в рамках МЗЗ викладено в [98,101,

102, 109, 122, 154, 165, 179, 192]. Основна частина дослiджень iз використан-

ням МЗЗ проводиться у формулюваннях методу скiнчених елементiв (див.
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огляд [154]). Незначна кiлькiсть робiт, присвячених визначенню параметрiв

зони зчеплення, використовує метод комплексних потенцiалiв. Нормаль-

ний вiдрив знайдено в [61] для ступiнчастого розподiлу зчеплення та ЗЗВ

у лiнiйнiй формi змiцнення. В [174] побудований вираз для вертикальних

перемiщень берегiв трiщини для кусково-лiнiйного розподiлу зчеплення та

ЗЗВ у лiнiйнiй формi розмiцнення. В [121] за допомогою комплексних по-

тенцiалiв у рамках концепцiї квазiкрихкого руйнування розроблено метод

визначення параметрiв зони зчеплення на основi пружного поля напру-

жень в околi цiєї зони. Перевагою використання комплексних потенцiалiв є

можливiсть у явному виглядi включити у визначальну систему для параме-

трiв зони зчеплення умову скiнченностi напружень, яка еквiвалентна умовi

плавностi змикання берегiв трiщини. При використаннi методу скiнченних

елементiв для побудови розв’язкiв задач теорiї трiщин у рамках МЗЗ спецi-

альної умови для плавного змикання берегiв трiщини не накладається [175].

Вiдсутнiсть такої умови вимагає задати довжину зчеплення, яка вводиться

за допомогою характеристичного розмiру Eφ/σ2
max (E – модуль Юнга, φ –

енергiя руйнування, σmax – мiцнiсть зчеплення), що з точнiстю до числово-

го множника збiгається з довжиною зчеплення. Отже, довжина зчеплення

не залежить вiд параметрiв форми ЗЗВ.

Для застосування МЗЗ у найпростiшiй формi (для простого режиму

руйнування) необхiдно два параметри (рис. 1.1): енергiя руйнування (гра-

ничне значення роботи зчеплення) та мiцнiсть зчеплення (максимальна

iнтенсивнiсть зчеплення). Цi параметри мають бути визначеними за до-

помогою стандартизованих тестiв [111] з метою прогнозування розвитку

трiщини в iнших структурних конфiгурацiях. Окрiм енергiї руйнування

та мiцностi зчеплення ЗЗВ включає своїми параметрами ще й параметри

форми, таким чином надаючи бiльшої гнучкостi описанню трiщиностiй-

костi. Iснує набiр базових законiв, що успiшно застосовуються в рамках
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МЗЗ. Критичне розкриття трiщини перетворюється на характеристичний

розмiр, що залежить вiд параметрiв ЗЗВ.
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Рис. 1.1 – Модель зони зчеплення

Найпоширенiшi форми ЗЗВ (рис. 1.2): а) кубiчного полiнома [180],

б) трапецоїдальна [181], в) гладка трапецоїдальна [164], г) експоненцiй-

на [153], д) лiнiйного розмiцнення [120], е) бiлiнiйного розмiцнення [89,157].
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Рис. 1.2 – Найпоширенiшi форми ЗЗВ (T̄ i ∆̄ – вiдповiдно зчеплення та
вiдрив, вiднесенi до своїх максимально можливих значень σmax i ∆max)

При змiшаному режимi руйнування параметрiв трiщиностiйкостi бiль-

шає. Енергiя руйнування, φI, мiцнiсть зчеплення, σmax та параметри фор-
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ми для трiщини нормального вiдриву доповнюються енергiєю руйнування,

φII, мiцнiстю зчеплення, τmax та параметрами форми для трiщини зсуву,

а також параметрами, що пов’язують цi два режими руйнування. Останнi

визначаються умовою потенцiйностi поля зчеплення [154].

У роботi [91] у термiнах методу функцiї комплексної змiнної представ-

лено розв’язок задачi про перемiщення берегiв трiщини змiшаного режиму

руйнування (до пластини на нескiнченностi прикладене навантаження σ∞,

σ∞x та τ∞), коли нормальне та зсувне зчеплення розподiленi рiвномiрно з iн-

тенсивностями σmax i τmax вiдповiдно, причому дiлянки їх прикладання збi-

гаються. Для цiєї моделi використання умови скiнченностi напружень при-

зводить до зв’язку мiж зчепленням i зовнiшнiм навантаженням у виглядi

σ∞/σmax = τ∞/τmax, який не дозволяє незалежно вводити мiцностi зчепле-

ння для двох режимiв руйнування. Таку проблему вдалося вирiшити [124]

шляхом введення нормального i зсувного зчеплень на вiдмiнних вiдрiзках.

Принцип моделювання отримав назву складних зон зчеплення [122].

Одним iз найпоширенiших типiв руйнування є повiльне поширення трi-

щин внаслiдок повзучостi матерiалу. Явище поширення трiщин у в’язко-

пружних матерiалах обумовило численнi теоретичнi дослiдження протя-

гом останньої половини сторiччя (огляд основних концепцiй моделюван-

ня повiльного поширення трiщин у в’язкопружних матерiалах зроблено

в [10, 133]). Були розглянутi три важливi етапи росту трiщини: iнiцiюван-

ня, повiльне стiйке поширення й початок швидкого нестабiльного зростан-

ня. Вважається, що iнiцiацiя руйнування з наявної у в’язкопружному тiлi

трiщини, вимагає деякого часу (часу iнкубацiї), що залежить вiд геоме-

трiї, схеми прикладеного навантаження й спадкових властивостей матерi-

алу. Рiвень навантаження при цьому може бути суттєво нижчим за крити-

чний рiвень, що визначає стан граничної рiвноваги у випадку вiдсутностi

спадковостi механiчних властивостей матерiалу. Протягом початкової ста-
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дiї матерiал у вершинi трiщини поступово втрачає можливiсть опиратися

поширенню трiщини. Друга стадiя руйнування полягає в докритичному

зростаннi трiщини, що має мiсце навiть за незмiнного рiвня iнтенсивностi

зовнiшнiх зусиль i характеризується незначною змiною швидкостi пошире-

ння. Стан нестабiльностi характеризується суттєвим збiльшенням швидко-

стi вершини трiщини. Умова, що визначає початок критичного зростання,

має важливе значення, оскiльки вона визначає термiн виходу елемента кон-

струкцiї з ладу.

Розглянемо тiло з трiщиною, до границi ∂V якого прикладена система

сил. Покладаємо, що береги трiщини вiльнi вiд навантаження. Складемо

найпростiше рiвняння балансу енергiї в межах представлень Грiффiтса,

без врахування теплової, електромагнiтної та iнших немеханiчних видiв

енергiї, а також об’ємних сили та швидкостi змiни кiнетичної енергiї [145]:

Pe = Pi + 2γλ̇ (1.4)

де λ(t) – довжина трiщини; швидкостi виконання роботи зовнiшнiми сила-

ми та змiни пружної енергiї тiла

Pe =

∫
∂V
σijnju̇idΓ, Pi =

d

dt

∫
V
W (ε)dV. (1.5)

Ввiвши позначення

Π̇ = Pe − Pi, (1.6)

з (1.4) отримаємо енергетичний критерiй Гриффiтса.

За вiдсутностi поширення трiщини

Pi =

∫
V

∂W

∂εij
ε̇dV =

∫
V
σij ε̇dV. (1.7)
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При квазiстатичному поширеннi трiщини в лiнiйно-пружному тiлi

σij∼r−1/2, εij∼r−1/2 (r – вiдстань вiд вершини трiщини). Для обчислення

похiдної за часом в нерухомiй системi координат (x, y) використаємо прави-

ло ḟ = ḟ(ξ, η)−f,1(ξ, η)λ̇, де (ξ = x−λ, η = y) – рухома система координат,

пов’язана з вершиною трiщини довжиною λ, “ ,1” означає похiдну за ξ. От-

же, εij,1∼r−3/2 та iнтеграл у (1.7) є розбiжним. У разi поширення трiщини

треба “iзолювати” сингулярнiсть у вершинi:

Pi =
d

dt

∫
VC

W (ε)dV +
d

dt

∫
V−VC

W (ε)dV, (1.8)

де VC – елементарний об’єм, що мiстить контурна поверхня C навколо

фронту трiщини. Оскiльки контур C є нерухомим у рухомiй системi коор-

динат, то диференцiювати можна пiд знаком iнтеграла:

d

dt

∫
VC

W (ε)dV =

∫
VC

σij ε̇ij(ξ, η)dV. (1.9)

Тепер σij, ε̇ij(ξ, η)∼r−1/2, iнтеграл у (1.9) є збiжним.

Для другого доданку в (1.8) використаємо правило диференцiювання

за часом iнтеграла за рухомим об’ємом:

d

dt

∫
V−VC

W (ε)dV =

∫
V−VC

σij ε̇ijdV −
∫
C
W (ε)λ̇n1dC. (1.10)

Скориставшись рiвнянням рiвноваги (σij,j = 0) та теоремою Гауса –

Остроградського, запишемо

∫
V−VC

σij ε̇ijdV =

∫
V−VC

σiju̇i,jdV =

∫
∂V
σiju̇injdC −

∫
C
σiju̇injdC. (1.11)

Пiдставимо (1.11) в (1.10), потiм (1.9) i (1.10) – в (1.8), потiм (1.5) i,

насамкiнець, (1.8) – в (1.6). Отримаємо
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Π̇ =

∫
C

(
W (ε)λ̇n1 + σiju̇inj

)
dC −

∫
VC

σij ε̇ij(ξ, η)dV.

Унаслiдок того, що u̇i = u̇i(ξ, η)−ui,1(ξ, η)λ̇, при стягуваннi C в верши-

ну трiщини величина u̇i матиме ту саму сингулярнiсть, що й −ui,1(ξ, η)λ̇.

Вираз (1.6) можна подати у виглядi

Π̇ = Jλ̇, (1.12)

J = lim
C→0

∫
C

(W (ε)n1 − σijui,1nj) dC. (1.13)

Величина J вiдноситься до вершини трiщини й мiстить пружний розв’я-

зок задачi для околу цiєї вершини. У механiцi руйнування iнтеграл у ви-

разi (1.13) носить назву J-iнтеграла Черепанова – Райса. J-iнтеграл не

залежить вiд вибору контура C та може бути використаний як параметр

трiщиностiйкостi.

З урахуванням (1.12) рiвняння енергетичного балансу (1.4) дає для пру-

жного тiла

(2γ − J)λ̇ = 0. (1.14)

Отже, повiльне зростання трiщини неможливо описати на основi рiв-

няння енергетичного балансу при 2γ 6= J (випадок 2γ = J вiдповiдає

катастрофiчному зростанню трiщини з необмеженою швидкiстю, оскiльки

iнерцiйними ефектами було знехтувано).

Описати зростання трiщини у разi наявностi в’язкопружних властиво-

стей матерiалу вдалося за допомогою МЗЗ. Потужнiсть поглинання енергiї

в зонi передруйнування можна подати у виглядi
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Φ̇ =

∫ β

λ
σ∆̇(x, t)dx, (1.15)

σ – напруження в зонi зчеплення, ∆(x, t) – в’язкопружне розкриття в зонi

зчеплення. Залежно вiд моделi трiщини, зчеплення σ може бути як фун-

кцiєю координати, так i функцiєю розкриття ∆(x, t). Положення вершини

зони зчеплення β в кожний момент часу має визначатись умовою скiн-

ченностi напружень у точцi x = β. Включимо Φ̇ в праву частину (1.4). З

урахуванням обмеженостi напружень у вершинi модельної трiщини рiвня-

ння енергетичного балансу набуде вигляду

∫ β

λ
σ∆̇(x, t)dx = φλ̇. (1.16)

Критерiй (1.16) вперше запропонував Кнаус зi спiвавторами [134–137,

150], звiвши задачу до аналiзу локального балансу енергiї в зонi передруй-

нування.

Якщо в (1.16) перейти до рухомої системи координат (ξ = x−λ), енергiя,

що витрачається на руйнування, визначається величиною

Φ̇ =

∫ β−λ

0
σ
{

∆̇(ξ, t)− λ̇∆,1(ξ, t)
}

dξ.

Включимо цей доданок в лiву частину (1.4). За умови незалежностi

розкриття вiд часу в рухомiй системi координат отримаємо

−
∫ β−λ

0
σ∆,1(ξ, t)dξ = φ.

Очевидно, що це критерiальне спiввiдношення можна переписати у фор-

мi

∫ ∆max

0
σd∆(ξ, t) = φ, (1.17)
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де величина ∆max є розкриттям у вершинi, що вiдповiдає стану граничної

рiвноваги. Критерiй руйнування (1.17) було запропоновано Шеперi [161–

163] i часто називається критерiєм критичної роботи зчеплення.

У роботi [146] показано, що критерiй енергетичного балансу (1.16) збiга-

ється з критерiєм критичного розкриття у випадку рiвномiрного розподiлу

зчеплення, а також якщо розкриття має вигляд

∆(x, t) = f(x− λ).

Дiйсно, пiдставивши цей вираз у (1.16), отримаємо

φλ̇ = −σλ̇
∫ β

λ
f ′(x− λ)dx = σλ̇

[
f(0)− f(β − λ)

]
.

Унаслiдок того що ∆(β, t) = 0,

∆(λ, t) = ∆max, (1.18)

де у випадку рiвномiрного розподiлу зчеплення ∆max = φ/σ.

Цей критерiй теорiї повiльного поширення трiщин вперше було запро-

поновано в роботi Савiна та Камiнського [61], а також Кострова, Нiкiтiна

та Флiтмана [49,50,138].

Нормальний вiдрив задачi теорiї трiщин знайдено в [161] для залежного

вiд координати зчеплення з використанням концепцiї тонкої структури та

умови скiнченностi напружень

∆̃(ξ) =
C

π

∫ `

0
σ(ξ′)g(ξ, ξ′)dξ′ ·H(ξ),

g(ξ, ξ′) = 2

√
ξ

ξ′
− ln

∣∣∣∣√ξ′ +√ξ√
ξ′ −
√
ξ

∣∣∣∣ , KI =

√
2`

π
I, I =

∫ 1

0

σ(`η)
√
η

dη,
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де ξ = β−x, ` = β−λ, C = 4(1−ν2)/E (розглянуто випадок плоскої дефор-

мацiї), H – функцiя Гевiсайда. Для визначення в’язкопружного розкриття

використано узагальнений принцип вiдповiдностi [115,116]. Якщо напруже-

ння на лiнiї трiщини є незалежними вiд модулiв пружностi та швидкiсть

зростання трiщини λ̇ є невiд’ємною, то в’язкопружне розкриття має вигляд

∆(ξ, t) =
2

π

∫ t

t1

C(t− τ)
∂

∂τ
Σ[ξ(τ)]dτ, Σ(ξ) =

∫ `

0
σ(ξ′)g(ξ, ξ′)dξ′, (1.19)

де C є оберненим перетворенням Лапласа функцiї C̄, що знаходиться зi

спiввiдношення

C̃ ≡ sC̄ =
4(1− ν̃2)

Ẽ
,

Ẽ i ν̃ – помноженi на параметр перетворення s перетворення Лапласа моду-

ля релаксацiї E та коефiцiєнта Пуасона ν вiдповiдно. В (1.19) момент часу

t1 вiдповiдає потраплянню вершини трiщини в точку x. Розв’язати зада-

чу пiдстановкою (1.19) до критерiю (1.17) виявилося складним завданням.

Тому було запропоновано шукати наближений розв’язок, який отримано в

припущеннi, що кривина функцiї C(t) у логарифмiчнiй шкалi, n є малою.

Нахил n запропоновано обчислювати в момент часу t = `/(3λ̇). Вiдрив при

використаннi цiєї гiпотези отримано у формi

∆ =
2

π
C
(
n
√
λnξ/λ̇

)
Σ(ξ), λn =

3
√
πΓ(n+ 1)

4(n+ 3/2)Γ(n+ 3/2)
.

Пiдстановка цiєї апроксимацiї для розкриття в (1.17) дає рiвняння вiд-

носно довжини трiщини:

C
(
n
√
λn`/λ̇

)
=

4φ

K2
I

.
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У роботах Маккартнi [147, 148] показано, що спроба використання рiв-

няння енергетичного балансу для трiщини, що повiльно зростає, на основi

представлень Грiффiтса (без урахування пiдведення тепла до тiла та швид-

костi змiни кiнетичної енергiї) у пружному випадку призводить до рiвняння

(1.14). У роботi [147] в’язкопружне розкриття трiщини напiвдовжини λ в

умовах плоскої деформацiї знайдено у формi

∆(x, t) = 4π(1− ν2)

∫ t

−∞
J(t− τ)

∂Ω(x, τ)

∂τ
dτ, (1.20)

Ω(ξ, t) =
σλ

π2

{( ξ
λ

+ 1
)

arch
[ 1 + λ cos2 θ

(1 + λ) cos θ

]
−

−
( ξ
λ
− 1
)

arch
[ 1− λ cos2 θ

|1− λ| cos θ

]}
,

λ < ξ < β,
λ

β
= cos θ, θ =

πσ∞
2σ

,

J(t) – функцiя повзучостi реологiчних спiввiдношень зi сталим коефiцiєн-

том Пуассона ν:

ε11 = (1 + ν)

∫ t

−∞
J(t− τ)

∂

∂τ

{
(1− ν)σ11 − νσ22

}
dτ,

ε22 = (1 + ν)

∫ t

−∞
J(t− τ)

∂

∂τ

{
(1− ν)σ22 − νσ11

}
dτ,

ε12 = (1 + ν)

∫ t

−∞
J(t− τ)

∂σ12

∂τ
dτ.

Пiдстановка (1.20) в (1.15) вимагає введення деяких спрощень шляхом

апроксимацiї, її результати отримано в [147] у формi

Φ̇ ≈ 2(1− ν2)

π
σ2λ2

[
J(0)

{λ̇
λ

(2θ2 + θ4) +
σ̇∞
σ∞

4θ2

3

}
+ J̇(0)

θ4

3

]
. (1.21)

Точне значення для дисипацiї вдалось отримати лише для матерiалу
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Максвела (J(t) = E−1 + κt):

Φ̇ =
4(1− ν2)

π
σ2λ2

[
J(0)

{
2
λ̇

λ
(θ tg θ − ln sec θ)+

+
σ̇∞
σ∞

(θ2 sec2 θ − θ tg θ)
}

+ J̇(0)(θ tg θ − ln sec θ)
]
.

Пiдстановка (1.21) в (1.16) дає рiвняння повiльного зростання трiщини

λ̇

[
φ

(1− ν2)J(0)
−K2

I

]
=
πK4

I

24σ2

[
4
σ̇∞
σ∞

+
J̇(0)

J(0)

]
, KI = σ∞

√
πλ.

У роботi [138] рiвняння повiльного зростання трiщини на основi крите-

рiю критичного розкриття знайдено у формi

4σ`

π

{
ω0 +

∫ t

t0

Ω(t− τ)F
[λ̇
`

(t− τ)
]
dτ
}

= ∆max,

де ω0 i Ω – вiдповiдно миттєве значення оператора спадковостi 2/E (у

випадку плоского напруженого стану) та його ядро; t0 – момент часу, що

вiдповiдає появi вершини зони зчеплення в поточний момент положення

вершини трiщини: β(t0) = λ(t),

F (s) =
√

1− s+
s

2
ln

1−
√

1− s
1 +
√

1− s
. (1.22)

У роботi [146] проведено порiвняння рiвнянь повiльного зростання трi-

щини, отриманих на основi енергетичного критерiю (1.16) та критерiю кри-

тичного розкриття (1.18). Встановлено, що цi рiвняння збiгаються при ви-

користаннi концепцiї квазiкрихкого руйнування та незмiнної з часом iнтен-

сивностi зовнiшнього навантаження.

У роботах Камiнського [11, 12, 14, 126] розроблено числово-аналiтичний

метод дослiдження повiльного зростання трiщини вздовж наперед вiдомого
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шляху для вiсесиметричних задач. В основу покладено розв’язок задачi

теорiї пружностi для розрiзу з контурними умовами, що мiстять залежне

вiд координати зчеплення

σ±(x) = −σ∞ + σ[H(x− λ)−H(x− β)], ∆̃′x(x = β, λ) = 0,

деH – функцiя Гевiсайда, функцiя F визначена в (1.22), ∆̃(x, λ) – пружний

вiдрив у точцi x на лiнiї трiщини з координатою вершини λ.

Розв’язок задачi теорiї в’язкопружностi отримано за допомогою прин-

ципу Вольтерра для змiнних iз часом граничних умов [5,18]. Згiдно з прин-

ципом, частини границi, де заданi перемiщення, не можуть переходити на

дiлянки, де було задано напруження. Iншим важливим обмеженням є не-

залежнiсть напруження на лiнiї трiщини вiд спадкових модулiв матерiалу.

В’язкопружне розкриття

∆(t, x) = l(t)∆̃[x, λ(t)] +

∫ t

0
l̇(t− τ)∆̃[x, λ(τ)]dτ.

Застосування критерiю критичного розкриття (1.18), ∆[t, λ(t)] = ∆max,

який має виконуватися в кожний момент часу для трiщини, що зростає,

дало змогу отримати рiвняння для визначення тривалостi iнкубацiйного

перiоду, ∆[t0, λ(0)] = ∆max та положень вершини трiщини λ як функцiї

часу

l(t)∆̃[λ(t), λ(t)] +

∫ t

0
l̇(t− τ)∆̃[λ(t), λ(τ)]dτ = ∆max.

Вiдзначено вiдмiнностi в дослiдженнях граничного стану в пружному та

в’язкопружному тiлах iз трiщиною. У першому випадку граничний стан ви-

значається комбiнацiєю параметрiв зовнiшнього навантаження та довжини

трiщини, за яких розкриття у вершинi набуває свого граничного значення.
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Руйнування в’язкопружного матерiалу вiдбувається за докритичних рiвнiв

навантаження вiдповiдної пружної задачi. Протягом iнкубацiйного перiоду

трiщина не зростає, розкриття у вершинi з часом досягає свого критичного

значення. За обмеженої повзучостi можна визначити граничний рiвень на-

вантаження, при якому розкриття у вершинi не досягне свого граничного

значення за як завгодно тривалий промiжок часу. При дослiдженнi по-

вiльного поширення трiщини для заданого приросту часу шукається таке

положення вершини, що забезпечує досягнення в нiй критичного значення

в’язкопружним розкриттям (рис. 1.3). Виявилось, що за значних розмi-

рiв зони передруйнування перiоди iнкубацiйного та перехiдного (протягом

якого трiщина проходить початковий розмiр зони) перiодiв докритичного

розвитку складають значну частину загальної довговiчностi.

l(0)=l(t )0

Dmax

D
(t

 <
t

) 0

l(t )1 l(t )2 l(t )3

x

y

Рис. 1.3 – Положення зон зчеплення в дискретнi моменти часу

Теорiя повiльного пiдростання трiщини була експериментально перевi-

рена [15]. Порiвняння експериментальних даних докритичного зростання

наскрiзної трiщини в тонкiй пластинi, виготовленiй iз трьох шарiв квар-

цової тканини та полiетиленового наповнювача, з теоретичними результа-

тами наведенi на рис. 1.4. На цих рисунках Ks
I – безпечний КIН, K∗I –

КIН, за якого докритичний розвиток трiщини не вiдбувається, λ – напiв-

довжина трiщини, T – довговiчнiсть трiснутої пластини. Результати теоре-

тичних розрахункiв подано суцiльною кривою, експериментальнi результа-

ти) – кружками.
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Рис. 1.4 – Кiнетична крива (а) та довговiчнiсть пластини з трiщиною (б )

У роботах [13,15,16] експериментально встановлено, що при повiльному

зростаннi трiщини в полiмерах i композитах на їх основi розмiри кiнцевої

зони ` та критичного розкриття ∆max практично не змiнюються. На базi

концепцiй про сталiсть i малiсть розмiру зони передруйнування отримано

iнтегро-диференцiйне рiвняння докритичного розвитку трiщини у в’язко-

пружному тiлi

K∗I
KI

= 1 +
`

λ̇

∫ 1

0
l̇

(
`

λ̇
s

)
F (s)ds− σ̇∞

σ∞

(
`

λ̇

)2 ∫ 1

0
l̇

(
`

λ̇
s

)
sF (s)ds,

де KI таK∗I – КIН та його критичне значення вiдповiдно, λ – напiвдовжина

трiщини, σ∞ – iнтенсивнiсть зовнiшнього навантаження, l̇ – ядро оператора

в’язкопружностi, а функцiя F визначена в (1.22).

Вiльямс [185,186] розглянув зростання сферичних порожнин iз викори-

станням глобального енергетичного балансу, що узагальнює iдеї Грiффi-

тса [117] для вя’зкопружних тiл.

Внук [187–189] запропонував критерiй критичного вiдриву як альтерна-

тиву критерiю критичного розкриття для випадку, коли критичне розкри-

ття є залежним вiд часу. Введене критерiальне спiввiдношення постулює,

що кiлькiсть деформацiї, створеної пiд час проходження зоною передруй-

нування фiксованої точки P , є величиною сталою:
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∫ t

t0

∆̇[ξ(τ), `(τ)]dτ = ∆0,

ξ = x − λ, момент часу t0 вiдповiдає появi в точцi P = λ вершини зони

передруйнування, t – досягненню в цiй точцi граничного стану. Пружне

розкриття визначається в рамках концепцiї квазiкрихкого руйнування

∆̃(ξ, `) =
8σ`

πE
F

(
ξ

`

)
.

У всiх згаданих визначальних роботах, присвячених розробкам теорiй

повiльного зростання трiщин, при отриманi числових результатiв викори-

стана гiпотеза рiвномiрностi розподiлу зчеплення. Виключенням є [136],

де передбачається бiлiнiйний розподiл зчеплення: ця величина змiнюється

вiд нуля до свого максимально можливого значення (мiцностi зчеплення)

на дiлянцi бiля вершини трiщини, а далi збiгається з мiцнiстю зчеплення.

У роботi [190] дослiджено розвиток просторової трiщини з кiльцевою зо-

ною зчеплення у в’язкопружному iзотропному масивi; покладається, що

мiцнiсть зчеплення є залежною вiд iсторiї навантаження. В [11] запропоно-

вано модель, що постулює сталiсть довжини зчеплення пiд час зростання,

мiцнiсть зчеплення вважається залежною вiд часу величиною. В [90, 143]

запропоновано модель зростання трiщини в рамках МЗЗ з залежним вiд

часу ЗЗВ у старiючому в’язкопружному матерiалi.

Про можливiсть описання квазiстатичного зростання трiщини без вико-

ристання моделi зони зчеплення розгорнулась дискусiя в [104,149]. Автори

прийшли до спiльного висновку, що при моделюваннi необхiдно задоволь-

няти вимогу скiнченностi напружень у тiлi, а введення моделi є одним зi

способiв це зробити.

Загальним для багатьох iз вищезгаданих теорiй є концепцiя зони перед-

руйнування бiля вершини трiщини, яка характеризується стрибком перемi-
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щень та вiдповiдним розподiлом зчеплення. Довжина зони передруйнуван-

ня визначається умовою обмеженостi напружень у вершинi зони. Розподiл

зчеплення покладається сталим пiд час повiльного пiдростання трiщини.

Здебiльшого розглянуто рiвномiрний розподiл зчеплення.

Дослiдження напружено-деформованого стану в’язкопружних анiзо-

тропних тiл iз трiщиною, що поширюється, проводяться переважно за до-

помогою двох методiв – принципу пружно-в’язкопружної вiдповiдностi та

принципу Вольтерра для змiнних iз часом граничних умов.

У роботах Вольтерра зазначено, що при розв’язаннi задач лiнiйної в’яз-

копружностi (спадкової пружностi) операцiї, що пов’язанi з розв’язком ди-

ференцiйних рiвнянь теорiї пружностi та операцiй iнтегрування по часу,

що пов’язанi з обчисленням операторiв Вольтерра, можуть виконуватися

в довiльному порядку. Звiдси випливає наступне правило, яке називають

принципом Вольтерра. Для розв’язання в’язкопружної задачi слiд побу-

дувати вiдповiдний пружний розв’язок, а в кiнцевому результатi замiни-

ти пружнi сталi операторами в’язкопружностi та розшифрувати отриманi

операторнi функцiї.

У сороковi-п’ятдесятi роки минулого сторiччя, коли теорiя в’язкопру-

жностi отримала новий розвиток у роботах американських авторiв, при

розв’язаннi задач в’язкопружностi широке розповсюдження отримав ме-

тод, який базується на перетвореннi Лапласа. Для нього було сформу-

льовано принцип вiдповiдностi, який по сутi являє собою перефразування

принципу Вольтерра. Виконавши перетворення Лапласа над рiвняннями

рiвноваги, спiввiдношеннями зв’язку мiж деформацiями та напруження-

ми, спiввiдношеннями зв’язку мiж деформацiями, напруженнями та гра-

ничними умовами, отримаємо для зображень систему рiвнянь, що збiгає-

ться iз системою теорiї пружностi. Її розв’язання нiчим не вiдрiзняється

вiд розв’язання задачi звичайної теорiї пружностi: зображення напружень
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та перемiщень виявляються явно вираженими через зображення заданих

на границi зусиль, перемiщень та функцiй в’язкопружностi. Останнiй етап

розв’язання в’язкопружної задачi буде полягати в тому, щоб перейти вiд

зображень до оригiналiв. Ця процедура повторює ту, що пропонувалася

принципом Вольтерра, але в iнших термiнах.

Отже, при розв’язаннi задач лiнiйної в’язкопружностi анiзотропних тiл

застосування принципу Вольтерра призводить до розшифрування скла-

дних функцiй операторiв в’язкопружностi. Таке розшифрування можна

виконати шляхом представлення операторної функцiй операторним рядом

Тейлора. Але при повiльнiй збiжностi такого ряду виникає необхiднiсть в

обчисленнi великої кiлькостi iтерованих ядер, що здебiльшого є складною

обчислювальною процедурою. До того ж одержаний на першому етапi роз-

шифровки операторний ряд не буде належати до класу базового оператора

та подальше розшифрування втратить сенс. Тому було запропоновано рi-

знi апроксимацiї операторної функцiї. Так у роботi [96] запропоновано ква-

зiпружний метод, згiдно з яким оператори в’язкопружностi замiнюються

вiдповiдними функцiями повзучостi та релаксацiї.

У роботах А.О. Камiнського [8, 12, 17] було запропоновано апроксиму-

вати функцiї резольвентних операторiв операторним ланцюговим дробом

(метод операторних ланцюгових дробiв). Складну операторну функцiю бу-

ло розглянуто як суперпозицiю елементарних функцiй, послiдовна розши-

фровка яких надала змогу отримати апроксимацiю складної операторної

функцiї у виглядi суми операторiв базового типу.

Дослiдження в’язкопружних властивостей композитiв проводилось та-

кож у роботах [3, 58,77–79,83,93,94,94,110,141,151].

З огляду на сучасний стан проблеми моделювання зони послаблених

зв’язкiв бiля вершини трiщини виникає необхiднiсть побудови числово-

аналiтичних методiв дослiдження стану граничної рiвноваги тiла з трi-
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щиною або їх системою. Важливою метою є поширення сучасних прин-

ципiв моделювання на випадок змiшаного режиму руйнування. Також не-

обхiдно включити сучаснi принципи моделювання в рамках МЗЗ у теорiї

повiльного поширення трiщин у в’язкопружних ортотропних матерiалах.

Найпростiший варiант моделювання з рiвномiрним ЗЗВ треба поширити

на випадок нерiвномiрного закону, враховуючи водночас умову скiнченно-

стi напружень та наявнiсть розвинених зон передруйнування. На розроб-

ку методiв визначення параметрiв стану граничної рiвноваги пружних тiл

iз трiщинами в рамках МЗЗ та кiнетики повiльного поширення трiщин у

в’язкопружному ортотропному матерiалi нацiленi дослiдження даної ди-

сертацiйної роботи.
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Роздiл 2

РУЙНУВАННЯ В’ЯЗКОПРУЖНОГО ТIЛА ВНАСЛIДОК

ПОВIЛЬНОГО ПОШИРЕННЯ ТРIЩИНИ

У другiй половинi XX сторiччя виконувалися iнтенсивнi дослiдження кон-

центрацiї напружень бiля отворiв у пластинах i оболонках, виготовлених

з в’язкопружних анiзотропних матерiалiв. При дослiдженнi композитiв пе-

реважно розглядались такi, що складаються з пружної арматури (скло, ву-

глеволокно) та в’язкопружного наповнювача (епоксидної смоли чи iнших

наповнювачiв) [13,60]. Рiзниця мiж миттєвими й довготривалими модулями

цих композитiв була незначною, процес повзучостi проходив за невеликий

порiвняно з термiном експлуатацiї промiжок часу. Тому для дослiдження

напруженого стану в таких композитних матерiалах здебiльшого викори-

стовувались лише граничнi значення спадкових характеристик: миттєве й

довготривале [2, 7].

Використання в сучаснiй промисловостi нових матерiалiв, якi виявля-

ють в’язкопружнi властивостi протягом усього часу експлуатацiї, призвело

до бiльш уважного ставлення до описання релаксацiї чи повзучостi таких

матерiалiв. З огляду на велику рiзницю мiж миттєвими й довготривали-

ми модулями матерiалу, важливим фактором в описаннi його механiчних

властивостей став час. Iнформативними стали не тiльки граничнi значен-

ня модулiв, а i їх значення пiд час деформування. Важливiсть отримання

з достатньою точнiстю промiжних значень модулiв обумовлена тим, що

в багатьох дослiдженнях проводитися моделювання механiчних властиво-
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стей композитiв на основi матерiалiв, що виявляють в’язкопружнi власти-

востi [9,20,21,23–25,30,38,42,46,63,64,66,129]. Властивостi композитiв, сво-

єю чергою, використовуються для дослiджень напружено-деформованого

стану елементiв конструкцiй. Особливо уважно до таких дослiджень треба

пiдходити, коли з часом змiнюються характеристики обох компонент ком-

позита. Змiна рiзницi мiж модулями двох матерiалiв з часом обумовлює

поведiнку параметрiв напруженого стану вiдмiнну вiд тiєї, що спостерiгає-

ться за врахування властивостей спадковостi лише матерiалу наповнювача.

Огляд робiт автора, на основi яких викладено роздiл. Метод розв’я-

зання задач теорiї лiнiйної в’язкопружностi, що базується на обернено-

му перетвореннi Лапласа й апроксимацiї Паде, представлено в [169]. В

[23–25,38,64,66,73,129,167,170] розглянуто рiзноманiтнi аспекти моделюва-

ння спадкових властивостей композитного матерiалу на основi реологiчних

характеристик матерiалiв його компонент. В [21,63] дослiджено перерозпо-

дiл iз часом напружень в околi трiщини та елiптичного отвору в компози-

тнiй пластинi. Дослiдження в [27,30,131] дає можливiсть зробити висновок

про те, що напруження при немонотоннiй змiнi спiввiдношення мiж моду-

лями матерiалiв компонент композита призводить до того, що напруження

в точцi околу елiптичного отвору може досягнути максимуму на дослiдже-

ному iнтервалi змiни часу. В [28, 36, 42, 46, 68, 128] проведено дослiдження

впливу взаємного розташування кривих релаксацiї матерiалiв компонент

композита на кiнетику зростання трiщини.

Розв’язання задач про повiльне поширення трiщини умовно подiлено в

роботi на три частини: 1) визначення пружного розв’язку задачi; 2) зна-

ходження ядер iнтегральних рiвнянь повiльного зростання; 3) розв’язання

системи iнтегральних рiвнянь i нерiвностей, що описують поширення трi-

щин.

В даному роздiлi наведено основнi спiввiдношення для дослiдження кi-
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нетики повiльного поширення трiщини у в’язкопружному ортотропному

тiлi. Напружено-деформований стан тiла з трiщиною визначено в роздi-

лi 2.1 комплексними потенцiалами у формi Колосова – Мусхелiшвiлi для

iзотропного тiла та у формi Лехнiцького для ортотропного тiла. Також

для побудови розв’язкiв задачi використана iнтегральна форма потенцi-

алiв. Плоска задача розв’язується шляхом зведення до задачi лiнiйного

спряження (задачi Гiльберта – Прiвалова) для розривних самоврiвноваже-

них правих частин. Наведено алгоритм визначення розподiлу напружень,

що виникають внаслiдок контакту берегiв трiщини. У роздiлi 2.2 наведено

вихiднi форми функцiй релаксацiї матерiалу композита або матерiалiв його

компонент; представлено методи побудови розв’язку задач лiнiйної теорiї

в’язкопружностi, розв’язання яких вимагає теорiя повiльного поширення

трiщини в ортотропному в’язкопружному тiлi. Основнi положення цiєї те-

орiї, в основу якої покладено принцип пружно-в’язкопружної аналогiї для

змiнних з часом граничних умов та критерiй критичного розкриття, наве-

дено в роздiлi 2.3. У роздiлi 2.4 дослiджено вплив спадкових характеристик

матерiалу композита на ядра iнтегральних рiвнянь повiльного поширення

трiщини. Розглянуто як композити, властивостi яких визначено експери-

ментально, так i композити зi змодельованими властивостями.

2.1 Поле пружних напружень i перемiщень в околi трiщини

Iзотропний матерiал. Напружений стан у пружному тiлi у випадку пло-

скої задачi визначається трьома компонентами напружень σx, σy i τxy. Вони

задовольняють рiвнянням рiвноваги

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

= 0,
∂σy
∂y

+
∂τxy
∂x

= 0. (2.1)

Деформацiю пружного тiла можна виразити через вiдноснi подовження
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εx i εy в напряму осей x i y та через вiдносний зсув εxy. Величини εx,

εy та εxy визначаються через перемiщення u i v точок пружного тiла в

горизонтальному й вертикальному напрямах

εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, εxy =

1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
.

Умова сумiсностi деформацiй:

∂2εx
∂y2

+
∂2εy
∂x2

= 2
∂2εxy
∂x∂y

. (2.2)

В умовах плоского напруженого стану компоненти деформацiй пов’яза-

нi з компонентами напружень законом Гука

εx =
σx − νσy

E
, εy =

σy − νσx
E

,

εxy =
(1 + ν)τxy

E
, εz =

−ν(σx + σy)

E
,

де E – модуль Юнга, ν – коефiцiєнт Пуасона.

Пiдставимо εx i εy разом зi спiввiдношенням

2
∂2τxy
∂x∂y

= −
(
∂2σx
∂x2

+
∂2σy
∂y2

)
,

яке випливає з (2.10), в (2.2). Отримаємо

∇2(σx + σy)

E
= 0, ∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. (2.3)

Рiвняння рiвноваги (2.10) можна задовольнити у випадку, коли компо-

ненти напруження виражаються через функцiю напружень φ(x, y) в насту-

пний спосiб

σx =
∂2φ

∂y2
, σy =

∂2φ

∂x2
, τxy = − ∂2φ

∂x∂y
. (2.4)
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Пiдстановка (2.4) в (2.3) дає бiгармонiчне рiвняння для знаходження φ:

∇2∇2φ = 0.

Розв’язок цього рiвняння дається формулою Гурси

φ = Re
{
zϕ(z) + χ(z)

}
.

Напруження та перемiщення визначаються формулами Колосова – Мус-

хелiшвiлi [54]

σy + σx = 4 ReΦ(z), σy − iτxy = Φ(z) + Ω(z̄) + (z − z̄)Φ′(z),

2µ(u+ iv) = κϕ(z)− ω(z̄)− (z − z̄)Φ(z),

(2.5)

ψ(z) = χ′(z), Φ(z) = ϕ′(z), Ψ(z) = ψ′(z),

Ω(z) = Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z), ω(z) =
∫

Ω(z)dz.

Граничнi умови на контурi розрiзу вздовж Λ = ∪nk=1(βk1, βk2), згiдно з

другим рiвнянням спiввiдношень (2.5),

Φ+(x) + Ω−(x) = σ+
i , Φ−(x) + Ω+(x) = σ−i ,

де введено позначення σi = σy − iτxy. Додаючи та вiднiмаючи правi й лiвi

частини рiвнянь, отримаємо задачу Гiльберта – Прiвалова для функцiй

Φ(z)± Ω(z):

[Φ(x) + Ω(x)]+ + [Φ(x) + Ω(x)]− = σ+
i + σ−i ,

[Φ(x)− Ω(x)]+ + [Φ(x)− Ω(x)]− = σ+
i − σ−i .
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Розв’язок цих задач у випадку наявностi напружень у нескiнченно вiд-

далених точках має вигляд

Φ(z)± Ω(z) =

=


1

2πiX(z)

∫
Λ

[σ+
i (x) + σ−i (x)]X+(x)

x− z
dx+ 2

P (z)

X(z)
1

2πi

∫
Λ

σ+
i (x)− σ−i (x)

x− z
dx− Γ2

 , (2.6)

P (z) = C0z
n + C1z

n−1 + Cn, сталi C0 та Γ2 визначаються умовами на не-

скiнченностi, сталi Ck (k = 1, . . . , n) – умовою однозначностi перемiщень,

X(z) =
n∏
k=1

(z − βk1)
1/2(z − βk2)

1/2. (2.7)

У випадку самоврiвноважених контурних зусиль (σ+
i (x) = σ−i (x))

розв’язок (2.6) набуває вигляду

Φ(z)± Ω(z) =


1

2πiX(z)

∫
Λ

σ+(x)X+(x)

x− z
dx+ 2

P (z)

X(z)

−Γ2

 .

Ортотропний матерiал. Запишемо розв’язок задачi про напружено-

деформований стан у лiнiйно-пружнiй ортотропнiй площинi, що мiстить n

розрiзiв Λk = (βk1, βk2) (k = 1, . . . , n) вздовж осi x.

Узагальнений закон Гука для головних напрямiв осей ортотропiї u i v

подамо у виглядi

εu =
σu
E11
− ν21σv

E11
, εv = −ν21σu

E11
+

σv
E22

, γuv =
τuv
G12

. (2.8)

Узагальнений закон Гука для напрямiв x i y
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εx = a11σx + a12σy + a16τxy,

εy = a12σx + a22σy + a26τxy,

γxy = a16σx + a26σy + a66τxy,

де [53]

a11 =
P

E11
, a22 =

P + (k2
a − 1) cos 2θ

E11
,

a12 =
−ν21 + r

4 sin2 2θ

E11
, a66 =

m+ 2ν21 + r sin2 2θ

E11
,

a16 =
1− k2

a + r cos 2θ

2E11
sin 2θ, a26 =

1− k2
a − r cos 2θ

2E11
sin 2θ,

ma =
E11

G12
−2ν21, ka =

√
E11

E22
, na =

√
2ka +ma, r = 1+k2

a−ma, (2.9)

P = 1/8
[
3 +ma + 3k2

a + 4(1− k2
a) cos 2θ + r cos 4ϕ

]
.

Коефiцiєнти ka i na у виразах (2.9) є параметрами узагальненого пло-

ского напруженого стану ортотропної пластини та є мiрою її анiзотропiї

(для iзотропного випадку ka = 1, na = 2).

В роботi [60] показано, що задачу двовимiрної теорiї пружностi анiзо-

тропного тiла можна сформулювати в термiнах двох аналiтичних функцiй

ϕ та ψ узагальнених комплексної змiнних z1 = x + s1y та z2 = x + s2y

вiдповiдно. Комплекснi параметри анiзотропiї s1 i s2 є коренями характе-

ристичного рiвняння основного диференцiального рiвняння плоскої задачi

теорiї пружностi
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a11s
4 − 2a16s

3 + (2a12 + a66)s
2 − 2a26s+ a22 = 0.

У випадку, коли анiзотропний матерiал має три площини пружної симе-

трiї та у разi збiгу осей координат i головних осей ортотропiї, це рiвняння

набуває вигляду

ŝ4 +maŝ
2 + k2

a = 0.

Коренi рiвняння ŝ1 = γ + iβ1 i ŝ2 = −γ + iβ2 або ŝ1 = iβ1 i ŝ2 = iβ2

(0 < β1 < β2), причому другий випадок вiдповiдає бiльшостi матерiалiв iз

трьома площинами пружної симетрiї.

При поворотi системи координат вiдносно положення вiдповiдного на-

пряму пружної симетрiї

sk =
ŝk cos θ − sin θ

cos θ + ŝk sin θ
.

Компоненти напружень i перемiщень мають вигляд [52]

σx = 2 Re
{
s2

1Φ(z1) + s2
2Ψ(z2)

}
, σy = 2 Re {Φ(z1) + Ψ(z2)} ,

τxy = −2 Re {s1Φ(z1) + s2Ψ(z2)} ,
(2.10)

u = 2 Re {p1ϕ(z1) + p2ψ(z2)} , v = 2 Re {q1ϕ(z1) + q2ψ(z2)} , (2.11)

де

pk = a11s
2
k + a12 − a16sk, qk = a12sk +

a22

sk
− a26, (2.12)
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ϕ(z) =

∫
Φ(z)dz, ψ(z) =

∫
Ψ(z)dz. (2.13)

Для великих значень |z|

Φ(z) = Γ + Az−1 +O(z−2), Ψ(z) = Γ′ +Bz−1 +O(z−2), (2.14)

Γ i Γ′ – визначаються на основi умов на нескiнченностi та (2.10) ( ImΓ = 0)

iз системи

s2
1Γ + s2

2Γ
′ + s̄2

1Γ̄ + s̄2
2Γ̄
′ = σ∞x

Γ + Γ′ + Γ̄ + Γ̄′ = σ∞

s1Γ + s2Γ
′ + s̄1Γ̄ + s̄2Γ̄

′ = −τ∞.

(2.15)

Для формулювання задачi Гiльберта – Прiвалова введемо функцiї [86]

Θ(z) = Φ(z) +
1 + αs2

1 + αs1
Ψ(z), Ω(z) = Φ̄(z) +

1 + αs̄2

1 + αs̄1
Ψ̄(z),

θ(z) = φ(z) +
p2 + αq2

p1 + αq1
ψ(z), ω(z) = φ̄(z) +

p̄2 + αq̄2

p̄1 + αq̄1
ψ̄(z).

(2.16)

Введений параметр α є коренем квадратного рiвняння

1 + αs2

1 + αs1
=
p2 + αq2

p1 + αq1
. (2.17)

Це спiввiдношення разом з (2.13) i (2.16) забезпечує рiвнiсть

θ(z) =

∫
Θ(z)dz.
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Рiвнiсть

ω(z) =

∫
Ω(z)dz (2.18)

випливає з того, що ᾱ також є коренем квадратного рiвняння (2.17), звiдки

1 + ᾱs2

1 + ᾱs1
=
p2 + ᾱq2

p1 + ᾱq1
i

1 + αs̄2

1 + αs̄1
=
p̄2 + αq̄2

p̄1 + αq̄1
,

що забезпечує (2.18).

Утворимо комбiнацiї напружень i перемiщень

σα ≡ σy − ατxy = (1 + αs1)Θ(z1) + (1 + αs̄1)Ω(z̄1)+

+ (1 + αs2)
[
Ψ(z2)−Ψ(z1)

]
+

+ (1 + αs̄2)
[
Ψ(z2)−Ψ(z1)

]
,

(2.19)

uα ≡ u+ αv = (p1 + αq1)θ(z1) + (p̄1 + αq̄1)ω(z̄1)+

+ (p2 + αq2)
[
ψ(z2)− ψ(z1)

]
+

+ (p̄2 + αq̄2)
[
ψ(z2)− ψ(z1)

]
вiдповiдно. Перемiщення берегiв трiщини

u±α (x) = (p1 + αq1)θ
±(x) + (p̄1 + αq̄1)ω

∓(x). (2.20)

З (2.15) випливає, що

σ∞α ≡ σ∞ − ατ∞ =

= (1 + αs1)Γ + (1 + αs2)Γ̄ + (1 + αs̄1)Γ
′ + (1 + αs̄2)Γ̄

′. (2.21)

Функцiї, присутнi у виразах для напружень (2.10) i перемiщень (2.11),

набудуть вигляду
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Φ(z) =
Θ(z) + Ω̄(z)

2
, Ψ(z) =

1 + αs1

1 + αs2

Θ(z)− Ω̄(z)

2
,

φ(z) =
θ(z) + ω̄(z)

2
, ψ(z) =

1 + αs1

1 + αs2

θ(z)− ω̄(z)

2
.

На дiйснiй осi комплексної площини, коли y прямує до нуля зверху чи

знизу до берегiв розрiзiв, на основi (2.19) запишемо

σ+
α (x) = (1 + αs1)Θ

+(x) + (1 + αs̄1)Ω
−(x),

σ−α (x) = (1 + αs1)Θ
−(x) + (1 + αs̄1)Ω

+(x).

(2.22)

Додамо та вiднiмемо правi й лiвi частини рiвнянь (2.22). Отримаємо двi

задачi Гiльберта – Прiвалова

[
(1 + αs1)Θ(x) + (1 + αs̄1)Ω(x)

]+
+

+
[
(1 + αs1)Θ(x) + (1 + αs̄1)Ω(x)

]−
= σ+

α (x) + σ−α (x),[
(1 + αs1)Θ(x)− (1 + αs̄1)Ω(x)

]+−
−
[
(1 + αs1)Θ(x)− (1 + αs̄1)Ω(x)

]−
= σ+

α (x)− σ−α (x).

(2.23)

Розв’язок цих задач за наявностi напружень у нескiнченно вiддалених

точках має вигляд

(1 + αs1)Θ(z)± (1 + αs̄1)Ω(z) =

=


1

2πiX(z)

∫
Λ

[σ+
α (x) + σ−α (x)]X+(x)

x− z
dx+ 2

P (z)

X(z)
1

2πi

∫
Λ

σ+
α (x)− σ−α (x)

x− z
dx− Γ2

 , (2.24)

Λ = ∪nk=1Λk, P (z) = C0z
n + C1z

n−1 + Cn, сталi C0 та Γ2 визначаються
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умовами на нескiнченностi, сталi Ck (k = 1, . . . , n) – умовою однозначностi

перемiщень, а функцiя X(z) визначена в (2.7).

У випадку самоврiвноважених контурних зусиль (σ+
α (x) = σ−α (x))

розв’язок (2.24) набуде вигляду

(1 + αs1)Θ(z)± (1 + αs̄1)Ω(z) =

=


1

πiX(z)

∫
Λ

σ+
α (x)X+(x)

x− z
dx+ 2

C0z + C1

X(z)

−Γ2

 . (2.25)

Iнтегральне представлення комплексних потенцiалiв. Розгляне-

мо першу граничну задачу плоскої теорiї пружностi для нескiнченної орто-

тропної площини, послабленої прямолiнiйним розрiзом iз початком у точцi

(−λ, 0) та кiнцем у точцi (λ, 0). Отримаємо розв’язок задачi, коли на розрiзi

задано стрибки самоврiвноважених напружень i похiдних вiд перемiщень


σ+
α (x)− σ−α (x) = 0

d

dx
[u+
α (x)− u−α (x)] = iLg(x)

, x ∈ Λ = (−λ, λ), (2.26)

причому на кiнцях розрiзу стрибок перемiщень ∆α(±λ) = 0, а на нескiн-

ченностi напруження та обертання вiдсутнi. В (2.26) пружна стала

L =
p1 + αq1

1 + αs1
− p̄1 + αq̄1

1 + αs̄1
. (2.27)

Скориставшись (2.22), з умови (2.26) отримаємо

Θ+(x)−Θ−(x) =
ig(x)

1 + αs1
,

Ω+(x)− Ω−(x) =
ig(x)

1 + αs̄1
.



63

Розв’язок цих задач лiнiйного спряження для функцiй Θ(z) i Ω(z), що

зникають на нескiнченностi, дається iнтегралом типу Кошi

{
(1 + αs1)Θ(z)

(1 + αs̄1)Ω(z)

}
=

1

2π

∫
Λ

g(x)dx

x− z
. (2.28)

Нехай тепер на берегах розрiзу заданi самоврiвноваженi напруження

σ±α (x) = p(x), x ∈ Λ. (2.29)

Комплекснi потенцiали Θ(z) i Ω(z) для цiєї задачi шукаємо у виглядi

(2.28). Задовольнимо за допомогою формул Сохоцького – Племеля гра-

ничну умову (2.29). Отримаємо для визначення функцiї g(x) сингулярне

iнтегральне рiвняння

1

π

∫
Λ

g(t)dt

t− x
= p(x), x ∈ Λ. (2.30)

Розв’язок (2.30) має задовольняти умовi

∫
Λ
g(t)dt = 0,

яка забезпечує однозначнiсть перемiщень при обходi контуру Λ.

Стрибок перемiщень пов’язаний iз їх щiльнiстю спiввiдношенням

∆α(x) ≡ ∆I(x) + α∆II(x) = iL

∫ x

−λ
g(t)dt.

Умова контакту берегiв трiщини. Важливiсть обчислення параме-

трiв, що характеризують наявну в елементi конструкцiї трiщину, дала по-

штовх розвитку численних аналiтичних та числових методiв лiнiйної та

нелiнiйної механiк руйнування. Найважливiшими характеристиками трi-

щини є КIН та розкриття берегiв трiщини. Незалежно вiд типу трiщини

(криволiнiйна чи прямолiнiйна, простого режиму руйнування чи змiшано-
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го) задача здебiльшого розв’язується в припущеннi вiдсутностi взаємодiї

берегiв, тобто для вiдкритої трiщини. Навiть якщо КIН трiщини нормаль-

ного вiдриву KI вiдмiнний вiд нуля (вiд’ємний KI свiдчить про перекриття

берегiв трiщини в околi вершини), можливе перекриття берегiв на деяких

дiлянках, що не мiстять вершин. Очевидним є факт впливу утвореної дi-

лянки контакту на характеристики трiщини.

Вiдомо, що незначне перекриття берегiв трiщини з’являється в розв’яз-

ку задачi навiть за прикладання тiльки зсувних напружень у нескiнченно

вiддалених точках пластини з трiщиною [91]. Розглянемо граничну умову,

що мiстить вертикальнi та горизонтальнi перемiщення берегiв трiщини та

похiднi вiд функцiї серединної лiнiї трiщини. Цю умову можна сформулю-

вати наступним чином: точки берегiв трiщини при деформуваннi залиша-

ються на середнiй лiнiї трiщини (лiнiя, кожна точка якої дiлить на двi рiвнi

частини вiдрiзок мiж сусiднiми до деформування точками берегiв).

Якщо вирази для перемiщень берегiв трiщини подати у формi

u±(x) = u0(x)± u1(x), v±(x) = v0(x)± v1(x), (2.31)

то середня лiнiя розташування трiщини в деформованому станi описується

рiвнянням f(x+ u0) = v0 (рис. 2.1).

u1

v1

v0

u0

x

- + (- )l lu0

l l+ ( )u0

u1

ñ ðåäíÿ ë í ÿå ³ ³

v1

Рис. 2.1 – Деформований контур трiщини

Виберемо вектор, напрям якого збiгається з напрямом нормалi до f у

точцi x+ u0,
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n =

(
−1,

1

f ′(x+ u0)

)
, f ′(x+ u0) =

v′0
1 + u′0

. (2.32)

Умову перекриття берегiв можна записати у формi

cos (n̂,a) < 0, a = (u1, v1),

або, згiдно з (2.32),

v1(1 + u′0)− u1v
′
0 < 0. (2.33)

Рiвняння для визначення контактних напружень запишеться вiдповiд-

ною рiвнiстю

v1(1 + u′0)− u1v
′
0 = 0. (2.34)

Це рiвняння розв’яжемо у вузлах сiтки на вiдрiзку розташування трi-

щини. Контактнi напруження будемо шукати в кусково-лiнiйнiй формi

σ(x)− ατ(x) =

=
(bk − x)(σk−1 − ατk−1) + (x− bk−1)(σk − ατk)

Mbk
, x ∈ (bk−1, bk) (2.35)

з напруженнями σk−ατk у точках сiтки bk, k = 0, . . . , n (b0 = −ξλ, bn = ξλ,

1− ξ – додатна мала величина).

Нехай σ i τ – вектори-стовпцi з елементами σk i τk, якi є значення-

ми нормальних та дотичних контактних напружень у вузлах апроксимацiї

(2.35). Якщо пряма розташування трiщини збiгається з однiєю з осей орто-

тропiї та τ = ktrσ (ktr – коефiцiєнт тертя мiж берегами трiщини), значення

виразу лiвої частини рiвняння (2.34) у вузлових точках можна подати у
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виглядi

LY

4π2αy
, Y = V1 ◦U0 − V0 ◦U1,

V1 = q22 − Aσ, U0 = 2πe+ L2 (q11 − πσ) ,

V0 = L2 (q21 + παyktrσ) , U1 = q12 − αyktrAσ,

(2.36)

e – вектор-стовпець розмiрностi n+1 з одиничними елементами, a◦b – до-

буток Адамара; αy i L2 – пружнi сталi (L2 вiдрiзняється вiд L, визначеної в

(2.27), знаком мiж доданками). Величини qij вiдповiдають за перемiщення,

обумовленi дiєю сил поза контуром трiщини; матриця A мiстить геометри-

чнi параметри контактної взаємодiї берегiв трiщини.

Прирiвнюванням Y до нуля отримаємо систему для визначення дис-

кретного контактного напруження σ. Система Y (σ) = 0 є нелiнiйною, але

можна легко записати її якобiан:

A ◦ [(αyktrV0 −U0)y]− πL2 (V1 + αyktrU1)y,

де y – вектор-рядок розмiрностi n+ 1 з одиничними елементами.

Для знаходження σ у разi часткового контакту берегiв трiщини вико-

ристовуємо наступний алгоритм:

1. Розв’язуємо систему рiвнянь Y (σ) = 0.

2. Виключаємо iз системи рiвняння i змiннi з номерами, що вiдповiдають

вiд’ємним елементам σ з отриманого на першому кроцi розв’язку.

Повторюємо процедуру, доки всi елементи σ не стануть невiд’ємними.
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2.2 В’язкопружнi середовища. Функцiї повзучостi та релаксацiї

В основу дослiджень в областi лiнiйної теорiї в’язкопружностi покладене

визначальне спiввiдношення у формi спадкового iнтеграла або iнтеграла

згортки, вперше отримане Больцманом [92]

σ(t) =

∫ t

−∞
C(t− τ)dε(τ), (2.37)

де ядро згортки C(t) є функцiєю релаксацiї; функцiї напруження σ(t) та

деформацiї ε(t) є функцiями класу Гевiсайда.

Будемо шукати функцiю релаксацiї в одному з двох виглядiв

C (t) = E0 −
n∑
k=1

Ek

[
1− Eδ,1(− (t/ρk)

δ)
]
,

C(t) = E∞ +
n∑
k=1

EkEδ,1

[
− (t/ρk)

δ
]
,

(2.38)

Eδ,γ(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(δn+ γ)
(2.39)

– функцiя Мiттаґ-Леффлера (0 < δ 6 1), Γ – гамма-функцiя Ейлера. При

δ = 1 функцiя (2.39) перетворюється на експоненту. Для t > 0, γ = 1 i 0 <

δ < 1 функцiю Мiттаґ-Леффлера часто називають експонентою дробового

порядку δ [84].

У рiвняннi (2.38) величина E0 = C(0) є миттєвим модулем пружностi,

а функцiя, що характеризує швидкiсть релаксацiї,

T (t) = −C
′(t)

E0

– ядром релаксацiї [59] або функцiєю впливу (функцiєю швидкостi рела-

ксацiї) [48]. Якщо функцiя повзучостi подана у виглядi (2.38), з огляду на

те, що
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d

dt
Eδ,1

(
−
[ t
ρ

]δ)
= −ρ−δ

∞∑
m=0

(−ρ−δ)mtmδ−(1−δ)

Γ [(m+ 1)δ]
,

функцiя впливу набуде вигляду

T (t) =
n∑
k=1

λkRα(βk, t), βk = ρ−δk , λk =
Ek

E0
ρ−δk , α = 1− δ,

Rα(β, t) =
∞∑
m=0

(−β)mtm(1−α)−α

Γ[(m+ 1)(1− α)]
(β > 0)

– дробово-експоненцiйна функцiя Работнова [59].

Функцiя релаксацiї

C(t) = E0

[
1−

∫ t

−∞

n∑
k=1

λkRα(βk, t− τ)dτ
]
, (2.40)

або в операторнiй формi

C∗ = E0

[
1−

n∑
k=1

λkR
∗
α(βk)

]
. (2.41)

Дiя оператору R∗ на деформацiю як функцiю часу запишеться через iнте-

грал згортки

R∗ · ε(t) ≡ R(t) ∗ ε(t) =

∫ t

−∞
R(t− τ)ε(τ)dτ,

де R(t) – ядро оператора R∗.

Функцiї характеристик релаксацiї. Головною проблемою при

розв’язаннi задачi лiнiйної теорiї в’язкопружностi є проблема переходу до

часової областi. Зазвичай, пружний розв’язок, якщо й iснує в аналiтичнiй

формi, то вигляд його не є елементарним i точний перехiд до часової областi
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за допомогою оберненого перетворення Лапласа (при використаннi принци-

пу вiдповiдностi) або алгебри резольвентних операторiв (при використаннi

принципу Вольтерра) за умови збереження певної форми розв’язку практи-

чно неможливий. Точний перехiд можливий лише якщо розв’язок в обла-

стi перетворення чи операторнiй областi подається у виглядi, що дозволяє

отримати розв’язок на часовому промiжку в замкненiй формi. Класичним

є розвинення розв’язку в ряд в операторнiй областi за степенями базового

оператора [59]. Такий хiд розв’язання приводить до оперування з iтерова-

ними ядрами, що навiть у випадку найпростiшого виду ядра призводить

до суттєвих обчислювальних труднощiв. При переходi з трансформованої

областi часто застосовують метод колокацiй [155] чи метод найменших ква-

дратiв, за допомогою якого фiксуються внутрiшнi параметри (множники

часу в степенях спадних експонент), а визначаються лише зовнiшнi лiнiйнi

параметри (множники при експонентах).

Застосування перетворення Лапласа. Перетворення Карсона фун-

кцiй релаксацiї матерiалiв компонент композита (вираз (2.40) або (2.41))

має вигляд

C̃αi(p) = Ei0

[
1−

n∑
k=1

λik
pαi + βik

]
,

де i = 1, . . .m, m – кiлькiсть в’язкопружних компонент композита.

Розв’язок задачi лiнiйної в’язкопружностi в областi перетворення пода-

мо у виглядi функцiї параметру перетворення

F̃ (p) = F
[
C̃α1

(p), . . . , C̃αm(p)
]
, (2.42)

або у виглядi функцiї параметра q(p) = pα (0 < α 6 1)

F̃
(
q
1/α
)

= F
[
C̃α̃k(q), . . . , C̃α̃m(q)

]
≡ F̃α(q), α̃k =

αk
α
. (2.43)
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Будемо шукати розклад функцiї F̃α(q) у виглядi дробово-рацiональної

функцiї

F̃α(q) = c ·
∞∏
k=1

(q − zk)(q − pk)−1,

яка з огляду на (2.42) i (2.43) не може мати кратних полюсiв pk. Розглянемо

апроксимацiю Паде порядку (n, n)

F̃ n
α (q) = F̃∞ ·

n∏
k=1

(q − zk)(q − pk)−1,

i зведемо задачу про знаходження реологiчних параметрiв до знаходження

коефiцiєнтiв представлення

F̃ n
α (q) = F̃∞

[
1−

n∑
k=1

λk
q + βk

]
. (2.44)

Коефiцiєнти цього представлення знайдемо в наступнiй формi

βk = −pk, λk = − 1

F̃∞
·

n∏
j=1

(pk − zj)

n∏
j=1
j 6=k

(pk − pj)
.

Отже, розв’язок задачi лiнiйної в’язкопружностi подано у формi, у якiй

описанi властивостi спадковостi матерiалiв компонент

F (t) = F0

[
1−

∫ t

−∞

n∑
k=1

λkRα(βk, t− τ)dτ
]
, F0 = F̃∞.

Застосування методу операторних ланцюгових дробiв. Запише-

мо функцiї релаксацiї матерiалiв компонент композита у виглядi (2.41):
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C∗α · 1 = Ei0

[
1−

n∑
k=1

λikR
∗
α(βik)

]
та використаємо представлення оператора Работнова [59]

R∗α(β) =
I∗α

1 + βI∗α
,

де I∗α – оператор Абеля з ядром

Iα(t) =
tα−1

Γ(α)
,

Γ(α) – гамма-функцiя Ейлера.

Розв’язок задачi лiнiйної в’язкопружностi в операторнiй областi подамо

у виглядi функцiї оператора Абеля F (I∗α). Нехай ланцюговий дрiб

c0 +
∞

D
k=1

ckx

1

рiвномiрно збiгається до функцiї F (x). Тодi пiд функцiєю F (I∗α) будемо

розумiти операторний ланцюговий дрiб (ОЛД)

c0 +
∞

D
k=1

ckI
∗
α

1
. (2.45)

Дрiб

ψn ∗1 = c0 +
n

D
k=1

ckI
∗
α

1

будемо розглядати як пiдхiдний до дробу (2.45). Цей дрiб отримується за

допомогою граничного переходу при xi → x0 = 0 та еквiвалентних пере-

творень дробу [76,125]

ψn ∗1 = V0 +
n

D
k=1

I∗α − xk
Vk

, (2.46)



72

який отримано з апроксимацiї вiдповiдної функцiї дiйсної змiнної

ψn1 (x) = V0 +
n

D
k=1

x− xk
Vk

.

Отже, оператори ψn ∗1 будуть апроксимувати F (I∗α).

Введемо позначення для фрагменту ОЛД (2.46)

ψn ∗m = Vm−1 +
n

D
k=m

I∗α − xk
Vk

. (2.47)

Теорема (про згортання фрагменту ОЛД). Фрагмент ОЛД ψn ∗m , ви-

значений спiввiдношенням (2.47), можна подати у виглядi

ψn ∗m = anm +

Ln−m∑
i=1

anm,iR
∗(λnm, i), Ls =

[s
2

]
+ 1,

де

anm = Vm−1 −
xm
anm+1

, ann = Vn−1 −
xn
Vn
,

а anm, i i λnm, i визначаються з рекурентних спiввiдношень у наступний спосiб

Для фрагмента з непарною кiлькiстю поверхiв (m = n− 2l):

1) для одного поверху (l = 0)

ann, 1 =
1

Vn−1Vn − xn
, λnn, 1 = λ;

2) для трьох або бiльше поверхiв (l > 0)

anm, 1 =
1

Vm−1anm+1 − xm

(
1−

Ln−m−1∑
i=1

bnm+1, i

λ− µnm+1, i

)
, λnm, 1 = λ,
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anm, i =
bnm+1, i−1

Vm−1anm+1 − xm

(
xm +

h

λ− µnm+1, i−1

)
,

λnm+1, i−1 = µnm+1, i−1, i = 2, . . . , Ln−m.

Для фрагмента з парною кiлькiстю поверхiв (m = n− 2l − 1, l > 0)

anm, i =
bnm+1, i

Vm−1 anm+1 − xm

(
xm +

h

λ− µnm+1, i

)
,

λnm+1, i = µnm+1, i, i = 1, . . . Ln−m.

У цих спiввiдношеннях µnm+1, i (i = 1, . . . , Ln−m) – коренi рiвняння

1−
Ln−m∑
i=1

anm+1, i

λnm+1, i − µ
= 0,

а bnm+1, i (i = 1, . . . , Ln−m) – розв’язок системи рiвнянь

1−
Ln−m−1∑
i=1

bnm+1, i

λnm+1, j − µnm+1, i

= 0, j = 1, . . . Ln−m.

Отже, згiдно з результатами теореми, апроксимацiю операторної фун-

кцiї за допомогою n-го пiдхiдного дробу можна подати у виглядi

F (I∗α) ≈ λ0 +

Ln−1∑
i=1

λiR
∗
α(βi), Ln =

[n
2

]
+ 1.

Порядок пiдхiдного дробу, необхiдний для апроксимацiї операторної

функцiї, може бути вибраним залежно вiд точностi визначення функцiї

F ∗ · 1.

Важливим кроком у визначеннi параметрiв дробово-експоненцiйної

функцiї є оптимальний вибiр параметра α цiєї функцiї. Цей параметр ха-

рактеризує швидкiсть повзучостi або релаксацiї на промiжку часу, де вона

суттєво вiдрiзняється вiд нуля. Геометрично α часто пов’язується з кутом
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нахилу похилої дiлянки кривої повзучостi чи релаксацiї в логарифмiчнiй

шкалi. У випадку, коли тiльки один компонент композита має в’язкопру-

жнi властивостi, параметр α можна обирати довiльним чином. Варiацiєю

α є можливiсть оптимiзувати число базових функцiй.

Якщо розглядається задача про деформування композита, до складу

якого входять декiлька компонент iз в’язкопружними властивостями, то,

зафiксувавши α для одного з матерiалiв, можна побудувати ряд дробово-

експоненцiйних функцiй, що описують деформування iнших компонент,

вже з зафiксованим параметром α. Це, безумовно, призведе до збiльшення

числа базових функцiй, однак цей складнiший випадок декiлькох в’язко-

пружних компонент композита знову зведеться до представлення функцiї

деформування одним базовим оператором лiнiйної теорiї в’язкопружностi.

Отже, розв’язок граничних задач лiнiйної в’язкопружностi можна буду-

вати на основi лише одного базового оператора, який вiдповiдає за змiну

напружено-деформованого стану з часом. Звичайно, параметр α можна

вибрати як деяку середню характеристику значень цього параметру для

функцiй впливу матерiалiв компонент композита. Це виявляється приро-

днiм i коли застосовується метод перетворення Лапласа. У виразi (2.43) α

має бути таким, що мiнiмiзує кiлькiсть доданкiв в (2.44).

Оптимiзацiя представлення функцiї впливу. Застосування мето-

ду перетворення Лапласа чи методу операторних ланцюгових дробiв дозво-

ляє звести знаходження розв’язку задач лiнiйної в’язкопружностi в часовiй

областi до апроксимацiї функцiї дiйсної змiнної рацiональною функцiєю

чи ланцюговим дробом. Оптимальнiсть у цьому випадку досягається зна-

ходженням апроксимацiйного виразу з найменшою нормою похибки. Це,

своєю чергою, досягається вирiвнюванням екстремальних значень функцiї

похибки. Оптимiзацiя зовнiшнiх (лiнiйних) параметрiв функцiї впливу не

мiстить у собi жодних обчислювальних труднощiв, оскiльки зводиться до
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розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Оптимiзацiя внутрiшнiх

параметрiв функцiї впливу, βk передбачає розв’язання систем нелiнiйних

рiвнянь. Щоб уникнути цього, можна, звичайно, зафiксувати внутрiшнi

параметри, а оптимiзацiю проводити зовнiшнiми параметрiв функцiї впли-

ву, λk. Iдея, що розвивається в роботi, дозволяє оптимiзувати i внутрiшнi

параметри, уникаючи процедури розв’язань нелiнiйних систем.

За основу оптимiзацiї оберемо метод, описаний у роботi [176]. Будемо

шукати апроксимацiю Fap(x) функцiї параметру перетворення (2.43) чи

функцiї дiйсної змiнної, що вiдповiдає операторнiй функцiї F (I∗α), (позна-

чимо її F (x)) у виглядi ланцюгового дробу. Мiнiмiзуємо функцiю похибки

D(x) =
Fap(x)− F (x)

F (x)
.

Виберемо початковi значення параметрiв x0 = 0, x1, . . . , xm (m = 2n+1)

та обчислимо коефiцiєнти Vi (i = 0, . . . ,m) за умови проходження функцiї

F (x) через точки

(x0, F (x0)), (xi, F (xi) · [1 + (−1)iλ]),

де λ – малий параметр. Виберемо цей параметр, взявши мiнiмальний (за

абсолютним значенням) iз тих, що задовольняють умову на нескiнченостi:

D(x) = 0 при x→∞. Обчислимо екстремальнi точки апроксимацiї Fap(x)

i вiзьмемо їх як наступне наближення параметрiв xi. Отже, побудовано

просту iтеративну процедуру вирiвнювання норми функцiї похибки.

Побудований алгоритм знаходження параметрiв функцiї впливу є до-

статньо стiйким за вiдсутностi “гладкостi” кривих повзучостi й релаксацiї

та може бути програмно реалiзованим.

Числовий приклад. Розглянемо релаксацiю напружень в односпря-

мованому волокнистому композитi, спадковi властивостi матерiалiв скла-
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Компонент Матерiал E0, МПа δ λ, доба−1 β, доба−1

1 Армування Органiчнi 1.4 · 105 1 1.25 · 10−2 4.28 · 10−3

волокна

2 Матриця Фенолформаль- 3.6 · 103 0.65 1.7 · 10−1 2.1 · 10−1

дегiдна смола

Табл. 2.1 – Реологiчнi параметри матерiалiв компонент композита

дових якого описуються дробово-експоненцiйними ядрами з параметра-

ми [77], наведеними в табл. 2.1.

Залежностi мiж середнiми напруженнями й деформацiями в трансвер-

сально iзотропному композитному матерiалi мають вигляд

σ11 = λ11ε11 + λ12ε22 + λ13ε33,

σ22 = λ12ε11 + λ11ε22 + λ13ε33,

σ33 = λ13ε11 + λ13ε22 + λ33ε33,

σ23 = λ44γ23,

σ13 = λ44γ13,

σ12 = λ66γ12,

причому λ66 = (λ11 − λ12)/2.

Технiчнi сталi матерiалу композита E11, E33, G12, G13, ν12, ν13 визнача-

ються через характеристики λij у виглядi

E11 =
∆

∆11
, E33 =

∆

∆33
, ν12 =

∆12

∆11
,

ν13 =
∆13

∆33
, G12 = λ66, G13 = λ44,

∆11 = λ11λ33 − λ2
13, ∆12 = λ12λ33 − λ2

13, ∆13 = λ13(λ11 − λ12),

∆33 = λ2
11 − λ2

12, ∆ = λ33∆33 − 2λ13∆13.

Використаємо розв’язок пружної задачi про деформування матерiалу,
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армованого односпрямованими хаотично розташованими волокнами [79].

Розв’язок подамо у формi (2.43) або операторному виглядi.

З огляду на те, що функцiя впливу матерiалу волокон є експонентою

(δ1 = 1), а матрицi – дробовою експонентою порядку δ2 = 0.65 за порядок

дробових експонент розв’язку задачi про деформування композита оберемо

δ = 1. Такий вибiр обумовлено тим, що параметри оптимiзованих в областi

перетворення розв’язкiв при такому δ не мають комплексних параметрiв,

що спрощує числове дослiдження.

Продемонструємо точнiсть результату переходу вiд дробової експонен-

ти порядку δ2 = 0.65 до звичайної експоненти. Перепишемо функцiю ре-

лаксацiї матерiалу матрицi у виглядi суми звичайних експонент iз наперед

заданою точнiстю. Зафiксуємо точнiсть у часовiй областi на рiвнi 0.1%. Ре-

зультати переходу проiлюстровано на рис. 2.2, на якому подано отриманi

релаксацiйнi кривi в трансформованiй i часовiй областях разом iз вiдповiд-

ними похибками представлення. Як бачимо, щоб досягти заданої точностi

в часовiй областi, похибка в трансформованiй мала становити 0.0015%, що

забезпечувалося 22-х поверховим апроксимувальним ланцюговим дробом

в областi перетворення i, вiдповiдно, сумою з 11-ти експонент у часовiй

областi.

Об’ємний вмiст матерiалу армування позначимо через c1. На рис. 2.3 на-

веденi релаксацiйнi характеристики композита, що дослiджується. Суцiль-

нi i штрих-пунктирнi кривi вiдповiдають граничним випадкам iзотропних

матерiалiв матрицi (c1 = 0) та матерiалу армування (c1 = 1) вiдповiдно;

пунктирнi лiнiї вiдповiдають c1 = 0.33, штриховi – c1 = 0.67.

Змiна в часi модуля E33 обумовлена властивостями матерiалу армуван-

ня: ланцюговий дрiб, що описує змiну цього модуля для c1 = 0.33 у транс-

формованiй областi з точнiстю близькою до 0.001%, мiстить 6 поверхiв, а

сам, модуль, таким чином, описується функцiєю впливу з 3-х експонент;
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Рис. 2.2 – Модуль пружностi в областi перетворення та як функцiя часу
(перший ряд блокiв), вiдповiднi похибки розв’язку
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Рис. 2.3 – Характеристики релаксацiї

для c1 = 0.67 маємо 4-х поверховий дрiб i 2 експоненти у функцiї впливу.

Змiна в часi модулiв E11, G12 i G13 обумовлена властивостями матерiа-

лу матрицi: розмiрнiсть ланцюгового дробу, що описує змiну цих модулiв у

трансформованiй областi для дослiджених ненульових концентрацiй близь-
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кий до порядку дробу, що отримано при переходi вiд експоненти порядку

δ2 = 0.65 до суми звичайних експонент. Зауважимо, що бiльш логiчним

було б описати змiну в часi модулiв E11, G12 i G13 за допомогою експонент

порядку δ2 = 0.65, але, як зазначалося вище, це призведе до того, що опе-

ратори матимуть комплекснi параметри хоч i з меншим числом базових

функцiй у розв’язку.

Результати оберненого перетворення за допомогою викладеного пiдходу

було порiвняно з результатами застосування вiдомих у лiтературi методiв

[144,183] у роботах [25,63].

2.3 Теорiя докритичного поширення трiщини у

в’язкопружному тiлi

В основу теорiї покладено принцип пружно-в’язкопружної аналогiї для

змiнних iз часом граничних умов [114–116,173] та критерiй критичного роз-

криття (1.18). В’язкопружне розкриття отримується з вiдповiдного виразу

для пружного розкриття, який треба подати у виглядi добутку пружної

сталої та функцiї геометричних i силових параметрiв

∆̃(x,λ) = L · F (x,λ),

L – функцiя модулiв пiддатливостi ортотропної пластини aij, F не мiстить

пружних сталих.

У випадку однiєї трiщини, рiвномiрного ЗЗВ з мiцнiстю зчеплення σ

та розтягувального напруження на нескiнченностi σ∞ вираз для пружного

розкриття має вигляд
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Рис. 2.4 – Система двох (n = 2) колiнеарних трiщин, λ = (λ1, . . . , λ2n) –
положення вершин фiзичної трiщини

∆̃(x,λ) =
Lσ

π

[
Q(x, λ)−Q(x,−λ)

]
,

Q(x, λ) = (x− λ) ln
∣∣∣X̌(x)− X̌(λ)

X̌(x) + X̌(λ)

∣∣∣, X̌(x) =

√
x+ β

β − x
, β = λ csc

πσ∞
2σ

.

Пружна стала

L =
Re{Λ1 − Λ3}

Im{α}
, Λk =

pk + αqk
1 + αsk

, (2.48)

величини p, q та α визначенi в (2.12) та (2.17). Для частинних випадкiв

напряму осi ортотропiї вздовж трiщини та iзотропiї вiдповiдно отримаємо

L = 2
√
a22(2(a12 +

√
a11a22) + a66), L = 4/E. (2.49)

Система iнтегральних рiвнянь i нерiвностей, що описує повiльне зро-

стання трiщин вздовж наперед вiдомого шляху (геометричнi параметри

проiлюстровано на рис. 2.4)

max
k

{
∆[t, λk(t)]

}
= ∆max,

∆(t, x) = ∆̃[x,λ(t)] +

∫ t

0
l(t− τ)∆̃′τ [x,λ(τ)]dτ, l(t) =

L(t)

L(0)
,

∆′x(x = βk,λ) = 0,

розв’язується в дискретнi моменти часу tm = t0 +m · Mt, m = 1, 2, . . . .
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Тривалiсть iнкубацiйного перiоду, t0 визначається рiвнянням

max
k

{
∆[t0, λk(0)]

}
= ∆max,

величини λ(tm) визначаються послiдовно iз системи

∆[tm, λk(tm)] = ∆max, k ∈ K

∆[tm, λk(tm)] < ∆max, k 6∈ K,
(2.50)

iндекси K вiдповiдають вершинам, що рухаються. Положення вершин на

iнтервалах дискретизацiї шукається у виглядi лiнiйної функцiї часу

λk(t) = λk(tm−1) +
t− tm−1

Mt

[
λk(tm)− λk(tm−1)

]
, t ∈ (tm−1, tm).

Якщо при знаходженнi λ(tm) одна з нерiвностей у системi (2.50) не

виконується, то номер цiєї нерiвностi включаємо доK i розв’язуємо систему

заново.

2.4 Приклади визначення ядра iнтегрального рiвняння

повiльного зростання трiщини

Розглянемо напружений стан нескiнченної в’язкопружної ортотропної пла-

стинi з прямолiнiйною трiщиною. Пластина розтягується прикладеними на

нескiнченностi рiвномiрно розподiленими зусиллями iнтенсивностi σ∞. По-

кладаємо, що одна з площин пружної симетрiї паралельна серединнiй пло-

щини пластини, а головнi напрями пружностi u i v утворюють кут θ з

прямою розташування трiщини.

Моделювання процесу релаксацiї матерiалiв i побудова

розв’язку. Запишемо основний закон спадкової пружностi у формi (2.37):
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σij(t) =

∫ t

0
Rijkl(t− τ)dεkl(τ), (2.51)

де R – функцiї релаксацiї матерiалу. Цi функцiї з необхiдною точнiстю

можна описати фiзично обґрунтованою моделлю (2.38):

R(t) = R0 −
∑
i

λk
[
1− Eδ,1(−bitδ)

]
або

R(t) = R∞ +
∑
i

aiEδ,1(−bitδ),
(2.52)

де R0 i R∞ – миттєве й довготривале значення механiчної характеристики.

При δ = 1 функцiя Мiттаґ-Леффлера Eδ,1 перетворюється на експоненту.

Застосування перетворення Лапласа до спiввiдношень (2.51) зводить їх

до форми закону Гука для пружного тiла

σ̄ij = R̃ijklε̄kl, R̃ = sR̄,

де рискою над величиною позначено її перетворення Лапласа, s – параметр

перетворення.

В областi перетворення вирази (2.52) набудуть вигляду

R̃(s) = R0 −
∑
i

λi
sδ + bi

, R̃(s) = R∞ +
∑
i

ai
1 + bis−δ

. (2.53)

Для якiсного дослiдження напруженого стану при моделюваннi рела-

ксацiйних властивостей матерiалiв компонент композита будемо викори-

стовувати лише один доданок у (2.53). У цьому разi згаданий вираз i його

перетворення перепишемо у формi

R(t) = R∞ + (R0 −R∞)Eδ,1(−btδ), R̃(s) = R∞ +
R0 −R∞
1 + bs−δ

. (2.54)
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У формi (2.52) можна подати як механiчнi характеристики iзотропних

матерiалiв компонент композита, так i представити функцiї цих характе-

ристик (ефективнi модулi, характеристику повзучостi L). Вiдповiдно до

принципу пружно-в’язкопружної аналогiї [103], замiнимо залежнi вiд ча-

су характеристики релаксацiї у формi (2.52) вiдповiдними перетвореними

величинами (2.53), отримаємо розв’язок в областi перетворення R̃. З не-

обхiдною точнiстю знайдемо представлення R̃n функцiї R̃ у формi (2.53).

Саме в такий спосiб у числовому прикладi, наведеному нижче, здiйснює-

ться обернене перетворення (повернення з областi перетворення до часової

областi). Знайденi коефiцiєнти представлення функцiї в областi перетворе-

ння у виглядi (2.53) миттєво дають розв’язок в областi змiни часу (2.52).

Розв’язок задачi в областi перетворення представимо ланцюговим дро-

бом

R̃n(q) = V0 +
q − q0

V1 +
q − q1

V2 +

. . .

+
q − qm−1

Vm

, q = sδ. (2.55)

Для оптимiзацiї числа доданкiв у представленнях (2.53) точки qi можна

вибрати так, щоб мiнiмiзувати функцiю похибки |R̃n − R̃| або |R̃n/R̃ − 1|.

Реалiзувати такий вибiр можна, наприклад, за допомогою методу, запро-

понованого в [176].

Перетворимо (2.55) у рацiональну функцiю

V0 +
2n

D
k=1

q − qk−1

Vk
=
An(q)

Bn(q)
,

де An(q) =
∑
aiq

i i Bn(q) =
∑
biq

i – полiноми параметра q степенi n. Їх
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легко можна визначити за допомогою рекурентних спiввiдношень [125]

A−1 = 1, A0 = V0, Am(q) = VmAm−1(q) + (q − qm−1)Am−2(q),

B−1 = 0, B0 = 1, Bm(q) = VmBm−1(q) + (q − qm−1)Bm−2(q),

m = 1, 2, . . . .

Видiлимо цiлу частину рацiональної функцiї An(q)/Bn(q),

An(q)

Bn(q)
= R̃∞ +

Cn−1(q)

Bn(q)
, Cn−1(q) =

n−1∑
i=1

(ai − biR̃∞)qi, R̃∞ =
an
bn
,

i розкладемо на елементарнi дроби функцiю Cn−1(q)/Bn(q). Отримаємо ви-

раз

R̃n(q) = R̃∞ −
n∑
i=1

λi
q + bi

, λi = −Cn−1(−bk)
B′n(−bk)

,

що вiдповiдає першому представленню (2.52) в областi оригiнала (−bk –

корiнь полiнома Bn(q)), або

R̃n(q) = R̃0 +
n∑
i=1

aiq

q + bi
, ai =

λi
bi
,

що вiдповiдає другому представленню (2.52) в областi оригiнала. Отже,

визначено коефiцiєнти обох представлень (2.52) розв’язку задачi.

Для отримання ефективних в’язкопружних модулiв композитного ма-

терiалу E11, E22, G12 i ν21 будемо використовувати як ефективнi характе-

ристики релаксацiї, отриманi обробкою результатiв експерименту на пов-

зучiсть матерiалу пластини, так i характеристики, отриманi моделюван-

ням, проведеним з використанням вiдповiдних пружних розв’язкiв механi-
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ки композитних матерiалiв.

Розв’язки для композитної пластини, характеристики якої

отриманi експериментально. Отримаємо розв’язки задачi для випад-

ку, коли параметри представлень релаксацiйних модулiв пластини отрима-

но моделюванням кривих релаксацiї композита. В [13] наведенi реологiчнi

параметри кривих релаксацiї для композитiв, виготовлених у СКТБ Iн-

ституту механiки НАН України; цi параметри знайденi для представлення

функцiй релаксацiї в операторнiй формi

1

E∗11

=
1

E0
11

[1 + λ1R
∗
α(β1)] ,

1

E∗22

=
1

E0
22

[1 + λ2R
∗
α(β2)] ,

1

G∗12

=
1

G0
12

[1 + λGR
∗
α(βG)] , ν∗12 = ν0

12.

(2.56)

У представленнях (2.56) R∗α(β) – iнтегральний оператор,

R∗α(β) · f(t) =

∫ t

−∞
Rα(β, t− τ)f(τ)dτ

з ядром у формi функцiї Работнова

Rα(β, t) = t−αEδ,δ(−βtδ) або Rα(β, t) = −(βt)−1Eδ,0(−βtδ),

де Eδ,γ – функцiя Мiттаґ-Лефлера, δ = 1− α.

В областi перетворення модулi податливостi ортотропної пластини a11 =

1/E11, a22 = 1/E22, a12 = −ν21/E11 = −ν12/E22 i a66 = 1/G12, вiдповiдно до

виразiв для технiчних характеристик (2.56), набудуть вигляду
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ã11 =
1

E0
11

(
1 +

λ1

sα + β1

)
, ã12 = −ν0

12ã22,

ã22 =
1

E0
22

(
1 +

λ2

sα + β2

)
, ã66 =

1

G0
12

(
1 +

λG
sα + βG

)
.

Для використання представлення релаксацiйних властивостей (2.54),

параметри E∞, b i δ цiєї форми через параметри E0, λ, β форми (2.56)

можна легко обчислити в такий спосiб

E∞ = E0/(1 + λ/β), b = λ+ β, δ = 1− α.

Матерiал пластини є композитом iз трьох шарiв кварцової тканини та

двох видiв полiмерного наповнювача:

1. полiетиленовий наповнювач

E0
11 = 19.7 · 103 МПа, λ1 = 0.0180 секα−1, β1 = 0.0928 секα−1,

E0
22 = 11.7 · 103 МПа, λ2 = 0.0608 секα−1, β2 = 0.1283 секα−1,

G0
12 = 0.637 · 103 МПа, λG = 0.1398 секα−1, βG = 0.0407 секα−1,

ν12 = 0.14, α = 0.717,

2. епоксидний наповнювач

E0
11 = 23.0 · 103 МПа, λ1 = 0.0323 секα−1, β1 = 0.1570 секα−1,

E0
22 = 16.0 · 103 МПа, λ2 = 0.1295 секα−1, β2 = 0.2745 секα−1,

G0
12 = 3.08 · 103 МПа, λG = 0.0717 секα−1, βG = 0.0276 секα−1,

ν12 = 0.11, α = 0.846.

На рис. 2.5 зображенi залежностi модулiв релаксацiї (2.56) вiд часу для
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композитiв iз полiетиленовим (рис. 2.5а) та епоксидним (рис. 2.5б ) напов-

нювачами.
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Рис. 2.5 – Модулi релаксацiї композитних матерiалiв
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Рис. 2.6 – Ядро iнтегрального рiвняння для рiзних орiєнтацiй θ осi орто-
тропiї щодо лiнiї розташування трiщини; а вiдповiдає матерiалу з полiети-
леновим наповнювачем, б – епоксидним

На рис. 2.6 проiлюстрована безрозмiрна характеристика повзучостi

l(t) = L(t)/L(0). Вiдповiдна L(t) пружна величина наведена в першому

виразi (2.49). Рис. 2.6 а вiдповiдає матерiалу з полiетиленовим наповнюва-

чем, рис. 2.6 б – епоксидним.

Розв’язок для композитної пластини, матерiали компонент
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якої виявляють в’язкопружнi властивостi. Будемо моделювати мате-

рiал пластини ортотропним середовищем з ефективними характеристика-

ми. Цi характеристики отримаємо за допомогою результатiв механiки ком-

позитних матерiалiв [2] як функцiї механiчних характеристик iзотропних

матерiалiв компонент композита (матерiалiв армування та наповнювача) i

їхнього об’ємного вмiсту (c1 – армування, c2 = 1− c1 – наповнювача).

Технiчнi сталi, знайденi в роботi [2], наведенi як функцiї модулiв зсуву,

Gi i коефiцiєнтiв Пуассона, νi iзотропних матерiалiв компонент композита

(iндекс i = 1 вiдповiдає матерiалу армування, i = 2 – наповнювача):

E11 = c1E1 + c2E2 +
8G1c1c2(ν1 − ν2)

d1
,

1

E22
=

ν2
21

E1
+

κ2 + 1

8G2

[2 + (κ1 − 1)G̃

d1
− 2c1(1− G̃)

d2

]
,

G12

G0
12

= 1 + n2(n− 1)
G0

12

G2

[ G̃− 1

c2G̃+ 1 + c1

]2 sinn αn
πn

×

×
(
c2

1 − c2n
1

[G̃− 1

G̃+ 1

]2)
, G0

12 = G2
1 + c1 + c2G̃

c2 + (1 + c1)G̃
,

G23 = G2
d2

c2κ2 + (1 + κ2c1)G̃
, ν21 = ν2 −

(κ2 + 1)(ν2 − ν1)c1

d1
,

(2.57)

d1 = 2 + c1(κ2 − 1) + c2(κ1 − 1)G̃, d2 = κ2 + c1 + c2G̃,

Ei = 2Gi(1 + νi), κi = 3− 4νi, G̃ = G2/G1,

у виразi для модуля G12 αn = 2π/n, n – число, що визначає тип пакування

волокон (наприклад, n = 4 вiдповiдає тетрагональному пакуванню).

На основi аналiзу експериментальних даних у [93] наведено iдеалiзовану

схему типової в’язкопружної поведiнки матерiалiв двокомпонентного ком-

позита. Ця схема iлюструє величини спiввiдношень мiж миттєвими й довго-

тривалими характеристиками релаксацiї матерiалiв компонент композита,

а також мiж їхнiми характерними часами релаксацiї (рис. 2.7, пунктирнi
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кривi).
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Рис. 2.7 – Iдеалiзована схема типової в’язкопружної поведiнки матерiалiв
двокомпонентного композита

На рисункуKi iGi – вiдповiдно об’ємнi i зсувнi модулi матерiалiв компо-

нент композита (iндекс i = 1 вiдповiдає армуванню, i = 2 – наповнювачу).

Вiдзначимо, що для моделювання властивостей композита важливим є те,

що один iз матерiалiв компонентiв залишається бiльш “штивним” на всьому

часовому промiжку.

Пiдберемо параметри моделi (2.54). Для матерiалу армування:

K0 = 8.58 · 104 МПа, K∞ = 1.17 · 104 МПа,

δK = 0.8, bK = 9 · 10−4 сек−δK ,

G0 = 2.93 · 104 МПа, G∞ = 1.17 · 102 МПа,

δG = 0.9, bG = 1.4 · 10−3 сек−δG;

для матерiалу наповнювача:
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K0 = 5.41 · 103 МПа, K∞ = 2.51 · 102 МПа,

δK = 0.86, bK = 3 · 10−2 сек−δK ,

G0 = 2.51 · 103 МПа, G∞ = 2.93 · 100 МПа,

δG = 0.69, bG = 9 · 10−1 сек−δG.

Кривi релаксацiї (2.54) за наведених параметрiв матерiалiв компонент у

часовiй областi проiлюстрованi на рис. 2.7 суцiльними кривими. Отримана

точнiсть цiлком задовiльна для проведення якiсного аналiзу.

На рис. 2.8 наведенi залежностi характеристики повзучостi вiд часу.

Всi кривi побудованi для c1 = 0.2 i вiдповiдають рiзним величинам кута θ

нахилу осi ортотропiї до лiнiї розташування трiщини.

l( )t

lg( , [ ])t ñåê

q=0°,10°,...,90°

0

1

2

2

3

4

5

6

3 4 5 6 7

x100

Рис. 2.8 – Ядро iнтегрального рiвняння для рiзних орiєнтацiй θ осi орто-
тропiї по вiдношенню до лiнiї розташування трiщини

Розв’язки для композитної пластини залежно вiд спiввiдноше-

ння модулiв в’язкопружних матерiалiв компонент. Будемо вивчати

якiсну сторону задачi, тому залишимо лише один доданок у виразi (2.52);

до спрощення вiднесемо також опис релаксацiйних властивостей обох ма-

терiалiв компонент композита за допомогою одного параметра δ функцiї

(2.39). Покладаємо, що коефiцiєнти Пуассона матерiалiв не змiнюються з
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часом.

Зафiксуємо характеристики функцiї релаксацiї матерiалу наповнювача

та введемо коефiцiєнти, якi характеризують взаємне розташування зале-

жностей вiд часу для модулiв матерiалiв армування та наповнювача:

kG = lg
G

(1)
0

G
(2)
0

, k1 = lg
G

(1)
0

G
(1)
∞
, kβ = −1

δ
lg
b

(1)
G

b
(2)
G

. (2.58)

Коефiцiєнт kβ визначає зсув у додатному напряму логарифмiчної часо-

вої осi кривої, що описує змiну модуля матерiалу армування, вiдносно цiєї

ж залежностi для матерiалу наповнювача, kG – спiввiдношення мiж мит-

тєвими зсувними модулями двох матерiалiв, k1 – вiдношення миттєвого й

довготривалого модулiв для матерiалу армування.

Зафiксуємо залежнiсть модуля зсуву матерiалу наповнювача вiд часу, а

модулi матерiалу армування визначимо за допомогою коефiцiєнтiв у (2.58).

Для матрицi вiзьмемо

G
(2)
0 = 2 · 103 МПа, ν

(2)
0 = 0.35, lg

G
(2)
0

G
(2)
∞

= 1,

b
(2)
G = 10−1 сек−δ, δ = 0.8,

а для наповнювача зафiксуємо ν(1)
0 = 0.3.

Дослiдимо напружений стан в односпрямованому волокнистому компо-

зитi з об’ємним вмiстом волокон c1 = 0.2.

Вивчимо залежнiсть вiд часу характеристики повзучостi L(t) для двох

напрямiв осi ортотропiї (θ = 0◦, 90◦). У першому стовпцi блокiв на рис. 2.9

наведенi залежностi вiд часу модулiв матерiалiв компонент: у кожному бло-

цi нижня крива вiдповiдає релаксацiї матерiалу матрицi, три верхнi – мате-

рiалу армування для рiзних значень одного з параметрiв (2.58) i фiксованих

значень двох iнших параметрiв. У другому стовпцi проiлюстрована змiна

з часом вiдношення модулiв зсуву матерiалiв компонент. Всi залежностi
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третього стовпця блокiв на рис. 2.9 отриманi для θ = 0◦, четвертого – для

θ = 90◦.
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Рис. 2.9 – Модулi релаксацiї матерiалiв компонент композита, їх спiввiдно-
шення та характеристики повзучостi L(t) для двох орiєнтацiй осi ортотропiї
вiдносно лiнiї трiщини

Перший ряд блокiв на рис. 2.9 побудовано при kG = 1.2, k1 = 0.3 i

наведених kβ, другий ряд блокiв – для k1 = 0.3, kβ = 2 i наведених kG,

третiй – для kG = 1.2, kβ = 2 i наведених k1.

2.5 Результати та висновки

1. Наведено спiввiдношення для визначення напружено-деформованого

стану пружних iзотропних та ортотропних тiл iз трiщинами на основi
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класичних комплексних потенцiалiв Колосова – Мусхелiшвiлi та Лехнi-

цького. Сформульовано умову перекриття берегiв трiщини за наявностi

зсувного поля напружень та запропоновано методику визначення кон-

тактних напружень на основi форми розв’язку метода Мусхелiшвiлi

для перемiщень берегiв трiщини.

2. Теорiю повiльного поширення трiщини у в’язкопружному ортотропно-

му матерiалi, розроблену та експериментально обґрунтовану у вiддi-

лi механiки руйнування матерiалiв Iнституту механiки НАН України,

узагальнено на випадок несиметричного вiдносно початкового поло-

ження середини трiщини зростання та на випадок поширення систе-

ми колiнеарних трiщин. Побудовано визначальнi системи iнтегральних

рiвнянь та нерiвностей, що описують положення вершин трiщин як

функцiй часу.

3. Запропоновано ефективнi методики отримання ядер iнтегральних рiв-

нянь докритичного поширення трiщин. У ролi матерiалу пластини до-

слiджено композити з експериментально визначеними параметрами мо-

делi лiнiйної в’язкопружностi та композити зi змодельованими за до-

помогою механiки композитних матерiалiв властивостями на основi

експериментально визначених параметрiв релаксацiї матерiалiв ком-

понент. Розглянуто матерiали волокон як з незмiнними з часом меха-

нiчними характеристиками, так i такими, що виявляють в’язкопружнi

властивостi. Характер залежностi ядер вiд часу суттєво змiнюється,

якщо використовувати для армування в’язкопружнi матерiали. Якщо

матерiал волокон не виявляє спадкових властивостей, то вiдношення

вiдповiдних модулiв матерiалiв компонент змiнюються з часом моно-

тонно. Змiна з часом модулiв релаксацiї волокон призводить до того,

що вiдношення модулiв матерiалiв компонент втрачають характер мо-

нотонностi та можуть досягти екстремуму на заданому часовому iнтер-
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валi. Проведено дослiдження залежностi ядер iнтегральних рiвнянь по-

вiльного поширення трiщин вiд спiввiдношеннями мiж кривими рела-

ксацiї матерiалiв компонент композита. Проiлюстрована монотоннiсть

ядер.
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Роздiл 3

ВИКОРИСТАННЯ МОДЕЛI ЗОНИ ЗЧЕПЛЕННЯ З

РIВНОМIРНИМ ЗАКОНОМ ЗЧЕПЛЕННЯ-ВIДРИВУ В

ДОСЛIДЖЕННЯХ ГРАНИЧНОГО СТАНУ IЗОТРОПНОГО

ТIЛА З ТРIЩИНОЮ

Для побудови аналiтичних розв’язкiв задач теорiї трiщин у роздiлi викори-

стовуються класичнi потенцiали [53, 60] та iнтегральне представлення по-

тенцiалiв [62]. Напруження контактної взаємодiї берегiв трiщини знаходи-

ться у виглядi кусково-лiнiйної функцiї. Розв’язок задачi про пружне пере-

мiщення берегiв трiщини використано для визначення кiнетичних кривих

повiльного поширення трiщини в лiнiйно-в’язкопружному матерiалi. Ме-

тодика визначення контактної взаємодiї берегiв використана в роздiлi для

знаходження перемiщень берегiв трiщини в рамках МЗЗ; її застосування

дало змогу не розв’язувати систем нелiнiйних рiвнянь для знаходження

границь зон зчеплення.

Огляд робiт автора, на основi яких викладено роздiл. В [34,37,40,43–45]

у рамках МЗЗ з рiвномiрним ЗЗВ побудовано вирази для перемiщень бе-

регiв двох колiнеарних трiщин, довжини зчеплення визначено системою

чотирьох нелiнiйних рiвнянь. Числово-аналiтичний метод розв’язання iнте-

гральних рiвнянь, що описують зростання двох колiнеарних трiщин вздовж

наперед вiдомого шляху розроблено в [33,172]. Вираз для вертикальних пе-

ремiщень берегiв трiщини побудовано в [130] для системи трьох колiнеар-

них трiщин, проаналiзовано типи граничних умов, що враховують можли-
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вiсть об’єднання зон передруйнування двох сусiднiх трiщин. В [72] побудо-

вано алгоритм розв’язання системи iнтегральних рiвнянь, що описує неси-

метричне зростання трiщини вiдносно середини свого початкового положе-

ння. Методику визначення розкриття двох паралельних трiщин iз зонами

передруйнування розроблено в [74]. В [39] представлено методику враху-

вання часткового контакту берегiв трiщини, а в [32] дослiджено зростання

трiщини з дiлянкою часткового контакту.

В роздiлi 3.1 наведенi приклади побудови аналiтичних розв’язкiв для

перемiщень берегiв трiщини. Поле напружень в околi трiщини формується

прикладанням розподiлених напружень на значнiй вiдстанi вiд трiщини та

зосереджених сил, прикладених до берегiв трiщини й на незначних вiдста-

нях до них. Розглянуто модель складної зони зчеплення, в якiй збiгаються

лише вершини зон нормальних i зсувних зчеплень.

Задача розбивається на двi частини:

1. визначаються границi зон зчеплення, для чого на основi умови скiн-

ченностi напружень будується система рiвнянь, яку можна розв’язати

лише числовим методом;

2. з урахуванням аналiтичного вигляду умови скiнченностi напружень

будуються аналiтичнi вирази для перемiщення берегiв трiщини. У ви-

падку, коли довжина зчеплення є незначною, вираз для вiдриву за-

мiнюється асимптотичним. У цьому разi в основi розв’язання задачi

лежить знаходження КIН.

Описано метод врахування контактної взаємодiї берегiв трiщини. В

основу методу покладено iтеративну процедуру, на кожному кроцi якої

розв’язується система лiнiйних рiвнянь вiдносно величин контактних на-

пружень у вузлах розподiлу, що шукається в кусково-лiнiйнiй формi.

У роздiлi 3.2 запропоновано алгоритм розв’язання рiвнянь докритично-

го зростання трiщини для випадку її несиметричного вiдносно початково-
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го положення середини поширення. Алгоритм проiлюстровано числовими

розв’язками, отриманими за наявностi в постановцi систем зосереджених

сил, що розтягують або притискають береги трiщини, та розподiленого на-

вантаження на нескiнченностi. Описано принцип побудови кiнетичних кри-

вих при несиметричному зростаннi. Проiлюстровано використання конце-

пцiї тонкої структури при дослiдженнi повiльного пiдростання трiщини.

У роздiлi 3.3 побудовано алгоритм для дослiдження докритичного зро-

стання трiщини у в’язкопружному тiлi при незначних довжинах зчеплення.

Алгоритм проiлюстровано числовими розв’язками декiлькох задач. У по-

становку цих задач введено зосередженi сили, що дiють вздовж нормалей

до трiщини. Цi сили можуть змiнювати швидкiсть поширення трiщини, а

також обумовлювати контакт її берегiв. В рамках концепцiї тонкої стру-

ктури розв’язана задача про докритичне пiдростання трiщини з частковим

контактом берегiв.

У роздiлi 3.4 запропоновано алгоритм розв’язання задачi про повiль-

не поширення трiщини нормального вiдриву з дiлянкою контакту мiж її

берегами. Запропонована модифiкована постановка дозволила розв’язува-

ти задачi механiки трiщин у рамках МЗЗ без накладання умови малостi

довжини зчеплення. В основу розв’язання задачi з модифiкованою поста-

новкою покладено iтеративну процедуру, що використовується для вивче-

ння контактної взаємодiї берегiв трiщини. В роздiлi оптимiзовано алго-

ритм розв’язання iнтегральних рiвнянь повiльного поширення трiщини.

При обчисленнi iнтеграла згортки ядра i пружного вiдриву використовує-

ться координатно-часова дискретизацiя.

У роздiлi 3.5 наведено пiдхiд до розв’язання задач багатоосередково-

го руйнування. Розглянуто систему двох паралельних трiщин iз достатньо

розвиненими зонами передруйнування, розмiр яких не дозволяє викори-

стовувати концепцiю тонкої структури. Застосовується модель зi складною
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зоною зчеплення для трiщини змiшаного режиму руйнування. Запропоно-

вано числово-аналiтичний метод розв’язання такого класу задач. Ефектив-

нiсть методу проiлюстрована числовим прикладом.

3.1 Визначення перемiщень берегiв трiщини в рамках моделi

зони зчеплення
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Рис. 3.1 – Схема навантаження та па-
раметри моделi

Визначимо напружено-

деформований стан пластини

з трiщиною, в околi якої дiє

зосереджена сила. Нехай точка

прикладання сили належить

верхнiй пiвплощинi. На нескiн-

ченностi до пластини прикладенi

розтягувальнi i зсувнi наванта-

ження (рис. 3.1).

Комплекснi потенцiали, за допомогою яких описується напружено-де-

формований стан пружної площини за наявностi в точцi z0 = xp + iyp

(yp > 0) зосередженої сили P = Px + iPy, [54]

Φ(z) = − κ1P

π(z − z0)
, Ψ(z) =

κ1

π

[ κP̄
z − z0

− P z̄0

(z − z0)2

]
,

де κ = (3− ν)(1 + ν)−1, κ1 = 1
2(κ + 1)−1, ν – коефiцiєнт Пуассона.

Напруження в тiлi

σy − iτxy = Φ(z) + Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z) =

=
κ1

π

[
− P

z − z0
+

κP − P̄
z − z̄0

+
(z − z0)P̄

(z − z̄0)
2

]
.

Напруження на осi x:
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σ0(x)− iτ0(x) =
κ1

π

[
P
∑
k

Ak

x− zk0
− P̄ z1

0 − z2
0

(x− z2
0)2

]
, (3.1)

де введено позначення z1
0 = z0, z2

0 = z̄0, A1 = −1, A2 = κ; також позначимо

через Λσ i Λτ дiлянки контуру, де дiють зчеплення σ i τ вiдповiдно:

Λ = (β1, β2), Λσ = Λ \ (λ1, λ2), Λτ = Λ \ (γ1, γ2).

За контурних умов

σ±y (x) = −σ0(x) +

σ, x ∈ Λσ

0, x ∈ Λ\Λσ

, τ±xy(x) = −τ0(x) +

τ, x ∈ Λτ

0, x ∈ Λ\Λτ

та умов на нескiнченностi σ = σ∞, τ = τ∞, |z| → ∞, розв’язок задачi

Гiльберта – Прiвалова знаходимо iз системи двох рiвнянь вiдносно функцiй

Φ(z) i Ω(z):

Φ(z)± Ω(z) =


σHσ(z)− iτHτ(z)−H0(z, z0, P )

π
+ 2

C0z + C1

X(z)

−Γ̄′

 ,

де Γ′ = 1
2σ∞ + iτ∞, X(z) =

√
(z − β1)(z − β2),

Hσ(z) =
1

iX(z)

∫
Λσ

X(x)

x− z
dx, Hτ(z) =

1

iX(z)

∫
Λτ

X(x)

x− z
dx, (3.2)

H0(z, z0, P ) =
1

iX(z)

∫
Λ

[
σ0(x)− iτ0(x)

]
X(x)

x− z
dx,

X(x) – значення функцiїX(z) на верхньому березi розрiзу (X(x) = X+(x)).
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З огляду на те, що

∫
Λ

X(t)dt

(t− ζ)(t− z)
= πi

[
R(z, ζ)− 1

]
,∫

Λ

X(t)dt

(t− ζ)2(t− z)
=

πi

z − ζ

[
R(z, ζ) +

e− ζ
X(ζ)

]
,

де e = 1
2(β2 + β1), а функцiя R(z, ζ) визначена в (3.34), запишемо

∫
Λ

[
σ0(x)− iτ0(x)

]
X(x)

x− z
dx = iκ1T (z, z0, P ),

де введено функцiю

T (z, z0, P ) = P
∑
k

Ak

[
Rk

0(z)− 1
]
− P̄ z

1
0 − z2

0

z − z2
0

[
R2

0(z) +
e− z2

0

X2
0

]
, (3.3)

Rk
m(z) = R(z, zkm), Xk

m = X(zkm). Зазначимо також, що X2
m = X̄1

m.

Отже,

H0(z, z0, P ) = κ1
T (z, z0, P )

X(z)
.

Визначимо iнтеграли в (3.2). З огляду на те, що

∫
X(x)dx

x− z
= X(z)C(x, z)− i(z − e)I(x) +X(x),

отримаємо

∫
Λσ

X(x)

x− z
dx = X(z)

[
πi− Cλ(z)

]
− i(z − e)Bλ − iX̂λ,∫

Λτ

X(x)

x− z
dx = X(z)

[
πi− Cγ(z)

]
− i(z − e)Bγ − iX̂γ,

де Cλ(z) i Cγ(z) – прирости функцiї
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C(ξ, z) = ln
X̌(ξ)− X̌(z)

X̌(ξ) + X̌(z)
, X̌(z) =

√
z − β1

β2 − z
, (3.4)

що вiдповiдають приросту першого аргументу на (λ1, λ2) та (γ1, γ2) вiдпо-

вiдно:

Cλ(z) = C(λ2, z)− C(λ1, z), Cγ(z) = C(γ2, z)− C(γ1, z);

πi− Cλ(z) та πi− Cγ(z) – прирости Cλ(z) i Cγ(z) на Λσ i Λτ вiдповiдно.

Величини X̂λ i X̂γ є приростами функцiї

X̂(x) =
√

(x− β1)(β2 − x)

на (λ1, λ2) та (γ1, γ2) вiдповiдно:

X̂λ = X̂(λ2)− X̂(λ1), X̂γ = X̂(γ2)− X̂(γ1);

величини Bλ i Bγ – прирости функцiї I(x) = 2 arctg X̌(x) на Λσ i Λτ вiдпо-

вiдно:

Bλ = π − arctg X̌(λ2) + arctg X̌(λ1) = 2 arcctg
[ X̌(λ2)− X̌(λ1)

1 + X̌(λ1)X̌(λ2)

]
,

Bγ = π − arctg X̌(γ2) + arctg X̌(γ1) = 2 arcctg
[ X̌(γ2)− X̌(γ1)

1 + X̌(γ1)X̌(γ2)

]
.

Запишемо комплексний потенцiал задачi:

2πΦ(z) = σHσ(z)− iτHτ(z)− κ1
T (z, z0, P )

X(z)
+ 2π

C0z + C1

X(z)
− πΓ̄′, (3.5)
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Hσ(z) = iCλ(z) + π − (z − e)Bλ + X̂λ

X(z)
,

Hτ(z) = iCγ(z) + π − (z − e)Bγ + X̂γ

X(z)
.

В (3.5) стала C0 = 1
2(σ∞ − iτ∞) визначається напруженнями на нескiн-

ченностi, а стала C1 – умовою однозначностi перемiщень. Визначимо C1. З

огляду на те, що

∫
Λ′
Hσ(z)dz =

∫
Λ′
Hτ(z)dz =

∫
Λ′
H0(z, z0, P ) dz = 0,∫

Λ′

C0z + C1

X(z)
dz = −2πi(C0e+ C1)

(Λ′ – контур, що обходить розрiз Λ проти годинникової стрiлки), отримаємо

прирости потенцiалiв при обходi розрiзу

[
ϕ(z)

]
Λ′

=

∫
Λ′

Φ(z)dz = −2πi(C0e+ C1),
[
ω(z̄)

]
Λ′

= −
[
φ(z)

]
Λ′
.

Звiдки

2µ
[
u(z) + iv(z)

]
Λ′

= κ
[
ϕ(z)

]
Λ′
−
[
ω(z̄)

]
Λ′

= −2πi(κ + 1)(C0e+ C1).

Прирiвнявши останнiй вираз до нуля, отримаємо

C1 = −C0e. (3.6)

Прикладемо декiлька сил у точках zm. Умова однозначностi перемiщень

буде збiгатися з вiдповiдною умовою для випадку однiєї сили (вираз (3.6)).

Функцiя Φ(z) (вираз (3.5)) з урахуванням умови однозначностi перемiщень

набуде наступного вигляду
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2πΦ(z) = σ(iCλ(z) + π)− iτ(iCγ(z) + π)− πΓ̄′+

+
1

X(z)

{[
2πC0 − (σBλ − iτBγ)

]
(z − e)−

− (σX̂λ − iτX̂γ)− κ1

∑
m

T (z, zm, Pm)
}
. (3.7)

Прирiвняємо вираз у фiгурних дужках, обчислений у точках z = β1,2,

до нуля. Отримаємо систему рiвнянь для визначення β1,2:

2πC0 − (σBλ − iτBγ) =

= κ1

∑
m

[
Pm
∑
k

Ak

Xk
m

− P̄m
(z1
m − z2

m)(e− z2
m)

(X2
m)3

]
σX̂λ − iτX̂γ =

= κ1

∑
m

[
Pm
∑
k

Ak

(e− zkm
Xk
m

+ 1
)
− P̄mβ2z

1
m − z2

m

(X2
m)3

]
,

(3.8)

де β = 1
2(β2 − β1) – напiвдовжина розрiзу.

Пiдставимо 2πC0−(σBλ−iτBγ) i σX̂λ−iτX̂γ у вираз (3.7). Пiсля деяких

перетворень отримаємо

2πΦ(z) = σ(iCλ(z) + π)− iτ(iCγ(z) + π)− πΓ̄′+

+ κ1

∑
m

{
Pm
∑
k

Ak
Rk
m(z)

Xk
m

− P̄m(z1
m − z2

m)

(z − z2
m)X2

m

[
R2
m(z) +

e− z2
m

(X2
m)2

X(z)
]}
. (3.9)

Проiнтегруємо Φ(z):
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2πϕ(z) = σ(iKλ(z) + πz)− iτ(iKγ(z) + πz)− πΓ̄′z+

+ κ1

∑
m

{
Pm
∑
k

Ak

[
C(zkm, z) +

i(e− zkm)I(z) +X(z)

Xk
m

− ln(z − zkm)
]
+

+ P̄m
z1
m − z2

m

X2
m

[
R2
m(z)−

iβ2I(z) +
(
e− z2

m

)
X(z)

(X2
m)2

]}
, (3.10)

Kλ(z) = K(λ2, z)−K(λ1, z), Kγ(z) = K(γ2, z)−K(γ1, z),

K(ξ, z) =
∫
C(ξ, z)dz,

iнтеграл визначено в (3.14). Також зазначимо, що функцiя C(z, zkm), яка бу-

ла отримана при iнтегруваннi виразу (3.9), була змiнена в (3.10) на C(zkm, z),

яка вiдрiзняється вiд першої суто уявною сталою. Деякi властивостi фун-

кцiї C(z, ζ) наведено нижче.

Перемiщення берегiв трiщини визначаються виразом

2µ(u+ iv)± = κϕ±(x)− ω∓(x), ω(z) = ϕ(z) + Γ̄′z,

який не виписано з причини громiздкостi.

Властивостi функцiї C(z, ζ). Коли другий аргумент прямує до бере-

гiв розрiзу при z ∈ C \ Λ отримаємо:

C±(z, x) = ±[Cx(z, x) + iCy(z, x)],

Cx(z, x) = ln
∣∣∣X̌(z)− X̌(x)

X̌(z) + X̌(x)

∣∣∣,
Cy(z, x) = arccos

|X̌(z)|2 − X̌2(x)

|X̌(z)− X̌(x)| · |X̌(z) + X̌(x)|
.

(3.11)
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З огляду на те, що X̌(z̄) = −X̌(z),

C±(z, x) = ±
[
Cx(z, x) + iCy(z, x)

]
,

C±(z̄, x) = ±
[
− Cx(z, x) + iCy(z, x)

]
.

(3.12)

Зазначимо, що

lim
x→β1+

C±(z, x) = 0, lim
x→β2−

C±(z, x) = ±πi, z /∈ Λ

i прирiст функцiї C(z, ζ) при обходi другим аргументом контуру навколо

розрiзу проти годинникової стрiлки дорiвнює −2πi.

У випадку, коли перший аргумент функцiї C(z, ζ) є дiйсним числом iз

Λ, а другий аргумент прямує до берегiв розрiзу, отримаємо

C±(ξ, x) = ±Cx(ξ, x) + iCy(ξ, x), ξ ∈ Λ, (3.13)

Cx(ξ, x) = ln
∣∣∣X̌(ξ)− X̌(x)

X̌(ξ) + X̌(x)

∣∣∣, Cy(ξ, x) = −πH(x− ξ),

H(t) – функцiя Гевiсайда. Коли ξ ∈ Λ, а z прямує до точки розрiзу з

координатою x,

lim
ξ→β1+

C±(ξ, x) = 0, lim
ξ→β2−

C±(ξ, x) = πi.

Отже, прирiст функцiї C±(ξ, x), коли ξ змiнюється вiд β1 до β2 дорiвнює πi,

а прирiст при обходi другим аргументом контуру навколо розрiзу проти го-

динникової стрiлки дорiвнює нулю. Той самий результат можна отримати,

якщо розглянути iнтегральне представлення функцiї C(z, ζ):

C(z, ζ) = X(ζ)

∫
dz

X(z)(z − ζ)
.



106

Прирiст цiєї функцiї при обходi першим аргументом контуру навколо

розрiзу проти годинникової стрiлки:

[
C(z, ζ)

]
Λ′

= X(ζ)

∫
Λ′

dz

X(z)(z − ζ)
=

−2πi, ζ 6∈ Λ

0, ζ ∈ Λ
.

Наведемо декiлька вживаних у роботi iнтегралiв, що мiстять функцiю

C(ξ, z):

∫
C(ξ, z)dz = (z − ξ)C(ξ, z)− X̂(ξ)I(z),

2

∫
(z − ξ)C(ξ, z)dz = (z − ξ)2C(ξ, z) + X̂(ξ)

[
ξI(z) + X̂(z)

]
,

3

∫
(z − ξ)2C(ξ, z)dz = (z − ξ)3C(ξ, z)− 1

2X̂(ξ)×

×
[
(2ξ2 + β2)I(z) + (4ξ − z)X̂(z)

]
,

(3.14)

β – напiвдовжина розрiзу, що моделює трiщину з зонами передруйнування.

Концепцiя тонкої структури. Якщо довжина зчеплення менша за

розмiр зони K-домiнацiї, то для отримання розв’язку задачi теорiї пру-

жностi можна скористатися концепцiєю тонкої структури, згiдно з якою

пружний розв’язок для вiдриву замiнюється його асимптотичним представ-

ленням. Згiдно концепцiї зона зчеплення розглядається частиною модель-

ної напiвнескiнченної трiщини.

x

y s(x)

s(x)

l bl=�b-l

довжина 
зчеплення

Рис. 3.2 – Схема при-
кладання сил зчеплен-
ня

Прикладене до тiла з трiщиною навантаження

обумовлює КIН у вершинi модельної трiщини.

Умову скiнченностi напружень можна задоволь-

нити, тiльки якщо KI, обумовлений зовнiшнiм

навантаженням, нiвелюється K(2)
I , обумовленим

силами зчеплення: KI +K
(2)
I = 0.
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Розкриття для двох задач i умова скiнченностi напружень

∆(1)(x) = L

√
2

π
KIX̂(x),

∆(2)(x) =
L

π

∫ β

λ
σ(t)C(x, t)dt,

K
(2)
I︷ ︸︸ ︷√

2

π

∫ β

λ

σ(t)

X̂(t)
dt = KI,

C(x, t) = ln
∣∣∣X̂(x)− X̂(t)

X̂(x) + X̂(t)

∣∣∣, X̂(t) =
√
β − t,

пружна стала L визначена в (2.48).

Асимптотичнi представлення виразiв для розкриття при σ(x) = σmax

∆(1)(x) = L

√
2

π
KI

√
`(1− s), ∆(2)(x) =

Lσmax

π
2`
[
F (s)− 2

√
1− s

]
,√

8`

π
σmax = KI, s =

x− λ
`

,

функцiя F визначена в (1.22). Для задачi в цiлому

∆(x) =
LK2

I

4σmax
F (s), ` =

π

8

K2
I

σ2
max

. (3.15)

Використання концепцiї тонкої структури для визначення вiд-

риву. Визначимо напружено-деформований стан в околi трiщини за на-

явностi в точцi z = xp + iyp (yp > 0) зосередженої сили P = Px + iPy

(рис. (3.3)). За контурних умов

(σy − iτxy)
± = −

[
σ0(x)− iτ0(x)

]
, x ∈ (λ1, λ2)

(σ0 − iτ0 визначено в (3.1)) та умов на нескiнченностi σy = σ∞, τxy = τ∞

(z →∞), знаходимо розв’язок задач Гiльберта – Прiвалова
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Рис. 3.3 – Схема навантаження

Φ(z) ± Ω(z) =


−1

π
H0(z, z0, P ) + 2C0

z − e
X(z)

−Γ̄′

 ,

(Γ̄′ = 1
2σ∞ − iτ∞, e = 1

2(λ1 + λ2)), звiдки

2π

{
Φ(z)

Ω(z)

}
=
−κ1T (z, z0, P ) + 2πC0(z − e)

X(z)
∓ πΓ̄′, (3.16)

функцiя T (z, z0, P ) визначена в (3.3).

КIН у лiвому i правому кiнцях

KI(λ1)− iKII(λ1) = lim
x→λ1−

√
2π(λ1 − x)

[
Φ(x) + Ω(x)

]
=

=
κ1√
πλ
T (λ1, z0, P ) +

√
πλ(σ∞ − iτ∞) =

= − κ1√
πλ

[
P
∑
k

Ak

(
1− zk0 − λ2

Xk
0

)
+ P̄

(z1
0 − z2

0)(λ1 − e)
(λ1 − z2

0)X2
0

]
+

+
√
πλ(σ∞ − iτ∞),

(3.17)
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KI(λ2)− iKII(λ2) = lim
x→λ2+

√
2π(x− λ2)

[
Φ(x) + Ω(x)

]
=

= − κ1√
πλ
T (λ2, z0, P ) +

√
πλ(σ∞ − iτ∞) =

= − κ1√
πλ

[
P
∑
k

Ak

(
1− zk0 − λ1

Xk
0

)
+ P̄

(z1
0 − z2

0)(λ2 − e)
(λ2 − z2

0)X2
0

]
+

+
√
πλ(σ∞ − iτ∞),

де λ = 1
2(λ2 − λ1) – напiвдовжина розрiзу.

За допомогою iнтегралiв

∫
X2

0dz

X(z)(z − z2
0)

= C(z, z2
0),∫

X2
0dz

X(z)(z − z2
0)2

= − 1

X2
0

[z2
0 − e
X2

0

C(z, z2
0) +

X(z)

z − z2
0

]
,∫

dz

X(z)
= −iI(z),

∫
z − e
X(z)

dz = X(z)

(z1
0 = z0, z2

0 = z̄, Xk
0 = X(zk0 )) проiнтегруємо в (3.16):

2π

{
ϕ(z)

ω(z)

}
= κ1

{
P
∑
k

Ak

[
C(zk0 , z)− ln(z − zk0 )− iI(z)

]
+

+ P̄
z1

0 − z2
0

X2
0

R2
0(z)

}
+ π(σ∞ − iτ∞)X(z) ∓ πΓ̄′z.

Якщо двi сили прикладено симетрично вiдносно лiнiї розташування трi-

щини (рис. 3.3)
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2π

{
ϕ(z)

ω(z)

}
= πσ∞X(z) ∓ πΓ̄′z+

+ P
{ i

2

∑
k

(−1)kC(zk0 , z) + F (z, z0) +
G(z, z0)

κ + 1

}
, (3.18)

F (z, z0) = arcctg
z − xp
yp

,

G(z, z0) =
2yp

(z − xp)2 + y2
p

[x0(z − xp) + y0yp
x2

0 + y2
0

X(z)− z + xp
]
,

(3.19)

x0 = ReX1
0 , y0 = ImX1

0 . Перемiщення берегiв трiщини

2πu±(x) = L2P
[

arcctg
x− xp
yp

− 2yp(x− xp)
(κ + 1)[(x− xp)2 + y2

p]

]
− LπΓ̄′x,

2πv±(x) = ±L
(
πσ∞X̂(x)+

P
[
− Cx(z0, x) +

2yp(x0(x− xp) + y0yp)X̂(x)

(κ + 1)[(x− xp)2 + y2
p](x

2
0 + y2

0)

])
,

функцiя Cx(z, x) визначена в (3.11).

Числовий приклад. Розв’язки для трiщини з зонами зчеплення (3.10)

i розв’язок для трiщини Грiффiтса (3.18) проiлюструємо числовим прикла-

дом рис. 3.4, побудованим для σ = 35 МПа, τ = 45 МПа, σ∞ = σ/2.5,

τ∞ = τ/4, σ/Py = −3 см−1, τ/Px = −10 см−1, xp = 0 см, yp = 0.1 см.

Трiщина iз симетричними вiдносно лiнiї її розташування зуси-

ллями. Прикладемо сили iнтенсивностi P симетрично вiдносно лiнiї розта-

шування трiщини в точках z0 i z̄0, напрями дiї сил перпендикулярнi до лiнiї

розташування трiщини (рис. 3.5). Нехай z0 належить верхнiй пiвплощинi.

Система (3.8) для знаходження границь розрiзу β1,2 перетвориться для
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Рис. 3.5 – Схема навантаження та параметри моделi

цiєї задачi до вигляду

πσ∞ − σBλ = P
[
q1 −

2yp
κ + 1

q4

]
σX̂λ = P

[
q2 −

2ypl
2

κ + 1
q3

]
,

(3.20)

де

P = Py,
q1 = Im

{ 1

X1
0

}
, q2 = Im

{e− z1
0

X1
0

}
,

q3 = Re
{ 1

(X1
0)3

}
, q4 = Re

{e− z1
0

(X1
0)3

}
.

При yp = 0 (сила прикладена до берегiв розрiзу) з урахуванням того,
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що X1
0 = iX̂(xp), система (3.20) набуде вигляду

πσ∞ − σBλ = −PX̂−1(xp)

σX̂λ = −P (e− xp)X̂−1(xp).

Комплекснi потенцiали задачi:

2πΦ(z) = σ(iCλ(z) + π)− πΓ̄′ + P
{ i

2

∑
k

(−1)k
Rk

0(z)

Xk
0

−

− yp
κ + 1

∑
k

1

Xk
0 (z − zk0 )

[
Rk

0(z) +
(e− zk0 )X(z)

(Xk
0 )2

]}
, Γ̄′ = 1

2σ∞, (3.21)

2πϕ(z) = σ(iKλ(z) + πz)− πΓ̄′z+

+ P
{ i

2

∑
k

(−1)k
[
C(zk0 , z) +

i(e− zk0 )I(z) +X(z)

Xk
0

− ln(z − zk0 )
]

+

+
yp

κ + 1

∑
k

1

Xk
0

[
Rk

0(z)− il2I(z) + (e− zk0 )X(z)

(Xk
0 )2

]}
.

Перепишемо останнiй потенцiал у формi

2πϕ(z) = σ(iKλ(z) + πz)− πΓ̄′z−

+ P
{ i

2

∑
k

(−1)kC(zk0 , z) + F (z, z0) +
G(z, z0)

κ + 1

}
, (3.22)

де введено функцiї
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F (z, z0) =
i

2

∑
k

(−1)k
[ i(e− zk0 )I(z) +X(z)

Xk
0

− ln(z − zk0 )
]
,

G(z, z0) =
∑
k

yp
Xk

0

[
Rk

0(z)− il2I(z) + (e− zk0 )X(z)

(Xk
0 )2

]

(цим спiввiдношенням вiдповiдають вирази (3.18) i (3.19) для трiщини

Грiффiтса). Перепишемо функцiї в останньому виразi:

F (z, z0) = arcctg
z − xp
yp

+ iq1I(z) + q2X(z),

G(z, z0) = 2yp
{ 1

(z − xp)2 + y2
p

(x0(z − xp) + y0yp
x2

0 + y2
0

X(z)−

−z + xp
)
−
[
il2q3I(z) + q4X(z)

]}
,

(3.23)

x0 = ReX1
0 , y0 = ImX1

0 .

На берегах розрiзу функцiї F i G прийматимуть значення

F±(x, z0) = arcctg
x− xp
yp

± i
[
q1I(x) + q2X̂(x)

]
,

G±(x, z0) = 2yp
{ 1

(x− xp)2 + y2
p

(
± iX̂(x)

x0(x− xp) + y0yp
x2

0 + y2
0

−

−x+ xp
)
∓ i

[
q3l

2I(x) + q4X̂(x)
]}
.

Згiдно з (3.12),

1

2

2∑
k=1

(−1)kC±(zk0 , x) = ∓Cx(z0, x)

i
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2πϕ±(x) = σ
[
πx−Ky(x)

]
− πΓ̄′x+

+P
[

arcctg
x− xp
yp

− 2yp(x− xp)
(κ + 1)

[
(x− xp)2 + y2

p

]] ±
± i
{
σKx(x) + P

(
− Cx(z0, x) + q1I(x) + q2X̂(x) +

+
2yp

κ + 1

[ (x0(x− xp) + y0yp
)
X̂(x)(

(x− xp)2 + y2
p

)
(x2

0 + y2
0)
− q3l

2I(x)− q4X̂(x)
])}

,

Kx(x) = ReK+
λ (x), Ky(x) = ImK+

λ (x).

Вирази для горизонтального й вертикального перемiщень берегiв:

2πu±(x) = L2σ
[
πx−Ky(x)

]
+

+ L2P
[

arcctg
x− xp
yp

− 2yp(x− xp)
(κ + 1)

(
(x− xp)2 + y2

p

)]− LπΓ̄′x,

2πv±(x) = ±L
{
σKx(x) + P

(
− Cx(z0, x) + q1I(x) + q2X̂(x) +

+
2yp

κ + 1

[ (x0(x− xp) + y0yp
)
X̂(x)(

(x− xp)2 + y2
p

)
(x2

0 + y2
0)
− q3l

2I(x)− q4X̂(x)
])}

. (3.24)

Розглянемо вiсесиметричну задачу, що вiдповiдає рис. 3.6 (на рисунку

вибрано вiд’ємний напрям сили P ). Коли xp = e = 0, β1 = −β2 = β,

λ1 = −λ2 отримаємо

q1 = 0, q2 = − 1

X̃
, q3 = 0, q4 =

yp

X̃3
, X̃ =

√
β2 + y2

p .

Згiдно з (3.23),
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Рис. 3.6 – Схема навантаження та параметри моделi

F (z, z0) = arcctg
z

yp
− X(z)

X̃
, G(z, z0) = − 2yp

z2 + y2
p

[
z + yp

X3(z)

X̃3

]
,

F±(x, z0) = arcctg
x

yp
∓ iX̂(x)

X̃
, G±(x, z0) =

2yp
x2 + y2

p

[
− x ± iyp

X̂3(x)

X̃3

]
,

пiдставимо F (z, z0) i G(z, z0) у вираз для ϕ(z) (3.22); на берегах розрiзу

ϕ(z) прийматиме значення

2πϕ±(x) = σ[πx−Ky(x)]− πΓ̄′x+ P
[

arcctg
x

yp
− 2ypx

(κ + 1)(x2 + y2
p)

]
±

± i
[
σKx(x) + P

(
− Cx(iyp, x)− X̂(x)

X̃
+

2y2
pX̂

3(x)

(κ + 1)(x2 + y2
p)X̃

3

)]
,

функцiя Cx(iyp, x) визначена в (3.37).

Перемiщення берегiв розрiзу

2πu±(x) = L2

(
σ[πx−Ky(x)]+

+ P
[

arcctg
x

yp
− 2ypx

(κ + 1)(x2 + y2
p)

])
− LπΓ̄′x, (3.25)
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2πv±(x) = ±L
[
σKx(x)+

+ P
(
− Cx(iyp, x)− X̂(x)

X̃
+

2y2
pX̂

3(x)

(κ + 1)(x2 + y2
p)X̃

3

)]
.
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Рис. 3.7 – Горизонтальнi (u) й вертикальнi (v) перемiщення берегiв трiщини

На рис. 3.7 представлено числовi розв’язки, отриманi для наступних

значень параметрiв задачi: κ = 2.077, µ = 1539 МПа, σ = 35 МПа, σ/P =

−4 см−1, β = 0.5 см, yp = 0.2 см. Для порiвняння на цьому ж рисунку

наведенi перемiщення берегiв розрiзу без зон зчеплення (штрихова крива).

Проiлюструємо числовими прикладами розв’язки (3.24) для невiсесиме-

тричних задач. Зафiксуємо значення механiчних сталих K = 5410 МПа,

µ = 2510 МПа (κ = 5
3 + 8µ

9K ) i параметра моделi σ = 35 МПа. Розв’язки на

рис. 3.8 а отриманi при yp = 0.1 см, σ∞ = σ/2, σ/P = 4 см−1, а розв’язки

на рис. 3.8 б – при yp = 0.1 см, σ/P = 2 см−1. Також покажемо вплив

вiддалення точки прикладання сили вiд лiнiї розташування трiщини. На

рис. 3.9 а наведене вертикальне перемiщення берегiв трiщини, отримане

при xp = 0.2 см, σ∞ = σ/2, σ/P = 4 см−1, а розв’язки на рис. 3.9 б – при

xp = 0.2 см, σ/P = 2 см−1.

Проiлюструємо розв’язки (3.25) для горизонтальних перемiщень бере-

гiв трiщини. На рис. 3.10 а,б побудованi горизонтальнi перемiщення, що
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Рис. 3.8 – Вертикальнi перемiщення берегiв трiщини, що вiдповiдають схемi
навантаження рис. 3.5
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Рис. 3.9 – Вертикальнi перемiщення берегiв трiщини, що вiдповiдають схемi
навантаження рис. 3.5

вiдповiдають вертикальним перемiщенням, зображеним на рис. 3.8, блоки

в,г вiдповiдають рис. 3.9.
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Рис. 3.10 – Горизонтальнi перемiщення берегiв трiщини

Покажемо на числовому прикладi, як впливає на результати розрахунку

використання концепцiї тонкої структури. Розглянемо задачу, що вiдповi-

дає рис. 3.5 а. Обчислимо вертикальне перемiщення й довжину зчеплення

для значень xp з вiдрiзка [0, 0.35] та декiлькох iнтенсивностей P . При зне-

сеннi сил вправо вiд центру трiщини вертикальне перемiщення в її правому

кiнцi й розмiр вiдповiдної зони зчеплення зменшуються, у лiвому – збiльшу-

ються. Вертикальне перемiщення у вершинi трiщини й довжина лiвої зони

зчеплення наведенi на рис. 3.11 а i б як функцiї абсциси точки прикладання

зосереджених сил. Кривi з номерами без штрихiв отриманi за допомогою

(3.24), (3.20), зi штрихами – за допомогою (3.15). Кривi 1 вiдповiдають

σ/P = 4 см−1, кривi 2 – σ/P = 8 см−1, характеристики матерiалу обрано

такими, як i в попередньому числовому прикладi, yp = 0.1 см, σ/σ∞ = 2.
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Зазначимо, що для цiєї задачi величини, отриманi з використанням конце-

пцiї тонкої структури, менше за тi, якi отримано при використаннi точної

постановки.
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Рис. 3.11 – Вертикальне перемiщення у вершинi трiщини (а) та вiдповiдна
довжина зчеплення (б )

На основi потенцiалiв (3.21) i (3.22), що вiдповiдають рис. 3.5 а, не важко

отримати розв’язок задачi, що вiдповiдає рис. 3.12.
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Рис. 3.12 – Схема навантаження та параметри моделi

У цьому разi границi розрiзу знаходимо iз системи (3.20), у якiй вели-

чини q приймають значення
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q1 =
∑
m

Im
{ 1

Xm

}
, q2 =

∑
m

Im
{e− zm

Xm

}
,

q3 =
∑
m

Re
{ 1

(Xm)3

}
, q4 =

∑
m

Re
{e− zm

(Xm)3

}
,

zm ≡ z1
m, z̄m ≡ z2

m – точки прикладання сил, Xm ≡ X1
m = X(zm). Потенцi-

али задачi, згiдно з (3.21) i (3.22), набудуть вигляду

2πΦ(z) = σ(iCλ(z) + π)− πΓ̄′ + P
∑
m

{ i

2

∑
k

(−1)k
Rk
m(z)

Xk
m

−

− yp
κ + 1

∑
k

1

Xk
m(z − zkm)

[
Rk
m(z) +

e− zkm
(Xk

m)2
X(z)

]}
,

2πϕ(z) = σ(iK(z) + πz)− πΓ̄′z−

+ P
∑
m

{ i

2

∑
k

(−1)kC(zkm, z) + F (z, zm) +
G(z, zm)

κ + 1

}
. (3.26)

Числовi розв’язки рис. 3.13 iлюструють вирази (3.26) для вертикальних

перемiщень у випадку схеми навантаження рис. 3.12. Кривi отримано при

yp = 0.1 см, σ∞ = σ/2, σ/P = 6 см−1 i наведених на рисунку xp2 та

xp1 = −xp2.
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Рис. 3.13 – Вертикальнi перемiщення берегiв трiщини, що вiдповiдають
схемi навантаження рис. 3.12
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Врахування часткового контакту берегiв трiщини. Схема наван-

таження елемента конструкцiї з наявною трiщиною може спричинити пов-

ний або частковий контакт берегiв трiщини. Незначне перекриття берегiв

з’являється в розв’язку задачi навiть за наявностi лише зсувних напру-

жень у нескiнченно вiддалених точках пластини з трiщиною [91]. З’ясуємо

умову наявностi перекриття й побудуємо визначальнi рiвняння для пара-

метрiв контактної зони. Зробимо це для найпростiших схем навантаження:

а) зсувного напруження на нескiнченностi; б) комбiнацiї розтягувального

напруження на нескiнченностi й зосереджених сил, що стягують береги

трiщини.

Спочатку розглянемо задачу з прикладеними в нескiнченно вiдда-

лених точках зсувними напруженнями τ∞ (рис. 3.14 a). Напружено-

деформований стан в околi трiщини визначається потенцiалами

2

{
Φ(z)

Ω(z)

}
= iτ∞

(
− z

X(z)
± 1
)
, 2

{
ϕ(z)

ω(z)

}
= iτ∞ (−X(z)± z) ,

деX(z) =
√
z2 − λ2. Вирази для перемiщень берегiв трiщини у формi (2.31)

будуть визначатися функцiями

{
u0

v0

u1

v1

}
=

κ + 1

4µ
τ∞

{
0

x

X̂

0

}
, X̂(x) =

√
λ2 − x2. (3.27)

tҐ

tҐ

tҐ
x

y

O�
-l l
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t�
а б
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Рис. 3.14 – Схеми прикладання навантаження
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Використаємо умову перекриття берегiв трiщини (2.33):

v1(1 + u′0)− u1v
′
0 = −

(κ + 1

4µ
τ∞
)2

X̂ < 0, |x| < λ.

Вiд’ємнiсть виразу визначає наявнiсть перекриття берегiв вздовж всiєї трi-

щини.

Напружено-деформований стан в околi трiщини з контурними напру-

женнями, що вiдповiдають рис. 3.14 б, визначається потенцiалами

2

{
Φ(z)

Ω(z)

}
= (σ − iτ)

( z

X(z)
− 1
)
, 2

{
ϕ(z)

ω(z)

}
= (σ − iτ)

(
X(z)− z

)
;

функцiї, що визначають перемiщення берегiв трiщини у формi (2.31), ма-

ють вигляд

{
u0

v0

u1

v1

}
=

1

4µ

{
−σ(κ − 1)x

τ(κ − 1)x

τ(κ + 1)X̂

σ(κ + 1)X̂

}
. (3.28)

Додавши (3.27) до (3.28), отримаємо розв’язок задачi зi зсувними напру-

женнями на нескiнченностi й зумовленими ними контактними напружен-

нями. На основi цього розв’язку та умови (2.33) складемо рiвняння для

визначення контактних напружень:

σ[4µ− σ(κ − 1)]− (τ∞ + τ)[τ∞(κ + 1) + τ(κ − 1)] = 0.

Покладемо τ = −ktrσ (дотичне контактне напруження буде мати на-

прям, протилежний вказаному на рис. 3.14 б ), тодi

σ =
2µ+ κktrτ∞ −

√
(2µ+ κktrτ∞)2 − (κ2 − 1)(k2

tr + 1)τ 2
∞

(κ − 1)(1 + k2
tr)

.

За вiдсутностi тертя (ktr = 0)
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σ =
2µ−

√
4µ2 − (κ2 − 1)τ 2

∞
κ − 1

=
κ + 1

4µ
τ 2
∞ +O

([τ∞
2µ

]4)
.

КIН з урахуванням контактного напруження

KI = σ
√
πλ, KII = (τ∞ − τ)

√
πλ.
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Рис. 3.15 – Контактнi напру-
ження

Отже, введене контактне напруження не-

суттєво зменшуєKII на вiдносну величину

порядку 1
2ktrLτ∞.

На рис. 3.15 наведена залежнiсть конта-

ктних напружень вiд коефiцiєнта тертя,

обчислена при κ = 2, µ = 1 ГПа, τ∞ =

10 МПа.

Трiщина Грiффiтса з дiлянкою контакту мiж берегами. Сумiсна

дiя навантаження на нескiнченностi й системи зосереджених сил в околi

трiщини може призвести до часткового контакту її берегiв.

Розглянемо конфiгурацiю сил, що зображена на рис. 3.16. За певного

спiввiдношення iнтенсивностей P i σ∞ мiж берегами трiщини буде утво-

рюватися дiлянка контакту. У разi симетрично прикладених вiдносно осi

Ox сил, у виразах для перемiщень берегiв трiщини (2.31) матиме v0 = 0.

Умова перекриття берегiв (2.33) перепишеться у виглядi

v1(x) < 0, |x| < λ.

Рiвняння для знаходження довжини дiлянки контакту й контактного

напруження:

v1(x) = 0 або ∆(x) = 0, |x| < λ. (3.29)
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Рис. 3.16 – Схема навантаження

Визначимо границi дiлянки контакту й контактне напруження для роз-

глянутої схеми навантаження. За вiдсутностi тертя мiж берегами трiщини

контурнi умови мають вигляд

σ±y (x) = −σ0(x)− σc(x), τ±xy = 0, |x| < λ. (3.30)

Для системи двох сил −P1 = P2 = iP (P > 0)

σ0(x) =
κ1

π

2∑
m=1

[
Pm
∑
k

Ak

x− zkm
− P̄m

z1
m − z2

m

(x− z2
m)2

]
=

= − Pyp
π(x2 + y2

p)

[
1−

2(x2 − y2
p)

(κ + 1)(x2 + y2
p)

]
(A1 = −1, A2 = κ, z1

1 = z2
2 = −z2

1 = −z1
2 = iyp).

Контурнi напруження апроксимуємо кусково-лiнiйною функцiєю

σc(x) =


(bk − x)σk−1 + (x− bk−1)σk

Mbk
, x ∈ (bk−1, bk)

0, x ∈ (bn, λ)

,

0 < k < n, σn = 0, σc(−x) = σc(x)

з напруженнями σk у вузлах сiтки bk на вiдрiзку (b0 = 0, bn). Величини

σk разом iз границею дiлянки контакту, bn знайдемо в процесi розв’язання
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задачi.

За заданих напружень на нескiнченностi

σy = σ∞, σx = τxy = 0, |z| → ∞,

розв’язок задачi з контурними умовами 3.30 знаходимо iз системи двох

рiвнянь вiдносно функцiй Φ(z) i Ω(z):

Φ(z)± Ω(z) =


−H(z) +H0(z)

π
+ 2

C0z

X(z)

−Γ̄′

 , C0 = Γ̄′ = 1
2σ∞,

H(z) =
1

iX(z)

∫ bn

−bn

σc(x)X+(x)

x− z
dx =

n−1∑
k=0

σk
[
ihk(z)− 2Nkz

X(z)

]
,

де функцiї hk(z) визначенi в (3.32), а сталi Nk – в (3.33),

H0(z) =
1

iX(z)

∫ λ

−λ

σ0(x)X+(x)

x− z
dx.

Отже,

2πΦ(z) = −
n−1∑
k=0

σk
[
ihk(z)− 2Nkz

X(z)

]
+ P

{ i

2

∑
k

(−1)k
Rk

0(z)

Xk
0

−

− yp
κ + 1

∑
k

1

Xk
0 · (z − zk0 )

[
Rk

0(z)− zk0 ·X(z)

(Xk
0 )2

]}
+
πσ∞z

X(z)
− πΓ̄′, (3.31)

де Rk
0(z) = R(z, zk0 ), Xk

0 = X(zk0 ), функцiя R(z, ζ) визначена в (3.34).

Проiнтегруємо в (3.31):
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2πϕ(z) = −
n−1∑
k=0

σk
[
iJk(z)− 2NkX(z)

]
+

+ P
{ i

2

2∑
k=1

(−1)kC(zk0 , z) + F (z, yp) +
G(z, yp)

κ + 1

}
+ πσ∞X(z)− πΓ̄′z,

де функцiї Jk(z) визначенi в (3.35), C(ξ, z) – в (3.4), а F (z, yp) i G(z, yp) –

в (3.36).

На берегах розрiзу

2πϕ±(x) = −
n−1∑
k=0

σk
{

i [±Jkx(x) + iJky(x)]∓ 2iNkX̂(x)
}

+

+ P
{
∓ Cx(iyp, x) + F (x, yp) +

G±(x, yp)

κ + 1

}
± iπσ∞X̂(x)− πΓ̄′x,

Jkx(x) = Re{J+
k (x)}, Jky(x) = Im{J+

k (x)}, Cx(iyp, x) визначено в (3.37),

G±(x, yp) =
2yp

x2 + y2
p

[
± iyp

X̃
X̂(x)− x

]
.

Нормальний вiдрив, ∆ = v+ − v− знайдемо з виразу

π

L
∆(x) = −

n−1∑
k=0

σk
[
− Jkx(x) + 2NkX̂(x)

]
+

+ P
{
− Cx(iyp, x) +

2y2
pX̂(x)

(κ + 1)(x2 + y2
p)X̃

}
+ πσ∞X̂(x).

Половину довжини дiлянки контакту визначимо з (3.29). Це рiвняння

будемо розв’язувати числовим методом. На кожнiй iтерацiї будемо визна-

чати напруження σ0, . . . , σn−1 iз системи лiнiйних рiвнянь
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∆(bm) = 0, m = 0, . . . , n− 1,

яка в розширенiй формi має вигляд

n−1∑
k=0

Amkσk = Bm, m = 0, . . . , n− 1,

Amk = −Jxk(bm) + 2NkX̂(bm),

Bm = −P
{
− Cx(iyp, bm) +

2y2
pX̂(bm)

(κ + 1)(b2
m + y2

p)X̃

}
− πσ∞X̂(bm).

На рис. 3.17 a наведенi вертикальне перемiщення берегiв розрiзу з ура-

хуванням i без урахування контактного напруження (в останньому випадку

наявне перекриття берегiв); на рис. 3.17 б наведене вiдповiдне контактне

напруження. Залежностi отримано для наступних значень параметрiв за-

дачi: κ = 2.077, µ = 1539 МПа, σ = 35 МПа, σ∞ = σ/2.5, σ/P = 3.5 см−1,

λ = 0.5 см, yp = 0.2 см.
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Рис. 3.17 – Контур трiщини (a) та контактне напруження (б )

При зменшеннi iнтенсивностi зовнiшнього навантаження або збiльшен-

нi сили P дiлянка контакту буде збiльшуватися. На рис. 3.18 проiлюстро-
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Рис. 3.18 – Контур трiщини (a) та контактне напруження (б )

вано тi самi величини, що й на попередньому рисунку, розрахованi при

σ/P = 2 см−1. З подальшим збiльшенням P контактувати будуть береги

вздовж всiєї трiщини; за такої умови контактне напруження становитиме

−σ0(x) − σ∞. Ця величина на дiлянцi контакту, визначенiй в останньому

числовому прикладi, наведена на рис. 3.18 б разом iз вiдповiдним конта-

ктним напруженням.

Аналiз числових розв’язкiв вказує на те, що розмiр дiлянки контакту

можна оцiнити за допомогою розв’язку задачi без контактного напруження

(задача I). Цю оцiнку використовуємо як початкове наближення при число-

вому розв’язаннi задачi. За незначного у порiвняннi з довжиною трiщини

розмiру зони перекриття довжина зони контакту визначається дiлянкою

перекритих берегiв задачi I, а при значних розмiрах – розмiром дiлянки з

вiд’ємним контактним напруженням задачi I.

Використанi в роздiлi 3.1 позначення:

h0(z) = Q′1(z), hk(z) = Q′k+1(z)−Q′k(z), 0 < k < n

Mbk ·Q′k(z) = Qk(z)−Qk−1(z)

Qk(z) = (z + bk)C(−bk, z) + (z − bk)C(bk, z)

(3.32)
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N0 = R′1 − I(b0), Nk = R′k+1 −R′k, 0 < k < n

Mbk ·R′k = Rk −Rk−1, Rk = bkI(bk) + X̂(bk)

(3.33)

R(z, ζ) =
X(z)−X(ζ)

z − ζ
(3.34)

J0(z) = T ′1(z), Jk(z) = T ′k+1(z)− T ′k(z), 0 < k < n

Mbk · T ′k(z) = Tk(z)− Tk−1(z)

Tk(z) = 1
2

[
(z + bk)

2C(−bk, z) + (z − bk)2C(bk, z)
]

+ X̂(bk)X̂(z)

C(ζ, z) = ln
X̌(ζ)− X̌(z)

X̌(ζ) + X̌(z)
, X̌(z) =

√
z + λ

λ− z

(3.35)

F (z, yp) = arcctg
z

yp

G(z, yp) =
2yp

z2 + y2
p

[yp
X̃
X(z)− z

]
, X̃ =

√
λ2 + y2

p

(3.36)

X̌(±iyp) =
±λ+ iyp

X̃
, Cx(iyp, x) =

1

2
ln

[
X̌(x)X̃ − λ

]2
+ y2

p[
X̌(x)X̃ + λ

]2
+ y2

p

(3.37)

3.2 Несиметричне зростання трiщини

Руйнування матерiалiв зi спадковими властивостями часто вiдбувається

шляхом повiльного докритичного зростання трiщини. У випадку, коли зо-

на послаблених зв’язкiв бiля фронту трiщини не виходить з областi K-

домiнування, в основу теорiї тривалого поширення трiщини [12] можна по-

класти концепцiю тонкої структури, яка використовує КIН для визначення

розкриття та довжини зчеплення.
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Бiльшiсть задач про тривале поширення трiщин у матерiалi зi спадко-

вими механiчними властивостями розв’язано для зовнiшнiх навантажень,

прикладених на достатньому вiддаленнi вiд трiщини. Врахування силових

факторiв, що впливають на напружений стан в околi трiщини, є досить

складним завданням при використаннi теорiї комплексних потенцiалiв при

розв’язаннi плоскої задачi теорiї пружностi. Однак, щоб простежити де-

якi ефекти, якi викликанi наявнiстю силових факторiв в околицi трiщини,

можна використовувати розв’язок для зосереджених сил.

Для iлюстрацiї впливу силових факторiв в околi трiщини розглянемо

класичну задачу механiки руйнування для прямолiнiйної трiщини нор-

мального вiдриву. Будемо використовувати модель довготривалого руйну-

вання вважаючи, що параметри трiщиностiйкостi не залежать вiд часу при

докритичному поширеннi трiщини. Вивчатимемо квазiстатичне стiйке по-

ширення трiщини, наявної в тiлi до моменту прикладання навантаження.

Зростання трiщини вздовж площини її розташування вiдбувається в iзотер-

мiчних умовах за докритичного рiвня навантаження вiдповiдної пружної

задачi внаслiдок повзучостi матерiалу.

В основу дослiджень довготривалого зростання трiщини покладемо

МЗЗ з рiвномiрним ЗЗВ. В момент t = 0 прикладання навантаження трi-

щина знаходиться в докритичному станi, розкриття у вершинi не переви-

щує граничного рiвня: ∆[t = 0, λ(0)] < ∆max (λ(t) – напiвдовжина трiщи-

ни). За рахунок повзучостi розкриття ∆[t, λ(0)] з часом досягає гранично

можливого значення ∆max, завершуючи iнкубацiйний перiод та iнiцiюючи

початок зростання.

Нормальне розкриття трiщини в лiнiйно-в’язкопружному тiлi

∆(t, x) =

∫ t

−∞
l(t− τ)

∂∆̃[x, λ(τ)]

∂τ
dτ, (3.38)

де величини ∆(t, x) та ∆̃(x, λ) мають розмiрнiсть довжини, функцiя повзу-
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чостi l – безрозмiрна. Величина ∆̃(x, λ) є значенням пружного розкриття

в точцi x для трiщини напiвдовжини λ; тильда над ∆ вказує на те, що

ця величина не є iнтегральною характеристикою, її вираз мiстить тiльки

миттєвi пружнi сталi.

Розглянемо схему навантаження (рис. 3.19 а), у якiй до протилежних

берегiв трiщини в точцi x = xp прикладенi двi рiвнi за iнтенсивнiстю про-

тилежно спрямованi розтягувальнi зосередженi сили P . КIН задачi

KI(λ1) =
P√

πλ · X̌(xp)
, KI(λ2) =

P · X̌(xp)√
πλ

,

X̌(z) =
√

(z − λ1)(λ2 − z), λ = 1
2(λ2 − λ1).

s

s
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y

P�
s

sP�
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Рис. 3.19 – Схема навантаження та параметри моделi

Якщо точка x = xp не збiгається з координатою середини трiщини

e = 1
2(λ1 + λ2) (нехай xp > e), то граничне значення КIН, рiвне KIc, при

зростаннi P досягається спочатку в точцi x = λ2 при значеннi сили P

P∗ =

√
πλ ·KIc

X̌(xp)
.

Трiщина почне поширюватись вправо з нерухомим лiвим кiнцем. При

значеннi сили P = P∗∗ = KIc

√
π(xp − λ1) граничне значення КIН досягає-

ться вже в точцi x = λ1; у цей момент правий кiнець трiщини знаходиться

в точцi x = 2xp − λ1. При подальшому збiльшеннi сили P обидва кiн-

цi симетрично поширюються. В цiй задачi поширення трiщини викликає
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збiльшення сили P , це свiдчить про стiйке квазiстатичне зростання трiщи-

ни [82].

Розглянемо поширення трiщини, що вiдбувається не за рахунок збiль-

шення P (цю силу ми покладаємо сталою), а за рахунок змiни з часом

релаксацiйних властивостей матерiалу пластини L(t). Побудуємо визна-

чальнi рiвняння для координат кiнцiв фiзичної трiщини як функцiй часу.

Дослiдимо, як впливає на розв’язок задачi використана при його побудовi

концепцiя тонкої структури.

Вираз для розкриття у вершинi трiщини, що зростає, має вигляд

∆[t, λk(t)] = ∆̃[λk(t),λ(t)] +

∫ t

0
l̇(t− τ)∆̃[λk(t),λ(τ)]dτ,

k = 1, 2, λ = (λ1, λ2), l(t) =
L(t)

L0
,

(3.39)

пружне розкриття трiщини з вершинами в λ у точцi x, ∆̃(x,λ) обчислює-

ться для миттєвого значення L0 характеристики повзучостi L(t).

Iнкубацiйний перiод розвитку трiщини характеризується збiльшенням

розкриття за вiдсутностi поширення. Час закiнчення iнкубацiйного перi-

оду (позначимо його t0) визначається досягненням розкриттям в однiй iз

вершин трiщини критичного значення. Пiсля iнкубацiйного перiоду iнiцiю-

ється зростання довжини трiщини. Як i ранiше, покладаємо xp > 1
2(λ1+λ2).

Отже, в момент часу t0 вiдрив досягає свого критичного значення в правiй

вершинi; тривалiсть iнкубацiї можна визначити з рiвняння

l(t0)∆̃[λk(0),λ(0)] = ∆max. (3.40)

Далi трiщина починає зростання, яке описується перемiщенням правої

вершини. Положення правого кiнця λ2(t) при λ1(t) = λ1(0) визначаємо з

рiвняння
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∆[t, λ2(t)] = ∆max, (3.41)

доки ∆[t, λ1(t)] < ∆max. Момент часу, що вiдповiдає перетворенню цiєї

нерiвностi на рiвнiсть, характеризується iнiцiацiєю зростання трiщини в

лiвий бiк. Положення кiнцiв трiщини λ(t) при зростаннi в обидва боки

будемо шукати iз системи рiвнянь

∆[t, λk(t)] = ∆max, k = 1, 2. (3.42)

Перейдемо до визначення характеристики релаксацiї L(t).

Модуль Юнга матерiалу представимо у формi

E(t) = E∞ +
∑
i

ξiEδ,1

(
−µitδ

)
, (3.43)

де E∞ – довготривале значення механiчної характеристики, а її миттєве

значення E0 = E∞ +
∑
ξi; Eδ,γ(z) – функцiя Мiттаґ-Леффлера. Для якi-

сного дослiдження при врахуваннi релаксацiйних властивостей матерiалу

будемо використовувати лише один доданок у (3.43). У цьому випадку мо-

дуль (3.43) в областi змiни часу запишеться у виглядi

E(t) = E∞ + (E0 − E∞)Eδ,1(−µtδ). (3.44)

Для побудови залежностi вiд часу вертикального перемiщення на лi-

нiї розташування трiщин скористаємося принципом пружно-в’язкопружної

аналогiї [103], згiдно з яким замiнимо в’язкопружний модуль Юнга у формi

(3.44) вiдповiдною перетвореною величиною

Ẽ(s) = E∞ + (E0 − E∞)
sδ

sδ + µ
,

де Ẽ(s) = sL{E(t)} – перетворення Лапласа – Карсона функцiї часу E(t),
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s – параметр перетворення. Зображення Лапласа – Карсона функцiї l(t) та

його обернене перетворення

l̃(s) = l∞ + (1− l∞)
sδ

sδ + η
, l(t) = l∞ + (1− l∞)Eδ,1

(
−ηtδ

)
,

де l∞ = E0/E∞, η = µ/l∞.

Пружне розкриття трiщини, що вiдповiдає рис. 3.19 б

∆̃(x,λ) =
L

π

[
σKλ(x) + PKp(x)

]
, (3.45)

Kλ(x) = K(x, λ2)−K(x, λ1),

Kp(x) = −xh
[
(e− xp)I(x) + X̂(x)

]
− C(x, xp),

e = 1
2(β2 + β1), xh = X̂−1(xp),

I(x) = 2 arctg X̌(x), X̂(x) =
√

(x− β1)(β2 − x),

K(x, ξ) = (x− ξ)C(x, ξ)− X̂(ξ)I(x), C(x, ξ) = ln
∣∣∣X̌(x)− X̌(ξ)

X̌(x) + X̌(ξ)

∣∣∣.
Зовнiшнi границi зон зчеплення β1,2 визначаються iз системи рiвнянь

ρB = xh

ρX̂λ = xh(xp − e)
, ρ =

σ

P
,

X̂λ = X̂(λ2)− X̂(λ1), B = 2 arcctg
[ X̌(λ2)− X̌(λ1)

1 + X̌(λ1)X̌(λ2)

]
.

Використання концепцiї тонкої структури дає довжини лiвої `1 = λ1−β1

та правої `2 = β2−λ2 зон зчеплення (з урахуванням другого виразу в (3.15))
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Рис. 3.20 – Характеристика повзучостi

`1 =
π

8

K2
I (λ1)

σ2
=

1

(2ρ)2(λ2 − λ1)X̌2(xp)
,

`2 =
π

8

K2
I (λ2)

σ2
=

X̌2(xp)

(2ρ)2(λ2 − λ1)
.

Розкриття вздовж зон зчеплення, згiдно з першим виразом у (3.15),

∆̃(x, λ1) =
Lσ

π
2`1 F

(λ1 − x
`1

)
, β1 < x < λ1,

∆̃(x, λ2) =
Lσ

π
2`2 F

(x− λ2

`2

)
, λ2 < x < β2.

(3.46)

Числовий приклад. Всi числовi розрахунки проведемо для матерiалу

пластини з наступними параметрами моделi (3.44):

E0 = 4000 МПа, l∞ = 10, δ = 0.5, (3.47)

а параметр η вiзьмемо таким, щоб iнкубацiйний перiод при заданих гео-

метричних i силових параметрах задачi дорiвнював одиницi часу (одини-

цю часу позначатимемо од ). Тим самим вводимо безрозмiрний час, який

вимiрюється частками iнкубацiйного перiоду. Ядро iнтегрального рiвнян-

ня повiльного поширення трiщини в числових розв’язках побудоване при

η = 0.5746 од−δ та наведене на рис. 3.20.

Перейдемо до визначення кiнетики розвитку трiщини.

Будемо шукати розв’язок рiвняння (3.41) у моменти часу tk = t0 +k ·∆t
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(k = 1, 2, . . . ). На кожному iнтервалi часової дискретизацiї вважатимемо

швидкiсть зростання функцiї λ2(t) сталою:

λ2(t) = λ2(tk−1) +
t− tk−1

Mt

[
λ2(tk)− λ2(tk−1)

]
, tk−1 < t < tk.

Величини λ2(tk) послiдовно визначаються зi спiввiдношення (3.41), яке

на основi (3.39) можна записати у такий спосiб

∆̃[λ2(tk), (λ1(0), λ2(tk))]+

+

∫ tk

0
l̇(tk − τ)∆̃[λ2(tk), (λ1(0), λ2(τ))]dτ = ∆max.

(3.48)

Це рiвняння буде визначальним для λ2(tk) доки величина

∆̃[λ1(0), (λ1(0), λ2(tk))] +

∫ tk

0
l̇(tk − τ)∆̃[λ1(0), (λ1(0), λ2(τ))]dτ

менша за ∆max. Iнакше величини λ1,2(tk) будемо визначати iз системи

∆̃[λ1(tk), (λ1(tk), λ2(tk))] +

+

∫ tk

0
l̇(tk − τ)∆̃[λ1(tk), (λ1(τ), λ2(τ))]dτ = ∆max

∆̃[λ2(tk), (λ1(tk), λ2(tk))] +

+

∫ tk

0
l̇(tk − τ)∆̃[λ2(tk), (λ1(τ), λ2(τ))]dτ = ∆max,

(3.49)

причому на кожному iнтервалi часової дискретизацiї λ1,2(t) змiнюються

лiнiйно.
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Рис. 3.21 – Контури трiщини, що зростає

При розрахунку кiнетичних кривих використано наступнi значення па-

раметрiв трiщиностiйкостi:

σ = 35 МПа, ∆max = 3 · 10−5 м. (3.50)

На рис. 3.21 наведенi вертикальнi перемiщення берегiв трiщини для вка-

заних значень безрозмiрного часу. Початковi геометричнi параметри задачi

−λ1(0) = λ2(0) = 0.5 см, координати прикладання зосередженого зусилля

xp = 0.1 см, вiдносний силовий параметр ρ = 2 см−1.

Вертикальнi перемiщення в зонах зчеплення окремо винесено на

рис. 3.22, де також проiлюстровано принцип побудови кiнетичних кривих.

На рис. 3.23 проведено порiвняння кiнетичних кривих, отриманих iз

використанням (кривi 2) та без використання (кривi 1) концепцiї тонкої

структури. Математично ця рiзниця означає рiзне представлення функцiї

∆̃(x,λ) у визначальних рiвняннях (3.48), (3.49) (кривим 1 вiдповiдає пред-

ставлення (3.45), кривим 2 – (3.46)).

На перший погляд, можливим варiантом докритичного розповсюдже-

ння трiщини внаслiдок прикладання зосередженої сили до її берегiв є

наступний: трiщина пiдростає до симетричної конфiгурацiї (xp − λ1(t) =

λ2(t)− xp) i, починаючи з вiдповiдного моменту часу, зростає з однаковою

швидкiстю в обидва боки. Для проведених числових розрахункiв у межах

дослiдженого iнтервалу часу симетричної конфiгурацiї досягти не вдалось:
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Рис. 3.22 – Перемiщення берегiв у зонi зчеплення та вiдповiдне положення
вершин трiщини як функцiй часу

величина [λ2(t)−xp]− [xp−λ1(t)] для останнього поданого на рис. 3.23 мо-

менту часу складала 0.003 i змiнювалась досить повiльно. Тобто можна

казати про такий варiант докритичного розповсюдження, коли симетри-

чна конфiгурацiя не буде досягнута аж до зупинення трiщини (коли L(t)

наблизиться до граничного максимального значення).

Приклади кiнетики зростання трiщини з прикладеними в її

околi зосередженими силами. Розглянемо задачу, що вiдповiдає роз-

ташуванню трiщини та прикладеним зусиллям на рис. 3.5 a з σ/σ∞ = 2,

σ/P = 4 см−1 та xp = yp = 0.1 см.

Числовi розрахунки проведемо для матерiалу пластини з числовими

значеннями (3.47) параметрiв релаксацiї для моделi (3.44). Також зафiксу-

ємо η = 0.4703 од−δ (од – одиниця часу, що дорiвнює t0). Як випливає з

розв’язку пружної задачi (див. (3.20) та (3.24)), у випадку прикладання

зосереджених сил не на лiнiї розташування трiщини, розмiри зон зчепле-

ння та розкриття трiщини залежать вiд коефiцiєнта Пуассона. Якщо ця
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Рис. 3.23 – Кiнетичнi кривi: 1 – в основi точний пружний розв’язок, 2 –
асимптотичний

характеристика матерiалу залежить вiд часу, рiвняння зростання трiщини

(3.40)-(3.42) не можна застосовувати з тiєї причини, що пружний розв’я-

зок неможливо подати у виглядi добутку пружної сталої та функцiї геоме-

тричних та силових параметрiв. При дослiдженнi докритичного розвитку

трiщини нормального вiдриву пiд дiєю симетричного вiдносно лiнiї трiщи-

ни навантаження [12] було виявлено дуже малий вплив змiни коефiцiєнта

Пуассона на кiнетику зростання трiщини. Якщо покласти значення коефi-

цiєнта Пуассона незалежним вiд часу, отриманi рiвняння (3.40)-(3.42) зберi-

гають свою форму. В числовому прикладi покладаємо ν = 0.3. Параметри

трiщиностiйкостi вiзьмемо такими, як i в попереднiх числових прикладах

(див. (3.50)).

На рис. 3.24 наведенi графiки вертикальних перемiщень берегiв трiщи-
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ни для вказаних моментiв часу та початкових положень кiнцiв фiзичної

трiщини. Пiд час поширення трiщини влiво розкриття в правому кiнцi не

досягло свого критичного значення. Отже, критичного розмiру трiщина

досягла зростанням лише в один бiк.

l (t ) = -0.51 0

0

1

2

3

4

5

1.5
1

2
t = 2.1

-5x10

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

l (t ) = 0.52 0

x, ñì

½Dmax

y, ì

0.6

Рис. 3.24 – Перемiщення верхнього берега трiщини, що зростає

Далi розглянемо задачу, що вiдповiдає розташуванню трiщини та при-

кладеним зусиллям рисунка 3.5 б з σ/P = 2 см−1 та xp = yp = 0.1 см.

Числовi розрахунки проведемо для матерiалу пластини з параметрами

релаксацiї (3.47) моделi (3.44) при η = 0.5543 од−δ. Параметри трiщиностiй-

костi вiзьмемо такими, як i в попереднiх числових прикладах (див. (3.50)).

На рис. 3.25 наведенi графiки вертикальних перемiщень берегiв трiщи-

ни для вказаних моментiв часу та початкових положень кiнцiв фiзичної

трiщини.

На рис. 3.26 наведенi кiнетичнi кривi зростання трiщини, отриманi в

рамках гiпотези тонкої структури; кривi побудованi для xp = 0.1 см, декiль-

кох зазначених значень yp та реологiчної характеристики η = 0.5746 од−δ.

Рисунок iлюструє як з вiддаленням точок прикладання сили вiд лiнiї трi-

щини зменшується швидкiсть розповсюдження.

На рис. 3.27 наведенi кiнетичнi кривi зростання трiщини; кривi побудо-

ванi для yp = 0.1 см та декiлькох зазначених значень xp. Рисунок iлюструє,

як з вiддаленням точок прикладання сили вправо вiд центра трiщини змен-
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3.3 Моделювання докритичного поширення трiщини у

в’язкопружному тiлi з використанням концепцiї тонкої

структури. Зростання трiщини з частковим контактом

берегiв

Розглянемо вiсесиметричну постановку: λ = (−λ, λ). Використання конце-

пцiї тонкої структури дає змогу отримати наступний вираз для пружного

розкриття (див. (3.15))

∆̃(x, λ) =
Lσ

π
2`F

(x− λ
`

)
,

L = 4/E (E – модуль Юнга), довжина зчеплення визначається КIН, KI та

мiцнiстю зчеплення, σ:

`(λ) =
π

8

K2
I (λ)

σ2
.

В’язкоупружне розкриття отримаємо на основi вiдповiдного пружного

розв’язку задачi та принципу пружно-в’язкопружної аналогiї.

Нехай зовнiшнє навантаження прикладене в момент часу t = 0. Замiни-

мо в (3.38) функцiю ∆̃[x, λ(τ)] на H(τ)∆̃[x, λ(τ)] (H – функцiя Гевiсайда)

та запишемо вираз для вiдриву в точцi x, що вiдповiдає моменту часу t:

∆(t, x) = l(t)∆̃[x, λ(0)] +

∫ t

0
l(t− τ)∆̃′τ [x, λ(τ)]dτ. (3.51)

З огляду на те, що пiд час iнкубацiйного перiоду, який триває до мо-

менту часу t = t0, напiвдовжина трiщини λ не змiнюється, ∆̃[x, λ(0)] =

∆̃[x, λ(t0)]. Вираз для розкриття (3.51) у вершинi трiщини, що зростає, має

вигляд
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∆[t, λ(t)] = l(t)∆̃[λ(t), λ(t0)] +

∫ t

t0

l(t− τ)∆̃′τ [λ(t), λ(τ)]dτ. (3.52)

Будемо шукати положення вершини λ у моменти часу tk = k · Mt, k =

1, 2, . . . . Позначимо λk = λ(tk) та прирiвняємо вираз для розкриття (3.52)

критичному значенню, отримаємо рiвняння для визначення λk:

l(tk)D0 +
k∑
i=1

Λi(Di −Di−1) = ∆max,

Λi =
1

Mt

∫ ti

ti−1

l(tk − τ)dτ, Di = ∆̃(λk, λi).

(3.53)

Геометричнi характеристики D i ∆̃ iлюструє рис. 3.28.

D
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t i

Di

Di -1

li bi

Рис. 3.28 – Координатно-часова дискретизацiя

Отже, рiвняння (3.53) дозволяє послiдовно визначати λk. Тривалiсть

iнкубацiйного перiоду t0 знайдемо з рiвняння

l(t0)D0 = ∆max, D0 = ∆̃(λ0, λ0). (3.54)

Якщо характеристика повзучостi l(t) знайдена у формi
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l(t) = 1 +
∑
r

γr

∫ t

0
exp(−ηrτ)dτ =

= l∞ −
∑
r

ξr exp(−ηrt), ξr =
γr
ηr
, l∞ = 1 +

∑
r

ξr,

(3.55)

то при знаходженнi λk будемо визначати

Λi = l∞ −
∑
r

ξr exp(−ηr(k − i) · Mt) [1− exp(−ηr · Mt)]
ηr · Mt

.

Коли r = 1

l(t) = l∞ − (l∞ − 1) exp(−ηt). (3.56)

В цьому випадку тривалiсть iнкубацiйного перiоду визначається з

(3.54):

t0 = η−1 ln
l∞ − 1

l∞ −∆max/D0
.

Умова iснування перiоду докритичного поширення трiщини

l−1
∞ <

D0

∆max
< 1.

Нерiвнiсть D0/∆max 6 l−1
∞ забезпечує неможливiсть досягнення розкри-

ттям у вершинi трiщини свого граничного значення впродовж скiльки зав-

годно тривалого промiжку часу, нерiвнiсть D0/∆max > 1 вiдповiдає поча-

тку динамiчного зростання трiщини в момент прикладання навантаження.

Числовi приклади. Розглянемо задачу, що вiдповiдає схемi наванта-

ження рис. 3.29.

КIН задачi
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Рис. 3.29 – Схема навантаження та параметри моделi

KI = σ∞
√
πλ− P√

πλ

M∑
m=1

[
− Im

{zm + λ

Xm

}
+

+
2λy0

κ + 1
Re
{ 1

(λ− zm)Xm

}]
, Xm =

√
z2
m − λ2, (3.57)

zm = xm + iy0 – положення точок прикладання сил, κ = (3 − ν)/(1 + ν),

ν – коефiцiєнт Пуассона, який будемо вважати незалежним вiд часу.

На рис. 3.30 наведенi кiнетичнi кривi й вiдповiднi вiдноснi довжини зче-

плення.
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Рис. 3.30 – Залежностi вiд часу напiвдовжини трiщини (а) та вiдносної
довжини зчеплення (б )

Остання точка (t, λ) кожної кривої вiдповiдає критичному розмiру трi-

щини, пiсля вiдповiдного моменту часу iнiцiюється динамiчний розвиток.

У даному прикладi зосередженi сили сповiльнюють поширення трiщини,
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вершина якої наближається до лiнiї дiї системи двох стискальних сил. От-

же, трiщина може продовжувати повiльне зростання протягом достатньо

тривалого промiжку часу, досягаючи розмiру, що в рази перевищує поча-

тковий.

Розглянемо ще одну схему прикладання сил (рис. 3.31). КIН для цiєї за-

дачi неважко отримати з (3.57), поклавши σ∞ = 0 и змiнивши знак другого

доданку на плюс.

x

y

P!

s

s

l b

y0

-y0

P!

s

s

-b -l

x1x2x -x4 2= x3=0x -x5 1=

Рис. 3.31 – Схема навантаження та параметри моделi

Кiнетичнi кривi та вiдповiднi вiдноснi довжини зчеплення наведенi на

рис. 3.32. При наближеннi вершини трiщини до лiнiї дiї системи двох сти-

скальних сил швидкiсть зростання збiльшується.
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Рис. 3.32 – Залежностi вiд часу напiвдовжини трiщини (а) та вiдносної
довжини зчеплення (б )

Розв’язки, наведенi на рис. 3.30 та рис. 3.32, отримано при E = 104 МПа,

l∞ = 40, ν = 0.3, η = 0.01 сек (реологiчнi параметри), σ = 35 МПа,

∆max = 1.5 · 10−3 см (параметри трiщиностiйкостi), Mt = 4 сек (параметр
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дискретизацiї), силовi та геометричнi параметри наведено на рисунках.

Якщо при розв’язаннi пружної задачi отримано вiд’ємний вiдрив, то в

постановку треба ввести контактне напруження та знайти його з умови не-

вiд’ємностi вiдриву. Знайдемо розподiл контактного напруження в кусково-

лiнiйнiй формi

σ(x) =
(bk − x)σk−1 + (x− bk−1)σk

Mbk
, x ∈ (bk−1, bk),

bk = λ1 + k · Mb (k = 0, . . . , n), Mb = 2
nλ, λ – напiвдовжина трiщини.

x

y

P�

s �Ґ

yp

yp
xp

P�l1

s �Ґ

l2

Рис. 3.33 – Схема навантаження

Знайдемо розкриття для схеми навантаження рис. 3.33

π

L
∆(x) = ∆̃(x)−


0, min

x∈(λ1,λ2)
∆̃(x) > 0

n∑
k=0

σkAk(x), min
x∈(λ1,λ2)

∆̃(x) < 0
, (3.58)

де перший доданок вiдповiдає розкриттю без урахування контактного на-

пруження:
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∆̃(x) = πσ∞X̂(x)+

+ P
[
− Cx(z0, x) +

2yp(x0(x− xp) + y0yp)X̂(x)

(κ + 1)[(x− xp)2 + y2
0](x2

0 + y2
0)

]
, (3.59)

X(z0) = x0 + iy0, X(z) =
√

(z − λ1)(z − λ2), Cx(z, ξ) = Re{C(z, ξ)}, фун-

кцiя C(z, ζ) визначена в (3.62),

Ak(x) = Jkx(x)−
2∑
s=0

(Mb)1−kNskFs(x),

Jkx(x) = Re{J+
k (x)} (функцiї Jk(z) визначенi в (3.61)), Fs(x) = F+

s (x)

(функцiї Fs(z) визначенi в (3.63)), коефiцiєнти N визначенi в (3.64).

Для знаходження розподiлу контактного напруження скористаємось

iтеративною процедурою:

1. Прирiвняємо вираз (3.58) при x = bk до нуля:

∑
k∈M

amkσk = δm, m ∈M, (3.60)

amk = jmk + ImN0k − X̂mN1k − SmN2k, jmk = Jkx(bm), δm = ∆̃(bm),

функцiя ∆̃(x) визначена в (3.59), коефiцiєнти j – в (3.66), iншi величи-

ни – в (3.65). На першiй iтерацiї M = 1, . . . , n− 1.

2. Виключимо з (3.60) рiвняння та змiннi з номерами, що вiдповiдають

вiд’ємним σk отриманого на попередньому кроцi розв’язку: M = {k :

σk > 0}.

Процедура закiнчується, коли всi σk стануть невiд’ємними.

Розглянемо числовий приклад визначення розкриття за допомогою опи-
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саної iтеративної процедури. Розв’язки на рис. 3.34 вiдповiдають декiльком

значенням iнтенсивностi системи сил, що стягують береги трiщини.

-0.5 0 0.5

0

0.1

0.2
p sD( )/x L

x, ñì

s/P=2 ñì-1

2.5

3

2.25

2.75

x0 = 0.1- ñì

y0 = 0.3 ñì

s = 35ÌÏà

s
¥

= /2.5s

Рис. 3.34 – Контури трiщини з дiлянкою контакту мiж берегами

Визначивши контактне напруження, запишемо вирази для КIН:

KI(λ1,2) =
3∑

k=1

K
(k)
I (λ1,2),

K
(1)
I (λ1,2) =

P√
πλ

Im

{λ2 − z0

z0 − λ1

}
X(z0)

+
2y0λ

κ + 1
Re

1{z0 − λ1

z0 − λ2

}
X(z0)

,

K
(2)
I (λ1,2) =

√
λ

π

n−1∑
k=1

σk
(
N1k ±

[n
2
N2k −

2

n
N0k

])
, K

(3)
I (λ1,2) = σ∞

√
πλ,

λ – напiвдовжина трiщини.

Перейдемо до дослiдження повiльного поширення трiщини. Якщо пру-

жне розкриття не є симетричним вiдносно серединної нормалi трiщини,

вiдповiдна в’язкопружна величина (3.52) у вершинах трiщини, що зростає,

(по аналогiї з (3.39)) визначається в такий спосiб
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∆[t, λk(t)] = l(t)∆̃[λk(t),λ(t0)]+

+

∫ t

t0

l(t− τ)∆̃′τ [λk(t),λ(τ)]dτ, k = 1, 2, λ = (λ1, λ2).

Рiвняння (3.53), за допомогою якого послiдовно визначається положе-

ння вершини в дискретнi моменти часу, перетворюється на систему двох

рiвнянь. Метод розв’язання такої системи детально розглянуто в роздi-

лi 3.2.

На рис. 3.35 наведено кiнетичнi кривi та вiдповiднi вiдноснi довжини

зчеплення `k(t)/λ(t), λ – залежна вiд часу напiвдовжина трiщини.
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0.05
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l /lk
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k = 1

k = 1
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l�=�ц(l -l )2 1

Рис. 3.35 – Змiна положень вершин трiщини вiдносно своїх початкових
положень (a) та вiдноснi довжини зчеплення (б )

Розв’язки отримано при E = 104 МПа, l∞ = 20, ν = 0.3, η = 0.01 сек

(реологiчнi параметри), σ = 35 МПа, ∆max = 1.5 · 10−3 см (параметри

трiщиностiйкостi), σ∞ = σ/2.5, σ/P = 2.7 см−1, −λ1(0) = λ2(0) = 0.5 см,

x0 = −0.005 см y0 = 0.3 см (силовi та геометричнi параметри), n = 200,

Mt = 5 сек (параметри дискретизацiї).
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Числовi розв’язки дають можливiсть зробити висновок про суттєвий

вплив змiщення лiнiї прикладання зусиль вiдносно середини трiщини: пе-

ренесення лiнiї на 1 % напiвдовжини трiщини призвело до значної рiзницi

мiж швидкостями двох вершин. Прискорення зростання в отриманих чи-

слових розв’язках обумовлене зникненням дiлянки контакту.

Використанi в роздiлi 3.3 позначення:

J0(z) = T ′1(z), Jk(z) = T ′k+1(z)− T ′k(z), Jn(z) = −T ′n(z)

Mb · T ′k(z) = Tk(z)− Tk−1(z), Ck(z) = C(z, bk)

Tk(z) = 1
2

{
(z − bk)2Ck(z) + X̂(bk)

[
X̂(z) + bkI(z)

]} (3.61)

X̂(z) =
√

(z − λ1)(λ2 − z), I(z) = 2 arctg X̌(z)

C(z, ζ) = ln
X̌(z)− X̌(ζ)

X̌(z) + X̌(ζ)
, X̌(z) =

√
z − λ1

λ2 − z

(3.62)

F0(z) = −I(z), F1(z) = X̂(z), F2(z) = 1
2

{
λ2I(z)− zX̂(z)

}
, (3.63)

N00 = MS1, N0k = MSk+1 − MSk, N0n = −MSn

N10 = MR1 − I0, N1k = MRk+1 − MRk, N1n = −MRn + In

N20 = MI1, N2k = MIk+1 − MIk, N2n = −MIn

(3.64)
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X̌k =
√
k(n− k)−1, X̂k =

√
k(n− k), Ik = 2 arctg X̌k

Sk = 1
2

{
n2

4 Ik −
(
k − n

2

)
X̂k

}
, Rk = X̂k +

(
k − n

2

)
Ik

(3.65)

jm0 = Mtm1, jmk = Mtm(k+1) − Mtmk, jmn = −Mtmn

Mtmk = tm(k−1) − tmk

tmk = 1
2

{
(m− k)2cmk + X̂mX̂k +

(
k − n

2

)
X̂kIm

}
cmk = ln

∣∣(X̌m − X̌k)(X̌m + X̌k)
−1
∣∣

(3.66)

3.4 Алгоритм розв’язання задач механiки трiщин у рамках

моделi зони зчеплення та приклад його застосування при

дослiдженнi повiльного поширення трiщин

В роздiлi запропоновано числовий алгоритм розв’язання задач механiки

трiщин у рамках МЗЗ з використанням апарату сингулярних iнтегральних

рiвнянь. Алгоритм дозволяє не включати в розв’язувальну систему нелiнiй-

нi рiвняння вiдносно положень границь зон. В основу покладено iтеративну

процедуру, що використана при дослiдженнi контактної взаємодiї берегiв

трiщини.
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s-ŝ
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Рис. 3.36 – Параметри моделi

Розглянемо задачу з контурними умовами (рис. 3.36 а)
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σ±(x) = −σ̃(x) + T (x), x ∈ (β1, β2), ∆′(β1,2) = 0,

σ̃ – напруження на лiнiї розташування трiщини в тiлi без трiщини; умова

мiстить зчеплення

T (x) =

σ, x ∈ (β1,−λ) ∪ (λ, β2)

0, x ∈ (−λ, λ)
. (3.67)

В модифiкованих контурних умовах (рис. 3.36 б )

σ±(x) = −σ̃(x) + T̂ (x)− σ̂(x), x ∈ (δ1, δ2) (3.68)

зчеплення (3.67) замiнимо рiзницею вiдповiдної модифiкованої величини

T̂ (x) =

σ, x ∈ (δ1,−λ) ∪ (λ, δ2)

0, x ∈ (−λ, λ)

та додаткового напруження σ̂, яке знайдемо з умови невiд’ємностi вiдриву.

Розв’язок задачi (3.68) дається системою iнтегральних рiвнянь i нерiвно-

стей

1

π

∫ δ2

δ1

g(t)dt

t− x
= −σ̃(x) + T̂ (x)− σ̂(x)∫ δ2

δ1

g(t)dt = 0,

∫ x

δ1

g(t)dt > 0, x ∈ (δ1, δ2).

(3.69)

Перепишемо систему (3.69) пiсля замiни змiнних

{
t

x

}
= δ1 +

δ2 − δ1

2

({
τ

ξ

}
+ 1

)
, |τ |, |ξ| < 1,

перепозначення g(δ1 + 1
2(δ2− δ1)(τ + 1)) через g(τ) та аналогiчного перепо-

значення для функцiй σ̃, T̂ та σ̂:
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1

π

∫ 1

−1

g(τ)dt

τ − ξ
= −σ̃(ξ) + T̂ (ξ)− σ̂(ξ)∫ 1

−1
g(τ)dτ = 0,

∫ ξ

−1
g(τ)dτ > 0.

За допомогою квадратурно-колокацiйного методу (щiльнiсть розкриття

шукається в кусково-лiнiйнiй формi – рис. 3.37) отримаємо визначальну

систему

Jg = −σ̃ + T̂ − σ̂, Ng = 0, Wg > 0.

g2

g3

gp

g5

g6 g7g1 x

y

d =b1 1 b2 b3

b =-lp

b7b5 b6

Рис. 3.37 – Дискретизацiя g = (g1, . . . , gn+1)
T, gk = g(bk), bk – квадратурнi

точки

Першому виразу вiдповiдає n рiвнянь, що будують розв’язок iнтеграль-

ного рiвняння в точках колокацiї ηm = bm + 1
2Mb (m = 1, . . . , n), другому –

умова однозначностi перемiщень, третьому – умова невiд’ємностi вiдриву.

Елементами векторiв σ̃, T̂ та σ̂ є величини σ̃(ηm), T̂ (ηm) та σ̂(ηm) вiдпо-

вiдно (m = 1, . . . , n). У випадку розбивки на рiвнi вiдрiзки

bk = −1 + (k − 1) · Mb (k = 1, . . . , n+ 1), Mb = 2/n,
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N = (1/2, 1, . . . , 1, 1/2),

Wn×(n+1) =
2

n



3/8 1/8 0 0 . . . 0 0

1/2 7/8 1/8 0 . . . 0 0

1/2 1 7/8 1/8 . . . 0 0

. . .

1/2 1 1 1 . . . 7/8 1/8


,

(3.70)

Wm – вектор-рядок, елементи якого дорiвнюють m-му рядку матрицi W ,

елементи матрицi Jn×(n+1), jmk = Jk(ηm),

πJ1(ξ) = −1− (ξ − b2)G1(ξ), πJn+1(ξ) = 1 + (ξ − bn)Gn(ξ),

πJk(ξ) = (ξ − bk−1)Gk−1(ξ)− (ξ − bk+1)Gk(ξ), k = 2, . . . , n,

Mb ·Gk(ξ) = ln
∣∣(bk+1 − ξ)(bk − ξ)−1

∣∣ .
(3.71)

Для знаходження дискретної щiльностi вiдриву, g використаємо iтера-

тивну процедуру. На першому кроцi процедури M = {m : 0 6 m 6 n},

P = Ø. Далi покроково:

1. Розв’язуємо систему

Wmg = 0, m ∈M

Jmg = −σ̃ + T̂ , m ∈ P
.

2. Обчислюємо додаткове напруження σ̂ = −Jg − σ̃ + T̂ .

3. Переозначуємо M = {m : σ̂m > 0}, P = {m : σ̂m < 0}.

Продовжуємо 1-3 доки всi σ̂m не стануть невiд’ємними.

Проiлюструємо алгоритм застосуванням для отримання пружного

розв’язку задачi при дослiдженнi повiльного зростання трiщини. Розгля-

немо вiсесиметричну постановку рис. 3.38.
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Рис. 3.38 – Схема навантаження та параметри моделi

Для цiєї задачi

σ̃(x) = σ∞ −
Pyp

π(x2 + y2
p)

[
1− 2

κ + 1
·
x2 − y2

p

x2 + y2
p

]
.

Введемо позначення

∆(bk) = L0Wg(bk)

– вектор, який утворюють величини вiдриву в точках колокацiї ηm, знайде-

ний для трiщини з вершиною в квадратурнiй точцi bk, L0 = 4/E – миттєва

характеристика повзучостi. Тодi для довiльного положення вершини трi-

щини λ ∈ (bk−1, bk) можна наближено отримати вiдрив у вузлах колокацiї

в наступний спосiб

∆(λ) = ∆(bk−1) +
λ− bk−1

Mb

[
∆(bk)−∆(bk−1)

]
. (3.72)

Положення вершини трiщини в дискретнi моменти часу, λk = λ(tk) мо-

жна послiдовно визначити за допомогою (3.53):
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l(tk)D0 +
k∑
i=1

Λi(Di −Di−1) = ∆max, Λi =
1

Mt

∫ ti

ti−1

l(tk − τ)dτ,

Di = ∆̃(λk, λi) = ∆̃i,j−1 +
λk − ηj−1

Mb
(∆̃ij − ∆̃i,j−1), ηj−1 < λk < ηj,

величина ∆̃k,· = ∆(λk) визначається пружним розв’язком (3.72). Величини

λk будемо знаходити числовим методом, для кожної варiацiї цiєї величини

треба переобчислювати величини ∆̃k,· та Di (i = 0, . . . , k), використовуючи

знайденi на попереднiх кроках значення ∆̃m,· (m = 0, . . . , k−1). Визначення

величин D i ∆̃ проiлюстровано на рис. 3.39.
~
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Рис. 3.39 – Координатно-часова дискретизацiя

На рис. 3.40 наведено експоненцiйне ядро iнтегрального рiвняння по-

вiльного поширення трiщини ((3.56) при η = 0.01 сек−1, l∞ = 10), конту-

ри зростаючої трiщини для декiлькох моментiв часу та вiдповiдна кiнети-

чна крива. На графiку ядра позначено часовий вiдрiзок, на якому вiдбу-

вається докритичне зростання трiщини. Числовi розв’язки отримано при

E = 1 ГПа, ν = 0.3, σ = 35 МПа, σ∞ = 17.5 МПа, P = σ∞ · 1 см,

∆max = 1.5 · 10−5 м, λ0 = 0.5 см, δ2 = 1.2 см, Mb = 0.008 см, Mt = 1 сек.

Останньому контуру вiдповiдає вiдсутнiсть контактної взаємодiї берегiв.

Числовi розв’язки рис. 3.41 вiдповiдають вихiдним даним рис. 3.40 за

винятком l∞ = 30.
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3.5 Визначення перемiщень берегiв двох паралельних трiщин

iз зонами передруйнування

Модель трiщини з зонами зчеплення використовується для аналiзу трiщи-

ностiйкостi конструкцiй, виготовлених iз сучасних матерiалiв, для широко

спектра конфiгурацiй елементiв конструкцiй iз трiщиною або їх системою.

Згiдно з цiєю моделлю, нелiнiйнiсть зв’язку напружень iз деформацiями в

околi вершини трiщини зноситься на сегмент на продовженнi трiщин.

Iснує два типи моделей трiщини з зоною зчеплення при змiшаному ре-

жимi руйнування. Вони вiдрiзняються взаємним розташуванням зони нор-

мального вiдриву та зсувної зони. Згiдно з першою моделлю в двох вказа-

них зон сумiщенi вершини [124], згiдно з другою – хвости [122]. Використа-

ння першої моделi виглядає бiльш простим [26, 65, 71], оскiльки в її основi

лежить розв’язання першої основної задачi теорiї пружностi, друга модель

є бiльш реалiстичною, але вимагає розв’язання змiшаної задачi. У роздi-

лi запропоновано алгоритм розв’язання задач другого типу. Цей алгоритм

дозволяє за декiлька iтерацiй, на кожнiй iз яких розв’язується система лi-

нiйних рiвнянь, отримати перемiщення берегiв трiщини при рiвномiрному

розподiлi сил зчеплення (узагальнена модель Леонова – Панасюка – Да-

гдейла). В основу алгоритму покладено розв’язання системи iнтегральних

рiвнянь [62] квадратурно-колокацiйним методом [108].

Постановка задачi. В рамках моделi трiщини зi складною зоною зче-

плення визначимо перемiщення берегiв паралельних трiщин, в околi вер-

шин яких дiють незначнi за iнтенсивнiстю поля зсувних напружень.

Розглянемо задачу, що вiдповiдає рис. 3.42 а з умовами на i-му контурi

(x ∈ (βi1, βi2)), що вiдповiдають рис. 3.42 б,

σ±(x) + iτ±(x) = pi(x), (3.73)
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pi(x) = −[σ̃i(x)− iτ̃i(x)] + Ti(x)− iSi(x), (3.74)

Ti(x) =

σ, x ∈ Ξi

0, x 6∈ Ξi

, Si(x) =

τ, x ∈ Πi

0, x 6∈ Πi

, (3.75)

де σ̃i, τ̃i – нормальнi та зсувнi напруження, що дiють на лiнiї розташува-

ння i-ої трiщини в тiлi без трiщини, σ i τ – сили нормального i зсувного

зчеплень, Ξi = (βi1,−λi) ∪ (λi, βi2), Πi = (γi1,−λi) ∪ (λi, γi2).

Також у постановку задачi включаємо умову обмеженостi напружень у

тiлi. Ця умова для задачi, що розглядається, еквiвалентна умовi плавностi

змикання берегiв

∆′Ii(βi1,i2) = 0,

∆Ii – нормальне розкриття i-ої трiщини. Також включаємо до постановки

аналогiчну умову для зсувного розкриття
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∆′IIi(γi1,i2) = 0, ∆II(x) = 0, x ∈ (βi1, γi1) ∪ (γi2, βi2).

Далi, розглянемо модифiковану постановку (рис. 3.42 в), яка не вклю-

чає в явному виглядi умови плавностi змикання берегiв. Оберемо iнтервал

пошуку розв’язку (−δi, δi) таким чином, щоб вiн напевне мiстив зону зче-

плення. Контурне напруження

pi(x) = −[σ̃i(x)− iτ̃i(x)] + T̂i(x)− iŜi(x)− [σ̂i(x)− iτ̂i(x)], (3.76)

T̂i(x) =

σ, |x| > λi

0, |x| < λi

, Ŝi(x) =

τ, |x| > λi

0, |x| < λi

.

Додатковi напруження σ̂ i τ̂ унеможливлюють перекриття берегiв трi-

щини; цi напруження пiсля дискретизацiї знайдемо разом з iншими невi-

домими величинами за допомогою iтеративної процедури.

Методика розв’язування. Розв’язок задачi з контурними напружен-

нями (3.76) дається системою iнтегральних рiвнянь [62]

∫ δ1

−δ1

g1(t)dt

t− x1
+

1

2

∫ δ2

−δ2

∑
i

g2(t)dt

t− (x1 + ζi)
+

+ ζ

∫ δ2

−δ2

g2(t)dt

[t− (x1 + ζ2)]2
= p1(x1)

1

2

∫ δ1

−δ1

∑
i

g1(t)dt

t− (x2 − ζi)
− ζ

∫ δ1

−δ1

g1(t)dt

[t− (x2 − ζ2)]2
+

+

∫ δ2

−δ2

g2(t)dt

t− x2
= p2(x2),

(3.77)

|xi| < δi, ζ = 1
2(ζ1 − ζ2), ζ1 = e1 − e2, ζ2 = ē1 − ē2.
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До (3.77) треба додати умови однозначностi перемiщень

∆i(δi) = 0, ∆i(x) = ∆Ii(x) + i∆IIi(x) = L

∫ x

−δi
gi(t)dt,

L є пружною сталою (у випадку iзотропностi матерiалу та за умов плоского

напруженого стану L = 4/E, E – модуль Юнга).

Перепишемо систему (3.77) пiсля замiни змiнних t = δiτ , xi = δiξ

(|τ |, |ξ| < 1) та перепозначення gi(δiτ) через gi(τ):

1

δ1

∫ 1

−1

g1(t)dt

t− x
+

1

2δ2

∫ 1

−1

∑
i

g2(t)dt

t− (δ1x+ ζi)/δ2
+

+
ζ

δ2
2

∫ 1

−1

g2(t)dt

[t− (δ1x+ ζ2)/δ2]2
= πp1(δ1x)

1

2δ1

∫ 1

−1

∑
i

g1(t)dt

t− (δ2x− ζi)/δ1
−

− ζ

δ2
1

∫ 1

−1

g1(t)dt

[t− (δ2x− ζ2)/δ1]2
+

1

δ2

∫ 1

−1

g2(t)dt

t− x
= πp2(δ2x).

(3.78)

Функцiї щiльностей розкриття gi знайдемо як кусково-лiнiйнi апрокси-

мацiї

gi(x) =
x− bk−1

Mb
gik +

bk − x
Mb

gi(k−1), bk−1 < x < bk,

квадратурнi точки bk = −1 + k · Mb, k = 0, . . . , n, Mb = 2/n.

Пiсля iнтегрування в (3.78) отримаємо систему
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1

δ1

n∑
k=0

Jk(ηm)g1k +
1

2δ2

n∑
k=0

∑
i

Jk
[δ1ηm + ζi

δ2

]
g2k+

+
ζ

δ2
2

n∑
k=0

Kk

[δ1ηm + ζ2

δ2

]
ḡ2k = p1(δ1ηm)

1

2δ1

n∑
k=0

∑
i

Jk
[δ2ηm − ζi

δ1

]
g2k−

− ζ

δ2
1

n∑
k=0

Kk

[δ2ηm − ζ2

δ1

]
ḡ1k +

1

δ2

n∑
k=0

Jk(ηm)g2k = p2(δ2ηm),

(3.79)

яку доповнюємо умовами однозначностi перемiщень

gi0
2

+ gi1 + · · ·+ gi(n−1) +
gin
2

= 0. (3.80)

В (3.79) ηm (m = 1, . . . , n) – точки колокацiї, якi є серединами iнтервалiв

(bm−1, bm),

πJ0(z) = −1− (z − b1)G1(z), πJn(z) = 1 + (z − bn−1)Gn(z),

πJk(z) = (z − bk−1)Gk(z)− (z − bk+1)Gk+1(z), k = 1, . . . , n− 1,

Mb ·Gk(z) = ln
{

(bk − z)(bk−1 − z)−1
}
,

πK0(z) = −G1(z)− (z − b1)H1(z),

πKn(z) = Gn(z) + (z − bn−1)Hn(z),

πKk(z) = Gk(z) + (z − bk−1)Hk(z)−

−Gk+1(z)− (z − bk+1)Hk+1(z), k = 1, . . . , n− 1,

Mb ·Hk(z) = −(bk − z)−1 + (bk−1 − z)−1.
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Iтеративна процедура для знаходження допомiжних напру-

жень σ̂ i τ̂ . Позначимо через Pi iндекси, що вiдповiдають точкам колокацiї

|ηm| < λi iMi – iндекси, що вiдповiдають точкам колокацiї в зонi зчеплення.

Далi покроково:

1. Розв’язуємо в системi з (3.80) рiвняння

Re{∆i(ηm)} = 0, m ∈Mxi,

Re{Fi(ηm)} = −σ̃i(ηm) + T̂i(ηm), m ∈ Pxi,

Im{∆i(ηm)} = 0, m ∈Myi,

Im{Fi(ηm)} = −τ̃i(ηm) + Ŝi(ηm), m ∈ Pyi,

де Fi – позначення лiвих частин у (3.79).

2. Обчислюємо допомiжнi напруження

σ̂i(ηm) = −Re{Fi(ηm)} − σ̃(ηm) + T̂i(ηm),

τ̂i(ηm) = − Im{Fi(ηm)} − τ̃(ηm) + Ŝi(ηm).

3. Переозначуємо

Mxi = {m : σ̂i(ηm) > 0}, Pxi = {m : σ̂i(ηm) < 0},

Myi = {m : τ̂i(ηm) > 0}, Pyi = {m : τ̂i(ηm) < 0}.

Повторюємо 1-3 доки

σ̂i(ηm) > 0, τ̂i(ηm) > 0, 0 6 m 6 n.

Приклад розв’язання. На рис. 3.43 наведений розв’язок задачi (вiд-

носнi нормальне ∆̄I = ∆I/∆
∗
I та зсувне ∆̄II = ∆II/∆

∗
II розкриття), отрима-

ний для σmax = 35 МПа, τmax = 45 МПа (напрям є протилежним представ-
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леному на рис. 3.42), ∆∗I = 0.003 см, ∆∗II = 0.002 см, σ̃i = σ∞ = σmax/3,

τ̃i = 0, E = 4000 МПа, λ1 = 0.7 см, λ2 = 0.65 см, δ1 = δ2 = 1 см, d = 2 см,

α = π/12, e1 = 0, e2 = d exp{iα}, n = 400. Суцiльнi кривi вiдповiдають

першiй трiщини (i = 1), пунктирнi – другiй (i = 2).
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Рис. 3.43 – Вiдноснi нормальнi (∆̄I) та зсувнi (∆̄II) розкриття, вiдноснi
зчеплення та напруження поза зонами зчеплення

Отже, у даному роздiлi ефективний метод дослiджень нелiнiйної меха-

нiки руйнування перенесено на систему паралельних трiщин. Цей метод

надає змогу визначати розкриття трiщин не розв’язанням нелiнiйних рiв-

нянь вiдносно положень вершин зон зчеплення [130], а використанням iте-

ративної процедури, на кожному кроцi якої розв’язується система лiнiйних

алгебраїчних рiвнянь.

3.6 Результати та висновки

1. Наведено i проiлюстровано загальну схему розв’язання задач визначе-

ння перемiщень берегiв трiщини в рамках моделi складної зони зчепле-

ння (для вершин зон нормального i зсувного зчеплень, що збiгаються).
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В основi схеми лежить числовий метод пошуку границь зон зчеплен-

ня, на кожнiй iтерацiї якого розв’язується перша основна задача теорiї

пружностi.

2. Запропоновано алгоритм для дослiдження докритичного зростання

трiщини у в’язкопружному тiлi. Алгоритм проiлюстровано числовими

розв’язками задач, у постановку яких введено зосередженi сили, що

дiють вздовж нормалей до лiнiї трiщини. Цi сили можуть уповiльню-

вати або прискорювати поширення трiщини, робити розмiр довжини

зчеплення немонотонним iз часом, а також обумовлювати контакт бе-

регiв трiщини. В останньому випадку встановлено значний вплив на-

явностi областi контакту на кiнетичнi кривi. Також виявлено iстотний

вплив несиметричностi навантаження вiдносно серединної нормалi до

вiдрiзка розташування трiщини. Описано зменшення дiлянки контакту

при повiльному поширеннi трiщини. Встановлено, що зникнення зони

може призводити до початку етапу динамiчного зростання трiщини.

3. Розв’язання задач проведено як iз використанням концепцiї тонкої

структури, так i без її використання. В останньому випадку, для знахо-

дження пружного розкриття берегiв трiщини запропоновано модифi-

ковану постановку граничної задачi теорiї пружностi, що дозволяє не

включати у визначальну систему рiвняння, пов’язанi з умовою скiнчен-

ностi напружень. Ця постановка дозволила звести процедуру пошуку

розв’язку до декiлькох iтерацiй, на кожнiй з яких розв’язується лiнiй-

на система рiвнянь. Ефективнiсть запропонованої методики розв’яза-

ння задач теорiї трiщини в рамках МЗЗ проiлюстровано розв’язанням

задачi для системи двох паралельних трiщин.
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Роздiл 4

ВИКОРИСТАННЯ МОДЕЛI ЗОНИ ЗЧЕПЛЕННЯ З

РIВНОМIРНИМ ЗАКОНОМ ЗЧЕПЛЕННЯ-ВIДРИВУ В

ДОСЛIДЖЕННЯХ ГРАНИЧНОГО СТАНУ ОРТОТРОПНОГО

ТIЛА З ТРIЩИНОЮ

Для побудови аналiтичних розв’язкiв задач теорiї трiщин у роздiлi вико-

ристовуються класичнi потенцiали [53,60]. Контактне напруження фiгурує

в цих потенцiалах у виглядi кусково-лiнiйної функцiї з невiдомими напру-

женнями у вузлах. Для знаходження розподiлу контактних напружень бу-

дуються системи лiнiйних чи нелiнiйних рiвнянь (останнi можна легко лi-

неаризувати), якi отримано з умови розташування точок берегiв трiщини

на її середнiй лiнiї пiсля деформування. Поряд зi згаданими класични-

ми потенцiалами механiки трiщин у роздiлi використовується iнтегральне

представлення потенцiалiв [62], за допомогою якого контактна задача зво-

диться до розв’язання сингулярного iнтегрального рiвняння. Розв’язання

цього рiвняння квадратурно-колокацiйним методом зводиться до систем лi-

нiйних алгебраїчних рiвнянь для значень модифiкованої (для врахування

сингулярностей похiдної за координатою вiд перемiщення берегiв трiщини)

кусково-лiнiйної апроксимацiї щiльностi розкриття. Врахування контакту

берегiв здiйснюється за допомогою iтеративної процедури, на кожному кро-

цi якої розв’язується система лiнiйних рiвнянь. Ця процедура використана

в роздiлi для знаходження перемiщень берегiв трiщини в рамках МЗЗ; її

застосування дало змогу не розв’язувати систем нелiнiйних рiвнянь для
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знаходження границь зон зчеплення.

Огляд робiт автора, на основi яких викладено роздiл. В [19] дослiджено

вплив циклiчного розтягувального напруження на нескiнченностi на кiне-

тику зростання трiщини. В [128] описано iнiцiацiю зростання трiщини по-

перечного зсуву, а в [28] – зростання трiщини поперечного зсуву вздовж

осi ортотропiї. В [22, 166] розв’язано задачу про зростання дископодiбної

трiщини в композитному масивi. В [36, 42, 46, 68] дослiджено вплив взаєм-

ного розташування кривих релаксацiї матерiалiв компонент композита на

кiнетичнi кривi зростання трiщин поперечного та поздовжнього зсувiв. Ме-

жi застосовностi принципу тонкої структури для обчислення довговiчностi

в’язкопружної ортотропної пластини визначено в [47]. В [35,171] розгляну-

то iнiцiацiю трiщини змiшаного режиму руйнування. Кiнетику поширення

двох колiнеарних трiщин описано в [29]. В [41] запропоновано алгоритм

визначення розкриття трiщини з дiлянкою контакту її берегiв у рамках

МЗЗ.

У роздiлi 4.1 наведено приклади побудови числово-аналiтичних розв’яз-

кiв для перемiщень берегiв трiщини в ортотропнiй пластинi за наявностi

повного або часткового контакту берегiв. Поле напружень на лiнiї трiщини

формується прикладанням розподiлених напружень на значнiй вiдстанi вiд

трiщини й зосереджених сил у її околi. Контактнi напруження визначаю-

ться з умови перекриття берегiв трiщини, яка мiстить як нормальнi, так i

зсувнi компоненти перемiщення. Розподiл контактних напружень визнача-

ється за допомогою алгоритму, що дозволяє не включати в розв’язувальну

систему границi наперед невiдомої дiлянки контакту.

У роздiлi 4.2 наведено приклад визначення перемiщень берегiв трiщи-

ни нормального вiдриву з урахуванням наявностi зон передруйнування та

дiлянки контакту берегiв.

Алгоритми визначення розкриття трiщини, якi враховують особливостi
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МЗЗ, наведено в роздiлi 4.3. Перший алгоритм включає умову плавностi

змикання берегiв i забезпечує точне визначення довжини зчеплення. До

розв’язувальної системи другого алгоритму не включено нелiнiйнi рiвнян-

ня вiдносно довжин зчеплення. Цей алгоритм базується на модифiкованiй

постановцi, в основу якої покладено представлення зчеплення рiзницею йо-

го подовження на вiд’ємний вiдрив та допомiжного напруження. Границi

зони зчеплення при реалiзацiї запропонованого алгоритму визначаються з

точнiстю до кроку сiтки. Ефективнiсть другого алгоритму проiлюстрована

визначенням розкриття системи колiнеарних трiщин у рамках МЗЗ.

Визначальнi рiвняння для положення вершин зростаючих трiщин, роз-

ташованих вздовж однiєї прямої, побудовано в роздiлi 4.4. Рiвняння повiль-

ного поширення колiнеарних трiщин вздовж наперед вiдомого шляху (осi

ортотропiї матерiалу) побудовано на основi МЗЗ, розв’язку задачi лiнiйної

в’язкопружностi для вiдриву у формi Больцмана та критерiю критичного

розкриття. Визначальна система включає в себе iнтегральнi рiвняння для

рухомих i нерiвностi для нерухомих вершин трiщин. Отримана система

розв’язується послiдовно в дискретнi моменти часу.

4.1 Врахування контактної взаємодiї берегiв трiщини при

визначеннi напружено-деформованого стану

Прикладена в точцi z0 = x0 + iy0 (x0, y0 > 0) зосереджена сила Px + iPy

зумовлює поле напружень iз потенцiалами

Φ(z) =
A1

z1 − z1
0

, Ψ(z) =
A2

z2 − z2
0

, Ak = −pkPx + qkPy
2πi a11s̃k

, k = 1, 2,

величини pk та qk визначенi в (2.12),
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s̃1 = (s1 − s2)(s1 − s3)(s1 − s4), s̃2 = (s2 − s1)(s2 − s3)(s2 − s4),

zk = x+ sky, zk0 = x0 + sky0, s3 = s̄1, s4 = s̄2.

Напруження, обумовленi дiєю зосередженої сили, вздовж осi Ox при-

ймають значення

σ0 − ατ0 =
4∑

k=1

Ak(1 + αsk)

x− zk0
, A3 = Ā1, A4 = Ā2. (4.1)

Визначимо напружено-деформований стан в околi трiщини при наявно-

стi в точцi z = x0 + iy0 (y0 > 0) зосередженої сили (Px, Py).

Розглянемо контурнi умови та умови на нескiнченностi (рис. 4.1)

(σy − ατxy)± = −[σ0(x)− ατ0(x)]− [σ(x)− ατ(x)], x ∈ (−β, β),

σy(z) = σ∞, τxy(z) = τ∞, z →∞.
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Рис. 4.1 – Схема навантаження (σ, τ – контактнi напруження)

Напруження на лiнiї розташування трiщини σ0−ατ0 у тiлi без трiщини,

якi виникають внаслiдок дiї зосередженої сили, визначено в (4.1). Напруже-
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ння σ(x)−ατ(x) є вiдмiнними вiд нуля у випадку контакту берегiв трiщини.

Цi напруження будемо шукати в кусково-лiнiйнiй формi

Mb ·
[
σ(x)− ατ(x)

]
= (bk − x)(σk−1 − ατk−1)+

+(x− bk−1)(σk − ατk), x ∈ (bk−1, bk),

bk = −λ+ k · Mb, k = 0, . . . , n, Mb = 2
nλ.

(4.2)

Розв’язок задач Гiльберта – Прiвалова (2.23) для функцiй (1 +

αs1)Θ(z)± (1 + αs̄1)Ω(z), знайдемо з (2.25):

(1 + αs1)Θ(z)± (1 + αs̄1)Ω(z) =

{ 1
π

[
−H1(z)−H2(z) +H3(z)

]
−Γ2

}
, (4.3)

H1(z) =
1

iX(z)

∫ λ

−λ

σ0(x)− ατ0(x)

x− z
X(x)dx,

H2(z) =
1

iX(z)

∫ λ

−λ

σ(x)− ατ(x)

x− z
X(x)dx,

H3(z) = 2π
C0z + C1

X(z)
,

(4.4)

X(x) – значення функцiї X(z) =
√
z2 − λ2 на верхньому березi розрiзу

(X(x) = X+(x)).

З умови однозначностi перемiщень встановимо, що C1 = 0. Далi визна-

чимо сталi C0 i Γ2. При |z| → ∞, згiдно з (2.14),

Θ(z) = Γ +
1 + αs2

1 + αs1
Γ′ +

(
A+

1 + αs2

1 + αs1
B
)1

z
+O(z−2),

Ω(z) = Γ̄ +
1 + αs̄2

1 + αs̄1
Γ̄′ +

(
Ā+

1 + αs̄2

1 + αs̄1
B̄
)1

z
+O(z−2),

Γ i Γ′ – визначаються умовами (2.15). Рiвняння для визначення C0 i Γ2:
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(1 + αs1)Γ + (1 + αs2)Γ
′ ± (1 + αs̄1)Γ̄ + (1 + αs̄2)Γ̄

′ =

{
2C0

−Γ2

}
.

Використовуючи позначення (2.21), отримаємо

C0 = 1
2σ
∞
α ,

Γ2 = −(1 + αs1)Γ− (1 + αs2)Γ
′ + (1 + αs̄1)Γ̄ + (1 + αs̄2)Γ̄

′.

(4.5)

Пiдставимо (4.1) до першого з виразiв (4.4), а (4.2) – у другий. Проiн-

тегруємо в (4.4):

H1(z) =
i

2X(z)

4∑
k=1

(DkPy − iEkPx)
(
R(z, zk0 )− 1

)
,

H2(z) =
n∑
k=0

(σk − ατk)
[
ihk(z)− N0k +N1kz −N2kz

2

X(z)

]
,

де функцiя R(z, ζ) визначена в (4.15), hk(z) – в (4.18), сталi Nsk – в (4.20);

{
Dk

Ek

}
=
ak(1 + αsk)

a11s̃k
·
{
qk
pk

}
, k = 1, . . . , 4,

a1 = a2 = 1, a3 = a4 = −1.

(4.6)

У випадку збiгу напряму осi ортотропiї з координатною вiссю пружнi

сталi в (4.6) можна переписати у формi

D1,3 =
1

2

[
∓ 1 +

√
β1

β2

]β2
2 + ν21

β2
2 − β2

1

, E1,3 =
1

2β1

[
− 1±

√
β1

β2

]β2
1 + ν21

β2
2 − β2

1

,

D2,4 =
1

2

[
± 1−

√
β2

β1

]β2
1 + ν21

β2
2 − β2

1

, E2,4 =
1

2β2

[
1∓

√
β2

β1

]β2
2 + ν21

β2
2 − β2

1

,

(4.7)
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iншi спiввiдношення мiж пружними сталими:

4∑
k=1

Dk = cκ,
4∑

k=1

Ek = αycκ, cκ = L2L
−1,

αx = 0, αy = k
−1/2
a , L = 2nak

1/2
a a11, L2 = 2(a12 + kaa11),

Γ2 = γσ∞ − iβ−1
2 τ∞, γ = k

1/2
a n−1

a .

(4.8)

КIН у правiй вершинi

KI − αKII = lim
x→λ+

√
2π(x− λ) [(1 + αs1)Θ(x) + (1 + αs̄1)Ω(x)] =

=
1

2
√
πλ

4∑
k=1

(DkPy − iEkPx)
[
i− X̌(zk0 )

]
+

+ 2

√
λ

π

n∑
k=0

(σk − ατk)Nk + σ∞α
√
πλ,

причому X̌(z3
0) = −X̌ (z1

0), X̌(z4
0) = −X̌ (z2

0). З (4.3) iнтегруванням отри-

маємо

2π

{
(1 + αs1)θ(z)

(1 + αs̄1)ω(z)

}
=

∫ [
−H1(z)−H2(z)

]
dz + π

[
σ∞α X(z)∓ Γ2z

]
, (4.9)

∫
H1(z)dz =

i

2

4∑
k=1

(DkPy − iEkPx)
[

ln(z − zk0 )− C(zk0 , z) + iI(z)
]
,∫

H2(z)dz = i
n∑
k=0

(σk − ατk)
[
Jk(z)−

2∑
s=0

Fs(z)Nsk

]
,

C(zk0 , z) визначенi в (4.16), I(z) – в (4.17), Jk(z) – в (4.18), Fs(z) – в (4.19).
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Тодi, на основi (4.9) можна визначити перемiщення берегiв у формi

(2.31):

2π

L

{
u′0
αyv′0

u1

αyv1

}
=

3∑
k=1

Wk, (4.10)

W1 =

{
cκq11

cκq21

q12

q22

}
, W3 = π

{
−γσ∞
β−1

2 τ∞

αyτ∞X̂

σ∞X̂

}
,

W2 = −
n∑
k=0

{
πcκσkhky
−αyπcκτkhky

αyτkAk

σkAk

}
.

(4.11)

Величини W1 складаються з функцiй qij, якi визначаємо наступним чи-

ном:

q =

{
Pyu

′
0y − Pxu′0x

−Pyv′0y − Pxv′0x
−Pyu1y + Pxu1x

Pyv1y + Pxv1x

}
,

{
u′0y
v1y

}
=

2∑
k=1

D′k

{
Imfk
Regk

}
,

{
u′0x
v1x

}
=

2∑
k=1

E ′′k

{
Refk
Imgk

}
,{

u1y

v′0y

}
=

2∑
k=1

D′′k

{
Imgk
Refk

}
,

{
u1x

v′0x

}
=

2∑
k=1

E ′k

{
Regk
Imfk

}
,

(4.12)

пружнi сталi D i E визначенi в (4.21), а

2fk(x) =
1

x− zk0
, 2gk(x) = Cx(z

k
0 , x)− iI(x), Cx(z

k
0 , x) = Re{C+(zk0 , x)}.

Величини W2 визначаються функцiями hky(x) = Im{h+
k (x)} i

Ak(x) = Jkx(x)−
2∑
s=0

Fs(x)Nsk, Jkx(x) = Re{J+
k (x)},

hk(z) разом з Jk(z) визначенi в (4.18), а Fs(x) – значення функцiї Fs(z)
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на верхньому березi розрiзу (Fs(z) визначенi в (4.19)). Окремо випишемо

перемiщення середньої лiнiї трiщини внаслiдок дiї контактних напружень:

2π

{
u0

αyv0

}
= L2

n∑
k=0

{
Jkyσk
−αyJkyτk

}
, Jky(x) = Im{J+

k (x)}.

Дискретнi перемiщення середньої лiнiї

2π

{
u′0
αyv′0

u1

αyv1

}
= −L

{
πcκσ

−αyπcκτ
αyAτ

Aσ

}
,

2π

{
u0

αyv0

}
= L2

{
Jyσ

−αyJyτ

}
,

де елементи матриць A i Jy визначаються наступним чином

Jymk ≡ Jky(bm) = −π
2
Mb · jmk, Amk = Ak(bm),

jm0 =

0, m = 0

1, m > 0
, jmn =

0, m < n

1, m = n
,

jmk =


0, m < n

1, m = n

2, m > n

, k = 1, . . . , n− 1.

Отже, матриця, що мiстить геометричнi параметри контактної взаємодiї

берегiв, введена в (2.36), визначена у формi

A = Mb · (Jx − FN),

елементи матриць Jx i F вiдповiдно

Jxmk = Jkx(bm), Fms = Fs(bm),

Jx – матриця розмiрностi (n+ 1)× (n+ 1), F – (n+ 1)× 3, N – 3× (n+ 1).
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У випадку повного контакту берегiв трiщини з рiвномiрним розподiлом

контактних напружень (при n = 1, σ0 = σ1 = σ, τ0 = τ1 = τ ) отримаємо

W2 = π

{
−cκσ
αycκτ

αyτX̂

σX̂

}
. (4.13)

Приклад визначення контактних напружень, обумовлених на-

вантаженням на нескiнченностi. Розглянемо задачу за вiдсутностi зо-

середжених сил. Комплекснi потенцiали задачi визначаються спiввiдноше-

ннями

2

{
(1 + αs1)Θ(z)

(1 + αs̄1)Ω(z)

}
=

σ∞α z

X(z)
∓ Γ2,

2

{
(1 + αs1)θ(z)

(1 + αs̄1)ω(z)

}
= σ∞α X(z)∓ Γ2z,

перемiщення берегiв трiщини

2

(
u±

v±

)
= B

(
±X̂
x

)
,

елементи матрицi B

b11 = − Im{Lσ∞α } − αxb21, b21 = α−1
y Re{Lσ∞α },

b12 = −Re{LΓ2} − αxb22, b22 = −α−1
y Im{LΓ2}.

У разi збiгу осей координат i ортотропiї величина L є дiйсною, αx = 0 i

для σ∞α = −σ∞ + iαyτ∞ (σ∞, τ∞ > 0). Згiдно з (4.10), отримаємо

2π

L

{
u′0
αyv′0

u1

αyv1

}
= −W3,

де величина W3 визначена в (4.11). Лiва частина (2.33) набуде вигляду

v1(1 + u′0)− u1v
′
0 = −L

2X̂

4αy

[
σ∞(2L−1 + γσ∞) + αyβ

−1
2 τ 2

∞
]
,
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Рис. 4.2 – Схема навантаження (σ, τ – контактнi напруження)

умова перекриття берегiв трiщини:

σ∞(2L−1 + γσ∞) + αyβ
−1
2 τ 2

∞ > 0.

У випадку вiдсутностi нормального напруження на нескiнченностi

(σ∞ = 0) має мiсце контакт берегiв трiщини. Можна з’ясувати, яке мi-

нiмальне розтягувальне зусилля треба прикласти, щоб цей контакт унемо-

жливити. Розв’яжемо вiдносно σ∞ рiвняння, отримане з останньої нерiвно-

стi. Визначимо

σ∞ = (Lγ)−1
(

1−
√

1− L2γαyβ
−1
2 τ 2

∞

)
.

Розв’язок задачi зi зсувними напруженнями на нескiнченностi та зумов-

леними ними контактними напруженнями (рис. 4.2) запишемо на основi

(4.10):

2π

L

{
u′0
αyv′0

u1

αyv1

}
= W2 −W3,

де W2 визначено в (4.13), W3 – в (4.11). Рiвняння для визначення конта-

ктних напружень (2.34) прийме вигляд
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(σ − σ∞)
(
2L−1 − cκσ + γσ∞

)
− αy(τ − τ∞)

(
cκαyτ − β−1

2 τ∞
)

= 0.

Покладемо τ = ktrσ та визначимо нормальне контактне напруження

σ = (2a)−1
(
b−

√
b2 − 4ac

)
,

a = cκ
(
1 + α2

yk
2
tr

)
, c =

(
2L−1 + γσ∞

)
σ∞ + αyβ

−1
2 τ 2

∞,

b = 2L−1 + (γ + cκ)σ∞ + ktr

(
αyβ

−1
2 + α2

ycκ
)
τ∞.

Якщо ktr = 0 i σ∞ = 0

σ = L−1
2

(
1−

√
1− LL2αyβ

−1
2 τ 2

∞

)
≈
(

1 +
β1

β2

)
τ 2
∞
E11

.

Отже, контактними напруженнями, що виникають внаслiдок деформу-

вання середньої лiнiї трiщини, при незначних рiвнях зовнiшнього зсувного

навантаження можна нехтувати.

Приклад визначення контактного напруження, обумовленого

зосередженими силами та навантаженням на нескiнченностi. За-

дача 1. Розглянемо задачу з розтягувальним навантаженням на нескiнчен-

ностi та двома силами, якi прикладенi симетрично вздовж перпендикуляра

до вiдрiзка розташування трiщини та стягують її береги (рис. 4.3). За рi-

зних спiввiдношень геометричних параметрiв та параметрiв навантаження

можливий контакт берегiв як вдовж всiєї трiщини, так i її частини. Контакт

характеризується напруженням σ(x), прикладеним до берегiв трiщини. Ця

функцiя наперед невiдома, шукатимемо її в кусково-лiнiйнiй формi

Mbk · σ(x) = (bk − x)σk−1 + (x− bk−1)σk, x ∈ (bk−1, bk)
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з напруженнями σk у точках сiтки bk (k = 0, . . . , n), якi визначаємо iтера-

тивним методом, описаним у роздiлi 2.1.

y0

x0

s
¥

!

s
¥

!

P!

x

y

-l l

s( )x !

-y0

Рис. 4.3 – Схема навантаження (σ – контактне напруження)

Вертикальне перемiщення берегiв трiщини

2παy
L

v1(x) = q22(x)−


0, min

|x|<λ
q22(x) > 0

n∑
k=0

σkAk(x), min
|x|<λ

q22(x) < 0
,

q22(x) = P
2∑

k=1

D′kCx(z
k
0 , x) + πσ∞X̂(x).

На рис. 4.4 пунктирним кривим вiдповiдають розв’язки задачi, отри-

манi без урахування контактного напруження (функцiя Lq22/(2παy)). Для

першого блока це напруження на вiдрiзку розташування трiщини в тiлi

без трiщини. Вказане напруження зображено з протилежним знаком для

зручностi порiвняння з контактним напруженням, що вiдповiдає суцiль-

ним кривим. Зазначимо, що для розв’язку, отриманого при P/σ∞ = 1.1 см,

хоч i iснує невелика дiлянка вiд’ємних напружень, контакту берегiв не вiд-

бувається: v1(x) > 0, |x| < λ. Iнтенсивнiсть зовнiшнього навантаження

σ∞ = 5 МПа; параметри розташування сили – x0 = 0.05 см, y0 = 0.5 см;

пружнi сталi – ν21 = 0.3112, β1 = 0.6963, β2 = 2.1868, E11 = 21.07 ГПа.

Пружнi сталi отримано шляхом моделювання матерiалу пластини ор-
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Рис. 4.4 – Контактне напруження (а) та перемiщення верхнього берега трi-
щини (б )

тотропним середовищем з ефективними характеристиками. Цi характери-

стики знайдено за допомогою результатiв механiки композитних матерiа-

лiв [2] як функцiї механiчних характеристик iзотропних матерiалiв компо-

нент композита (матерiалу армування та наповнювача) i їхнього об’ємного

вмiсту (c1 – армування, c2 = 1− c1 – наповнювача).

Технiчнi сталi в законi Гука (2.8), згiдно з результатами [2], можна роз-

глядати як функцiї модулiв зсуву, Gi i коефiцiєнтiв Пуассона, νi iзотропних

матерiалiв компонент композита (iндекс i = 1 для механiчних характери-

стик вiдповiдає матерiалу армування, i = 2 – наповнювача). Значення пру-

жних параметрiв ортотропної пластини E11, β1,2 та ν21 отриманi на основi

(2.57) для композита з об’ємними i зсувними модулями матерiалiв компо-

нент
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K1 = 85.8 ГПа, G1 = 29.3 ГПа,

K2 = 5.41 ГПа, G2 = 2.51 ГПа,

концентрацiєю армування c1 = 0.2 i напрямком армування, що збiгається

з прямою розташування трiщини.

КIН у лiвiй та правiй вершинах для розглянутої задачi:

KI(∓λ) = σ∞
√
πλ∓ 1√

πλ

{
P

2∑
k=1

D′k Re{±X̌∓1(zk0 )}+

+ λ
n∑
k=0

σk
[2

n
N0k ∓N1k −

n

2
N2k

]}
.

(4.14)

На рис. 4.5 наведенi залежностi КIН у лiвiй i правiй вершинах вiд iнтен-

сивностi сил P , якi стягують береги трiщини. Пунктирнi кривi вiдповiда-

ють першим двом доданкам у (4.14). Отже, рисунок iлюструє важливiсть

врахування контактного напруження, що виникає мiж берегами трiщини.

6 7 8

0

1

2

3

P,�МПа·см

K
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·
½

М
П
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Рис. 4.5 – КIН трiщини з дiлянкою контакту берегiв

Задача 2. Розглянемо задачу для двох сил, що прикладенi симетрично

вздовж лiнiї, яка проходить через середину трiщини (рис. 4.6), напруження

в нескiнченно вiддалених точках вiдсутнi. Вiдбувається повний контакт

берегiв трiщини.
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Рис. 4.6 – Схема навантаження (σ, τ – контактнi напруження)

Перемiщення берегiв трiщини знайдемо за допомогою (4.10). При ви-

значеннi величин W1 у виразах (4.12) слiд покласти

2fk(x) = (x− zk0 )−1 − (x+ zk0 )−1, 2gk(x) = Cx(z
k
0 , x)− Cx(−zk0 , x).

КIН для цiєї задачi визначаються спiввiдношеннями

{
KI

αyKII

}
=

1

2
√
πλ

2∑
k=1

[
Py

{
D′kgkx
D′′kgky

}
+ Px

{
E ′′kgky
E ′kgkx

}]
+

+ 2

√
λ

π

n∑
k=0

Nk

{
σk
αyτk

}
, gkx + igky = X̌(zk0 ) + X̌−1(zk0 ).

На рис. 4.7 наведенi всi характеристики деформованої лiнiї трiщини в

пластинi, властивостi матерiалу якої описано при представленнi числових

результатi рис. 4.4. Перший рядок блокiв вiдповiдає армуванню вздовж лi-

нiї трiщини, другий – вздовж нормалi до лiнiї трiщини. Перший стовпець

блокiв – напруження на вiдрiзку розташування трiщини в тiлi без трiщини

(з протилежним знаком) та нормальне контактне напруження, другий – рi-

зниця мiж цими двома напруженнями, третiй iлюструє вплив коефiцiєнта

тертя на величину контактного напруження (випадок армування вздовж

лiнiї трiщини – вплив у межах 0.1 %, випадок армування вздовж норма-
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лi до лiнiї трiщини – вплив вимiрюється одним вiдсотком), у четвертому

проiлюстровано складовi компонент перемiщень берегiв.
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Рис. 4.7 – Результати дослiдження контактної взаємодiї берегiв трiщини

Використанi в роздiлi 4.1 позначення:

R(z, ζ) =
X(z)−X(ζ)

z − ζ
, X̂(z) = −iX(z) =

√
(z − β1)(β2 − z) (4.15)

C(z, ζ) = ln
X̌(z)− X̌(ζ)

X̌(z) + X̌(ζ)
(4.16)

I(z) = 2 arctg X̌(z), X̌(z) =

√
z − β1

β2 − z
(4.17)
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h0(z) = Q′1(z) + C0(z), J0(z) = T ′1(z) +K0(z)

hk(z) = Q′k+1(z)−Q′k(z), Jk(z) = T ′k+1(z)− T ′k(z)

hn(z) = −Q′n(z)− Cn(z), Jn(z) = −T ′n(z)−Kn(z)

(4.18)

Mb ·Q′k(z) = Qk(z)−Qk−1(z), Mb · T ′k(z) = Tk(z)− Tk−1(z)

Qk(z) = (z − bk)Ck(z), Ck(z) = C(z, bk)

Kk(z) = Qk(z)− X̂(bk)I(z)

Tk(z) =
1

2

{
(z − bk)2Ck(z) + X̂(bk)

[
X̂(z) + bkI(z)

]}

F0(z) = −I(z), F1(z) = X̂(z), F2(z) = 1
2

[
e2

2I(z)− zX̂(z)
]
, (4.19)

де e2 = 1
2(β2 − β1) (у випадку β2 = −β1 = β отримаємо e2 = β)

N00 = MS1, N0k = MSk+1 − MSk, N0n = −MSn

N10 = MR1 − I0, N1k = MRk+1 − MRk, N1n = −MRn + In

N20 = MI1, N2k = MIk+1 − MIk, N2n = −MIn

(4.20)

X̌k =

√
nξ(1− ξ) + k

nξ(1 + ξ)− k
, X̂k = X̌k[nξ(1 + ξ)− k], nξ =

n

2ξ
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Sk = 1
2

[
n2
ξIk −

(
k − n

2

)
X̂k

]
Rk = X̂k +

(
k − n

2

)
Ik, Ik = 2 arctg X̌k

Jm0 = MTm1 +Km0, Jmk = MTm(k+1) − MTmk, Jmn = −MTmn −Kmn

Tmk =
1

2

[
(m− k)2Cmk + X̂mX̂k +

(
k − n

2

)
X̂kIm

]
Cmk = ln

∣∣∣X̌m − X̌k

X̌m + X̌k

∣∣∣
Km0 = mCm0 − X̂0Im, Kmn = (m− n)Cmn − X̂nIm

D′1 = −β
2
2 + ν21

β2
2 − β2

1

, D′2 =
β2

1 + ν21

β2
2 − β2

1

, E ′1 =
D′2√
β1β2

, E ′2 =
D′1√
β1β2

D′′1 = −

√
β1

β2
D′1, D′′2 = −

√
β2

β1
D′2, E ′′1 = −D

′
2

β1
, E ′′2 = −D

′
1

β2

(4.21)

4.2 Визначення перемiщень берегiв трiщини з дiлянкою

контакту в рамках моделi зони зчеплення

Розглянемо задачу, що вiдповiдає схемi прикладання зовнiшнього наванта-

ження та сил зчеплення рис. 4.8.

Задовольнимо контурнi умови

σ±y (x) = −σ0(x)− σc(x)− σ∞ + T (x), x ∈ (β1, β2),

T (x) =

σ, x ∈ (β1, λ1) ∪ (λ2, β2)

0, x ∈ (λ1, λ2)
, ∆′(β1,2) = 0.

(4.22)
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Рис. 4.8 – Схема навантаження та параметри моделi

Положення зовнiшнiх границь зон зчеплення β1,2 наперед невiдомi й визна-

чаються в процесi розв’язання задачi. Напруження σ0(x), що виникають

внаслiдок дiї зосередженої сили на лiнiї розташування трiщини в тiлi без

трiщини, визначено в (4.1), напруження σc(x) є вiдмiнним вiд нуля у ви-

падку контакту берегiв трiщини. Це напруження визначатимемо у виглядi

кусково-лiнiйної апроксимацiї

Mbk · σc(x) = (bk − x)σk−1 + (x− bk−1)σk, x ∈ (bk−1, bk),

σk – контактнi напруження у вузлах апроксимувальної функцiї, b0 = β1,

bn = β2. Розглянемо лише частковий контакт берегiв, коли в обох вершинах

трiщина розкрита.

Розв’язок задач Гiльберта – Прiвалова (2.23) для функцiй (1 +

αs1)Θ(z)± (1 + αs̄1)Ω(z), знаходимо за допомогою (2.25):

(1 + αs1)Θ(z)± (1 + αs̄1)Ω(z) =

=

{
1
π

[
−H1(z)−H2(z) +H3(z) +H4(z)

]
−Γ2

}
,

(4.23)
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H1(z) =
1

iX(z)

∫ β2

β1

σ0(x)

x− z
X(x)dx,

H2(z) =
1

iX(z)

∫ β2

β1

σc(x)

x− z
X(x)dx,

H3(z) = 2π
C0z + C1

X(z)
, H4(z) =

1

iX(z)

∫ β2

β1

T (x)

x− z
X(x)dx,

(4.24)

X(x) – значення функцiї X(z) =
√

(z − β1)(z − β2) на верхньому березi

розрiзу (X(x) = X+(x)).

З умови однозначностi перемiщень встановимо, що C1 = −eC0 (e =

1
2(β1 + β2) – напiвдовжина модельного розрiзу). Сталi C0 i Γ2 визначенi в

(4.5), причому пружну сталу Γ2 у випадку збiгу осей ортотропiї з осями

вибраної системи координат можна визначити з (4.8).

Проiнтегруємо в (4.24). Отримаємо (див. iнтеграли в роздiлi 3.1)

H1(z) =
iPy

2X(z)

4∑
k=1

Dk

[
R(z, zk0 )−R(z, z̄k0 )

]
,

H2(z) =
n−1∑
k=1

σk
[
ihk(z)− N0k +N1k(z − e)−N2k(z − e)2

X(z)

]
,

H3(z) = πσ∞
z − e
X(z)

, H4(z) = σ
[
iCλ(z) + π − (z − e)B0 + X̂λ

X(z)

]
,

(4.25)

де

Cλ(z) = C(z, λ2)− C(z, λ1),

X̂(z) =
√

(z − β1)(β2 − z), X̂λ = X̂(λ2)− X̂(λ1),

пружнi сталi Dk для випадку збiгу напрямiв осей ортотропiї з осями коор-

динат визначенi в (4.7), функцiя R(z, ζ) – в (4.15), функцiї hk(z) – в (4.18),

геометричнi параметри Nsk – в (4.20) при ξ = 1, функцiя C(z, ζ) визначена
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в (4.16), а деякi властивостi цiєї функцiї зазначенi в роздiлi 3.1.

Координати вершин зон зчеплення β1,2 мають задовольняти умову скiн-

ченностi напружень, яку отримаємо пiдстановкою функцiї H з (4.25) до

спiввiдношення (4.23) i прирiвнюванням обчисленого в цих точках виразу

при X−1(z) до нуля:

P

2

2∑
k=1

D′kg1k + e2

n−1∑
k=1

σk
[2

n
N0k −

n

2
N2k

]
− σX̂λ = 0

P

2

2∑
k=1

D′kg2k + e2

[
−

n−1∑
k=1

σkN1k + σB0 − πσ∞
]

= 0,

(4.26)

де сталi D′k визначенi в (4.21),

g(1,2)k = Re
{
X̌−1(zk0 )∓ X̌(zk0 )

}
,

B0 = 2 arcctg
[ X̌(λ2)− X̌(λ1)

1 + X̌(λ1)X̌(λ2)

]
, X̌(z) =

√
z − β1

β2 − z
.

Отримаємо вираз для вертикальних перемiщень берегiв трiщини. Для

цього проiнтегруємо (4.25):

∫
H1(z)dz =

iPy
2

4∑
k=1

Dk

[
ln
z − zk0
z − z̄k0

− C(zk0 , z) + C(z̄k0 , z)
]
,∫

H2(z)dz = i
n−1∑
k=1

σk
[
Jk(z)−

2∑
s=0

Fs(z)Nsk

]
,∫

H3(z)dz = πσ∞X(z),∫
H4(z)dz = iKλ(z) + πz −B0X(z) + iX̂λI(z),

(4.27)

коефiцiєнти N визначаються з (4.20) при ξ = 1,

Kλ(z) = K(z, λ2)−K(z, λ1), K(z, ζ) =

∫
C(z, ζ)dz,
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а iнтеграл визначено в (3.14). Згiдно з (2.20),

2παy
L

v1(x) = Py

2∑
k=1

D′kCx(z
k
0 , x)−

n−1∑
k=1

σk
[
Jk(x)−

2∑
s=0

Fs(x)Nsk

]
+

+ πσ∞X̂(x) + σ
[
Kλ(x)−B0X̂(x) + X̂λI(x)

]
. (4.28)

Розв’язок (4.26) знайдемо за допомогою одного зi стандартних методiв

розв’язання систем нелiнiйних рiвнянь. Для першої iтерацiї β1,2 обчислює-

мо КIН у правiй та лiвiй вершинах трiщини KI(β1,2) (КIН для даної задачi

визначений в (4.14)), застосування концепцiї тонкої структури дає

{
λ1 − β1

β2 − λ2

}
=
πK2

I (λ1,2)

8σ2
.

На кожнiй iтерацiї розв’язання системи (4.26) застосовуємо алгоритм:

1. Розв’язуємо систему лiнiйних рiвнянь v1(bm) = 0 з невiдомими значен-

нями контактного напружень у вузлах сiтки. Цю систему, використо-

вуючи (4.28), можна подати у виглядi

Aσ = B, (4.29)

де елементи матрицi A i вектора B приймають наступнi значення

Amk = Jk(bm)−
2∑
s=0

Fs(bm)Nsk,

Bm = Py

2∑
k=1

D′kCx(z
k
0 , bm) + πσ∞X̂(bm) +

+σ
[
Kλ(bm)−B0X̂(bm) + X̂λI(bm)

]
,

m, k = 1, . . . , n− 1.

2. Виключаємо iз системи (4.29) рiвняння i змiннi з номерами, що вiдпо-
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Рис. 4.9 – Вертикальнi перемiщення верхнього берегу трiщини з дiлянкою
контакту, отриманi з використанням МЗЗ та без її використання

вiдають вiд’ємним елементам отриманого розв’язку σ.

Повторюємо процедуру, доки всi елементи σ не стануть невiд’ємними.

Отже, алгоритм передбачає застосування iтеративної процедури на ко-

жнiй iтерацiї числового методу розв’язання системи двох нелiнiйних рiв-

нянь (4.26).

Проiлюструємо алгоритм числовим прикладом рис. 4.9. Розв’язок по-

будовано для пружних сталих матерiалу, використаних для отримання

аналогiчних результатiв, представлених на рис. 4.4 (армування компози-

та вздовж лiнiї трiщини). Для порiвняння на цьому ж рисунку штрихо-

вою лiнiєю зображено аналогiчний розв’язок для трiщини Грiффiтса. Кон-

цепцiя тонкої структури дає границi зон зчеплення β1 = −0.5177 см i

β2 = 0.5521 см; розв’язання задачi дає β1 = −0.5220 см i β2 = 0.5693 см.

Похибка концепцiї тонкої структури при визначеннi довжин зчеплення ста-

новить для цiєї задачi 0.82 % для лiвої зони та 3.11 % для правої.

4.3 Алгоритми визначення розкриття трiщини, що враховують

особливостi моделi зони зчеплення

В [108] вперше було запропоновано метод розв’язування сингулярних iнте-

гральних рiвнянь квадратурно-колокацiйним методом. Згiдно з цим мето-
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дом сингулярний iнтеграл замiнюється числовою апроксимацiєю без регу-

ляризацiї. Пiсля представлення невiдомої функцiї добутком вагової функцiї

ω(x) = (1−x)α−1(1+x)β−1 i деякої гладкої функцiї з невiдомими параметра-

ми використовуються квадратурнi формули Гауса. Якщо P (α,β)
n – полiноми

Якобi, ортогональнi з зазначеною вагою ω, то нулi цих полiномiв викори-

стовуються як квадратурнi вузли в iнтегральнiй формулi Гауса – Якобi,

а нулi iнших пов’язаних полiномiв використовуються як точки колокацiї

(P (1/2,1/2)
n = Tn(x) – полiноми Чебишева I роду, пов’язаними полiномами

яких є Un−1(x) – полiноми Чебишева II роду). Як невiдому функцiю форми

ефективно можна використовувати не тiльки гладку, а й кусково-лiнiйну

функцiю [118, 142]. Застосування квадратурно-колокацiйного методу для

задач механiки трiщин дало можливiсть отримати ефективнi методики ви-

значення коефiцiєнтiв iнтенсивностi напружень [178]. Застосування зазна-

чених пiдходiв для трiщини зчеплення ускладнюється вимогою плавностi

змикання берегiв. Ця вимога не дозволяє використовувати полiноми Че-

бишева I роду оскiльки похiдна їхньої вагової функцiя має сингулярнiсть

на кiнцях розрiзу. До того ж похiдна вiд перемiщень берегiв трiщини має

бути сингулярною в точках, що належать цьому iнтервалу (цi точки вiд-

повiдають вершинам фiзичної трiщини). Через це в роботi представлено

два алгоритми, що враховують особливостi моделювання при використан-

нi МЗЗ.

В рамках МЗЗ розглянемо класичну задачу про трiщину в нескiнченнiй

пластинi, що перебуває пiд дiєю розтягувальних напружень на нескiнченно-

стi, якi дiють вздовж нормалi до лiнiї розташування трiщини (рис. 4.10 а).

Розглянемо рiвномiрний ЗЗВ: σ(∆) = σ = const.

Контурна умова
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σ±y = p(x), p(x) = −σ∞ +

σ, x ∈ (−β,−λ) ∪ (λ, β)

0, x ∈ (−λ, λ)
, (4.30)

де границi зон зчеплення±β визначаються умовою скiнченностi напружень

в тiлi. Ця умова еквiвалентна умовi плавностi змикання берегiв трiщини.

Вертикальне перемiщення верхнього берега трiщини можна отримати у

виглядi

v(x) =
Lσ

2π

[
(x− λ)C(x, λ)− (x+ λ)C(x,−λ)

]
,

C(x, λ) = ln
∣∣∣X̌(x)− X̌(λ)

X̌(x) + X̌(λ)

∣∣∣, X̌(x) =

√
x+ β

β − x
, β = λ csc

πσ∞
2σ

.
(4.31)

x

y

s �Ґ

s

s
l

l

b

b
s

s
-b

-b

-l

-l

s �Ґ

x

y

g(x)

а б

Рис. 4.10 – Схема навантаження та параметри моделi (а), похiдна вiд вер-
тикального перемiщення верхнього берега трiщини (б )

Похiдна вiд перемiщення за координатою має в точках x = ±λ логари-

фмiчну особливiсть (рис. 4.10 б ).

Знайдемо розв’язок цiєї задачi механiки трiщин за допомогою сингуляр-

ного iнтегрального рiвняння

1

π

∫ β

−β

g(t)dt

t− x
= p(x), |x| < β. (4.32)
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У розв’язувальнiй системi рiвняння (4.32) слiд доповнити умовою одно-

значностi перемiщень

∫ β

−β
g(t)dt = 0, (4.33)

яка у вiсесиметричному випадку виконується автоматично.

Алгоритм 1. Щоб врахувати особливiсть функцiї g розглянемо три

типи елементiв функцiї форми, яка збiгається з g у квадратурних точках:

1. сингулярнi елементи, розташованi лiворуч вiд точок x = ±λ (їм вiдпо-

вiдають номери k ∈M1 = {s, s+ r});

2. сингулярнi елементи, розташованi праворуч вiд точок x = ±λ (їх но-

мери k ∈M2 = {s+ 1, s+ r + 1});

3. звичайнi лiнiйнi елементи (їх номери k ∈M3 = {1, . . . , n} \M1 \M2).

Загальна кiлькiсть елементiв становить n = 2s+ r.

Будемо шукати щiльнiсть перемiщень на кожному з iнтервалiв (bk−1, bk),

якi розбивають вiдрiзок (−β, β), у формi

gk(x) =


gk−1 − gk ln[1− Ak(x)], k ∈M1

−gk−1 lnAk(x) + gk , k ∈M2

gk−1[1− Ak(x)] + gkAk(x) , k ∈M3

, (4.34)

Mbk · Ak(x) = x− bk−1.

Лiву частину (4.32) можна подати у виглядi

n∑
k=1

[
gk−1 ξk(x) + gk ζk(x)

]
=

n∑
k=0

gkJk(x), (4.35)

J0(x) = ξ1(x), Jn(x) = ζn(x),

Jk(x) = ξk+1(x) + ζk(x) (k = 1, . . . , n− 1),
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ξk =
1

π


Ck, k ∈M1

−I1k k ∈M2

Ck − ζk , k ∈M3

, ζk =
1

π


−I2k, k ∈M1

Ck k ∈M2

CkAk + 1 , k ∈M3

(тут для стислостi опущений аргумент x всiх функцiй),

I1k(x) =

∫ bk

bk−1

ln[1− Ak(t)]

t− x
dt =

= Ck(t) ln |1− Ak(x)| − π2

6
+ Li2

[ Ak(x)

Ak(x)− 1

]
,

I2k(x) =

∫ bk

bk−1

lnAk(t)

t− x
dt =

= Ck(x) ln |Ak(x)|+ π2

6
− Li2

[Ak(x)− 1

Ak(x)

]
,

Ck(x) =

∫ bk

bk−1

dt

t− x
= ln

∣∣∣1− Ak(x)

Ak(x)

∣∣∣,
Li2(x) – дiлогарифмiчна функцiя:

Li2(x) =

∫ 0

x

ln(1− t)
t

dt. (4.36)

Лiва частина (4.33) пiсля iнтегрування:

n∑
k=1

Mbk(gk−1 + gk) ·

1, k ∈M1 ∪M2

1/2, k ∈M3

,

i (4.33) можна переписати у виглядi

n∑
k=0

Nkgk = 0.

Отже, розв’язання задачi зводиться до знаходження кореня рiвняння

g(±β) = 0, (4.37)
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яке випливає з умови плавностi змикання берегiв трiщини. Для кожної

iтерацiї змiнної β, що визначає положення вершини зони зчеплення, треба

розв’язувати систему лiнiйних рiвнянь вiдносно gk, k = 0, . . . , n:

n∑
k=0

Jmkgk = p(ηm),
n∑
k=0

Nkgk = 0, (4.38)

де ηm = 1
2(bm−1+bm) (m = 1, . . . , n) є точками колокацiї, Jmk = Jk(ηm). Для

задачi з контурними умовами (4.30) останнє рiвняння в (4.38) виконується

автоматично, а

p(ηm) = −σ∞ +

σ, |ηm| > λ

0, |ηm| < λ
.

На рис. 4.11 а зображено вертикальне перемiщення верхнього берега

трiщини va, що вiдповiдає аналiтичному розв’язку (4.31), отриманому при

σ = 35 МПа, σ∞ = 20 МПа. На рис. 4.11 в наведено похибку для вертикаль-

ного перемiщення з щiльнiстю (4.34), що мiстить сингулярнi елементи. Для

порiвняння на рис. 4.11 б наведено похибку при використаннi щiльностi ви-

ключно з лiнiйними елементами. Для представлених числових результатiв

r = 60, s = 20, тобто загальна кiлькiсть iнтервалiв сiтки n = 100.
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Рис. 4.11 – Аналiтичний розв’язок (а), похибка розв’язкiв, отриманих за
допомогою першого алгоритму, з лiнiйними (б ) та сингулярними (в) еле-
ментами
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Алгоритм 2. Методику першого алгоритму можна вдосконалити, ви-

правивши основнi незручностi, що виникають при його застосуваннi. До

цих незручностей вiднесемо, по-перше, необхiднiсть знаходження величи-

ни β з нелiнiйного рiвняння (4.37), а по-друге – необхiднiсть обчислення

коефiцiєнтiв системи (4.38) на кожнiй iтерацiї для β.

Виберемо iнтервал пошуку функцiї щiльностi перемiщень (−δ, δ) таким

чином, щоб вiн напевне мiстив iнтервал (−β, β) i будемо розв’язувати за-

дачу з контурним напруженням

p(x) = −σ∞ + T̂ (x)− σ̂(x), T̂ (x) =

σ, |x| > λ

0, |x| < λ
.

Напруження σ̂ унеможливлює перекриття берегiв трiщини й разом iз

вертикальним перемiщенням берегiв може бути знайденим за допомоги на-

ступної iтеративної процедури.

Позначимо M = {m : 0 6 m 6 n}, P = Ø. Далi покроково:

1. Розв’язуємо систему


v(ηm) = 0, m ∈M
1

π

∫ δ

−δ

g(t)dt

t− ηm
= −σ∞ + T̂ (ηm), m ∈ P

.

2. Обчислюємо допомiжне напруження

σ̂(ηm) = −1

π

∫ δ

−δ

g(t)dt

t− ηm
− σ∞ + T̂ (ηm).

3. Перепозначуємо M = {m : σ̂(ηm) > 0}, P = {m : σ̂(ηm) < 0}.

Повторюємо 1-3 доки всi σ̂(ηm) не стануть невiд’ємними.

Реалiзацiя iтеративної процедури не дає точного значення для β, але

цей параметр часто не є характеристикою трiщиностiйкостi й може бути

вiднесеним до внутрiшнiх параметрiв задачi.
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Шукатимемо функцiю щiльностi перемiщень у формi кусково-лiнiйної

функцiї з вагою

ω(x) = − ln |x2 − λ2|. (4.39)

Система для визначення значень щiльностi перемiщень gk у квадратур-

них точках матиме вигляд (4.38), де

Jm0 = −T ′m1 −Km0, Jmk = T ′mk − T ′m(k+1), Jmn = T ′mn +Kmn,

N0 = −G′1 −R0, Nk = G′k −G′k+1, Nn = G′n +Rn,

(4.40)

Mbk · T ′mk = Tmk − Tm(k−1), Mbk ·G′k = Gk −Gk−1,

Tmk = Rk + (ηm − bk)Kmk, Rk = R(bk), Kmk = K(bk, ηm),

Gk = Sk − bkRk, Sk = S(bk),

(4.41)

R(t) =

∫
ω(t)dt = 2t− (t− λ) ln |t− λ| − (t+ λ) ln |t+ λ|,

R(λ) = −R(λ) = 2λ(1− ln 2λ),

(4.42)

K(t, x) =

∫
ω(t)

t− x
dt = Li2

( x− t
x− λ

)
− ln |x− λ| ln

∣∣∣ x− t
x− λ

∣∣∣+
+ Li2

( x− t
x+ λ

)
− ln |x+ λ| ln

∣∣∣ x− t
x+ λ

∣∣∣, (4.43)

де Li2(x) – дiлогарифм, визначений у (4.36),
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S(t) =

∫
tω(t)dt = 1

2(t2 − λ2) [1 + ω(t)] , S(λ) = S(−λ) = 0. (4.44)

Для реалiзацiї наведеної вище iтеративної процедури запишемо перемi-

щення берегiв у точках колокацiї:

v(ηm) =
L

2

n∑
k=0

Wmkgk, m = 1, . . . , n,

W11 = 1
Mb(G1/2 −G0) + 1

2R1/2, W10 = R1/2 −R0 −W11,

Wmk =


Nk, k 6 m− 2

− 1
Mb(Gm−1/2 − 2Gm−1 +Gm−2) + 1

2Rm−1/2, k = m− 1

1
Mb(Gm−1/2 −Gm−1) + 1

2Rm−1/2, k = m

,
(4.45)

m > 1; Wmk = 0 при k > m; Gk−1/2 = G(ηk), Rk−1/2 = R(ηk).

Тепер основнi геометричнi параметри задачi – коефiцiєнти J , N , W –

можна визначити один раз для заданого n.

На рис. 4.12 а зображено вертикальне перемiщення берегiв трiщини va,

що вiдповiдає аналiтичному розв’язку (4.31), отриманому при σ = 35 МПа,

σ∞ = 20 МПа, L = 4.116 ГПа−1. На рис. 4.12 в наведено похибку у визна-

ченнi вертикального перемiщення при використаннi функцiї щiльностi з

ваговою функцiєю (4.39). Для порiвняння на рис. 4.12 б наведено похибку

для випадку ω(t) = 1. Вирази (4.42), (4.43) та (4.44) за одиничної вагової

функцiї набувають вигляду:

R(t) = t, K(t, x) = ln |t− x|, S(t) =
t2

2
.

Для представлених числових результатiв Mb = 2λ/r, δ = λ + s · Mb,
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r = 60, s = 20, загальна кiлькiсть iнтервалiв сiтки n = 100.

Порiвняння результатiв рис. 4.11 i рис. 4.12 дозволяє вiдзначити, що у

випадку кусково-лiнiйних апроксимацiй (блоки б ) результати практично

не вiдрiзняються. Тут очевидну перевагу має другий алгоритм через про-

стiшу числову реалiзацiю. Порiвняння блокiв в рисункiв вiддає перевагу

пiдходу, що використовує вагову функцiю, перед введенням сингулярностi

лише на iнтервалах iз границями в x = ±λ; з введенням вагової функцiї

спостерiгається суттєве пiдвищення точностi отриманого розв’язку.
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Рис. 4.12 – Аналiтичний розв’язок (а), похибка розв’язкiв, отриманих за
допомогою другого алгоритму, з лiнiйними (б ) та сингулярними (в) еле-
ментами

Система колiнеарних трiщин. Розглянемо систему m колiнеарних

трiщин, розташованих вздовж осi x на iнтервалах (λ2k−1, λ2k), k = 1, . . . ,m.

В нескiнченно вiддалених точках до тiла прикладенi нормальнi та зсувнi

напруження σ∞ i τ∞ вiдповiдно.

Лiнiя розташування трiщин збiгається з вiссю ортотропiї матерiалу пла-

стини. Виберемо iнтервал пошуку функцiї щiльностi перемiщень (b0, bn) та-

ким чином, щоб вiн напевне мiстив всi трiщини разом iз зонами зчеплення

та будемо розв’язувати задачу з контурними умовами
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σ±y (x)− iαyτ
±
xy(x) = −(σ∞ − iαyτ∞) +

+

0, x ∈ L′

σ − σ̂(x)− iαy
[
τ − τ̂(x)

]
, x ∈ L′′

,

де σ i τ – мiцностi нормального i зсувного зчеплень вiдповiдно, σ̂(x) i τ̂(x) –

напруження, що забезпечують умови v+(x) − v−(x)>0 i u+(x) − u−(x)>0

вiдповiдно,

L′ =
m⋃
k=1

(λ2k−1, λ2k), L′′ = (b0, bn) \ L′.

Будемо шукати функцiю щiльностi перемiщення в кусково-лiнiйнiй фор-

мi (2.35) з вагою

ω(x) = −
2m∑
k=1

ln |x− λk|.

Системи для визначення значень дiйсної й уявної частин функцiї щiль-

ностi у вузлах сiтки gk = gxk + igyk:


n∑
k=0

Jmkgxk = −πσ±y (ηm)

n∑
k=0

Nkgxk = 0

,


n∑
k=0

Jmkgyk = παyτ
±
xy(ηm)

n∑
k=0

Nkgyk = 0

, (4.46)

m = 1, . . . , n. Геометричнi параметри задачi – коефiцiєнти J iN – визначенi

в (4.40), (4.41), причому функцiї, присутнi у цих виразах, мають наступний

вигляд
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R(t) = 2n(t− e)−
2m∑
k=1

(t− λk) ln |t− λk|,

K(t, x) =
2m∑
k=1

[
Li2
( x− t
x− λk

)
− ln |x− λk| ln

∣∣∣ x− t
x− λk

∣∣∣],
S(t) =

nt

2
(t+ 2e)− 1

2

2m∑
k=1

(t2 − λ2
k) ln |t2 − λ2

k|,

e =
1

2m

2m∑
k=1

λk.

Розв’язок систем (4.46) можна знайти за допомогою iтеративної проце-

дури, описаною в роздiлi 4.3.

Вертикальнi та горизонтальнi перемiщення в точках сiтки запишемо у

векторнiй формi

v =
L

2αy
Wgx, u =

L

2
Wgy,

де компоненти векторiв v i u, vm = v(ηm) i um = u(ηm) вiдповiдно, матриця

W визначена в (4.45).

На рис. 4.13 представлено розв’язок задачi для трьох колiнеарних трi-

щин; розв’язок отриманий при σ∞ = τ∞ = 20 МПа, σ = 35 МПа, τ =

40 МПа, L = 3.377 МПа−1, αy = 0.8104; параметри сiтки −b0 = bn = 1.5 см,

n = 300.

Рис. 4.14 i 4.15 iлюструють як змiнюється тип граничних умов залежно

вiд положення вершин трiщин системи. Тип граничних умов для заданої

конфiгурацiї до розв’язання невiдомий. При використаннi запропонованого

пiдходу не треба обирати один iз типiв для побудови розв’язку – коректний

тип отримується автоматично. На рис. 4.14 в штриховi кривi вiдповiдають

перемiщенням берегiв одиничної трiщини. На рис. 4.15, шляхом змiни по-

ложення внутрiшньої вершини бiльшої трiщини в напряму двох менших,
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отримано розв’язки для трьох типiв граничних умов: без об’єднаних зон

(а), з однiєю (б ) та двома (в) об’єднаними зонами зчеплення.
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Рис. 4.13 – Вертикальнi й горизонтальнi перемiщення берегiв колiнеарних
трiщин та напруження поза розрiзiв, що вiдповiдають фiзичним трiщинам
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Рис. 4.14 – Вертикальнi перемiщення берегiв двох колiнеарних трiщин
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Рис. 4.15 – Вертикальнi перемiщення берегiв трьох колiнеарних трiщин

4.4 Повiльне зростання системи двох колiнеарних трiщин

Нехай у пластинi вздовж прямої, що збiгається з однiєю з осей ортотропiї,

розташована система двох трiщин рiзної довжини (рис. 4.16). На нескiн-

ченностi до тiла прикладене рiвномiрно розподiлене розтягувальне наван-

таження iнтенсивностi σ∞, напрям якого збiгається з напрямом нормалi до

лiнiї розташування трiщин.

Областi нелiнiйної поведiнки матерiалу в околi вершин трiщин буде-

мо моделювати додатковими розрiзами, береги яких стягують напруження

(сили зчеплення) iнтенсивностi σ. Отже, приходимо до задачi теорiї пру-

жностi про розтяг пружної пластини з розрiзами вздовж осi Ox за насту-

пних контурних умов:
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Рис. 4.16 – Схема навантаження та параметри моделi

τ±xy(x) = 0, x ∈ L, σ±y (x) = −σ∞ +

σ, x ∈ L′′

0, x ∈ L′
,

L = L′ ∪ L′′, L′ =
2⋃

n=1

(λ2n−1, λ2n), L′′ =
4⋃

k=1

L′′k,

L′′k =

(βk, λk), k = 2n− 1

(λk, βk), k = 2n
, n = 1, 2.

Положення кiнцiв розрiзiв βk треба визначати так, щоб у вiдповiдних

точках виконувалася умова скiнченностi напружень. Вираз для нормально-

го розкриття берегiв розрiзу в зонi зчеплення отримаємо в межах концепцiї

тонкої структури:

∆(x) =
LK2

I

4σ
F
[ |x− λk|

`

]
, x ∈ L′′k, (4.47)

коефiцiєнти iнтенсивностi напружень для чотирьох вершин трiщини:

KI(λk) =

√
2πσ∞P̃ (λk)√
R(λk)

,

де
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P̃ (x) = x2 + C̃1x+ C̃2, R(λk) =
4∏
i=1
i6=k

|λk − λi|,

C̃1 = −α−3, C̃2 =

∫ ∞
0

t(τ)[α−3 − t(τ)]dτ

X2(τ)

[ ∫ ∞
0

dτ

X2(τ)

]−1

,

α−3 =
1

2

4∑
i=1

λi, t(τ) =
λ1 + λ2τ

2

1 + τ 2
,

X2(τ) =
√

(τ 2 + ξ3)(τ 2 + ξ4), ξk =
λk − λ1

λk − λ2
, k = 3, 4.

В’язкопружне перемiщення берегiв розрiзу вздовж зон зчеплення визна-

чимо на основi вiдповiдного розв’язку пружної задачi за допомогою прин-

ципу пружно-в’язкопружної аналогiї. Згiдно цього принципу, у виразi для

розкриття змiнимо пружнi модулi вiдповiдними перетвореними величина-

ми i скористаємося оберненим перетворенням.

Якщо релаксацiйнi властивостi матерiалiв компонент композита можна

описати за допомогою лiнiйної теорiї в’якопружностi, ефективнi модулi по-

дамо рядом функцiй Мiттаґ-Леффлера (2.39):

en,ij(t) = e∞n,ij +
∞∑
k=1

µn,ij,kEαn,ij ;1 (−βn,ij,ktαn,ij) , (4.48)

(n = 1 – вiдповiдає матерiалу армування, n = 2 – наповнювача, e∞ –

довготривале значення модуля). При проведеннi обчислень ми залишимо

лише один доданок суми в (4.48) i будемо використовувати один параметр α

функцiї Мiттаґ-Леффлера для описання довготривалих властивостей мате-

рiалiв компонент композита з метою якiсного дослiдження. Вважатимемо

також, що матерiали компонент композита є iзотропними (механiчнi вла-

стивостi описуємо модулем Юнга E i коефiцiєнтом Пуассона ν, який не

залежить вiд часу). Вiдзначимо, що жодне з цих спрощень не обумовлене

використаним методом розв’язання поставленої задачi.

За вказаних спрощень (4.48) в областi перетворення набуде вигляду
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ẽn,ij(s) = e∞n,ij +
(
e0
n,ij − e∞n,ij

) sα

sα + βn,ij
,

де ẽ(s) = sē(s), ē(s) = L{e(t)} – перетворення Лапласа функцiї e(t); e0 –

миттєве значення модуля.

Зважаючи на вирази для перетворень в’язкопружних модулiв Юнга ма-

терiалiв компонент композита та використовуючи результати механiки ком-

позитних матерiалiв [3], знайдемо модулi податливостi пластини в областi

перетворення ãij та їх функцiю L̃ = 2
√
ã22(2(ã12 +

√
ã11ã22) + ã66). Вiдпо-

вiдну величину як функцiю часу знайдемо оберненим перетворенням Ла-

пласа:

l(t) = L−1
{
l̃/s
}
, l̇(t) = L−1

{
l̃ − l̃∞

}
, l(t) = L(t)/L0.

Покладаючи, що σ∞(t) = σ∞ ·H(t) (H(t) – функцiя Гевiсайда), запише-

мо в’язкопружний аналог виразу (4.47):

∆(t, x) = l(t)∆̃[x,λ(t)] +

∫ t

0
l̇(t− τ)∆̃[x,λ(τ)]dτ,

∆̃(x,λ) =
πL0σ

2
∞P̃

2(λk)

2σR(λk)
F
[ |x− λk|

`k

]
, x ∈ L′′k,

λ = (λ1, λ2, λ3, λ4) – координати кiнцiв трiщини.

Тривалiсть iнкубацiйного перiоду розвитку колiнеарних трiщин t0 ви-

значимо з рiвняння

max
k=1,...,4

{
∆
[
t0, λk(0)

]}
= ∆max.

Визначальне спiввiдношення для положень кiнцiв трiщин при зростан-

нi на основi критерiю критичного розкриття трiщини можна записати у

виглядi системи iнтегральних рiвнянь та нерiвностей
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∆[t, λi(t)] = ∆max

∆[t, λj(t)] < ∆max,

(4.49)

iндекси i вiдповiдають вершинам, де нормальним вiдривом досягнуто кри-

тичне значення ∆max, а iндекси j – вершинам, де воно не досягнуто.

Будемо шукати розв’язок системи (4.49) λ(t) у моменти часу t0 + k ·Mt,

k = 1, 2, . . . . Рiвняння в системi (4.49), що вiдповiдає i1-й вершинi в момент

часу t = t1, набуде вигляду

∆[λi1(t1),λ(t1)] +

∫ t1

0
l̇(t1 − τ)∆̃

[
λi1(t1),λ(τ)

]
dτ = ∆max.

Знайдемо розв’язок цього рiвняння λi1(t1) за умови, що λi1(t) змiнює-

ться лiнiйно на (t0, t1), а всi iншi вершини знаходяться в початковому по-

ложеннi. Продовжимо знаходити λi1(tk), доки критичного перемiщення не

буде досягнуто в iншiй вершинi, порядковий номер якої i2 6= i1: для k = k1

отримаємо ∆(λi2(tk), tk) > ∆max. Рiвняння в системi (4.49), що вiдповiдає

i1-й i i2-й вершинам у момент часу tk1:

∆
[
λi1(tk1),λ(tk1)

]
+

∫ tk1

0
l̇(tk1 − τ)∆̃

[
λi1(tk1),λ(τ)

]
dτ = ∆max

∆
[
λi2(tk1),λ(tk1)

]
+

∫ tk1

0
l̇(tk1 − τ)∆̃

[
λi2(tk1),λ(τ)

]
dτ = ∆max

. (4.50)

Знайдемо розв’язок цiєї системи {λi1(tk1), λi2(tk1)} за умови, що λi1(t)

i λi2(t) змiнюються лiнiйно на (tk1−1, tk1), а всi iншi вершини знаходя-

ться в початковому положеннi. Продовжимо знаходити {λi1(tk), λi2(tk)}

з (4.50) поки критичного перемiщення не буде досягнуто в iншiй верши-

нi, порядковий номер якої i3 (i3 6= i1, i3 6= i2): для k = k2 отримаємо

∆(λi3(tk), tk) > ∆max. Так само продовжимо визначати λ(t). При значному
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початковому вiддаленнi трiщин рухатись почнуть всi їх кiнцi. У випадку,

коли на якомусь кроцi система (4.49) не має розв’язку, покладаємо, що

вiдповiдний момент часу є початком етапу динамiчного розповсюдження

трiщин. Внеском цього етапу в загальну довговiчнiсть тiла с трiщинами

будемо нехтувати.

Числовi приклади. Розв’язки системи (4.49) отримаємо за насту-

пних параметрiв задачi. Реологiчнi параметри композита: 1) наповнюва-

ча – E0
2 = 4000 МПа, E∞2 = 400 МПа, α = 0.5, β2 = 0.1 сек−α; 2) волокон –

E0
1 = 79810 МПа, E∞1 = 7981 МПа, β1 = 0.01 сек−α; об’ємна концентрацiя

волокон c1 = 0.2. Параметри трiщиностiйкостi та зовнiшнього навантаже-

ння: σ = 35 МПа, ∆max = 3 · 10−5 м, σ/σ∞ = 4.

На рис. 4.17 зображенi кiнетичнi кривi зростання двох колiнеарних трi-

щин довжини 2 i 2.5 см. Рис. 4.17 а вiдповiдає випадку, коли початкова

вiдстань мiж трiщинами λ3(0) − λ2(0) = 1 см, рис. 4.17 б – випадку, коли

λ3(0)−λ2(0) = 0.7 см. Очевидно, що в обох випадках першим починає руха-

тись кiнець бiльшої трiщини, який є ближчим до меншої трiщини (i1 = 3).

В прикладi а другим починає рухатись зовнiшнiй кiнець бiльшої трiщини

(i2 = 4), у прикладi б – внутрiшнiй кiнець меншої трiщини (i2 = 2).

Блок а: тривалiсть iнкубацiйного перiоду визначається досягненням

розкриттям граничного значення у внутрiшнiй вершинi бiльшої трiщи-

ни. Дослiдження зростання починається розв’язанням одного iнтеграль-

ного рiвняння, що описує рух третьої вершини, у кожному вузлi часової

дискретизацiї перевiряється умова досягнення граничного стану в iнших

вершинах. Критичний стан далi буде досягнуто в зовнiшнiй вершинi бiль-

шої трiщини. Дослiдження зростання продовжується розв’язанням системи

двох iнтегральних рiвняння, що описують рух третьої та четвертої вершин

тощо, до завершення повiльного поширення. Можна записати номера вер-

шин у послiдовностi досягнення в них критичного стану: 3, 4, 2, 1. Блок б :
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Рис. 4.17 – Зростання колiнеарних трiщин для двох початкових вiдстаней
мiж ними (а – 1 см i б – 0.7 см)

отримано iншу послiдовнiсть номерiв вершин, у порядку досягнення в них

граничного стану: 3, 2, 4, 1.

4.5 Результати та висновки

1. Запропоновано методики розв’язання граничних задач теорiї пружно-

стi для трiщин в ортотропному тiлi за умови наявностi контакту берегiв

трiщини. Використано два вiдомих методи розв’язання, якi зводяться

до задачi Гiльберта – Прiвалова, де фiгурує невiдомий розподiл конта-

ктних напружень у першому випадку й щiльнiсть розкриття – у дру-

гому. Невiдомi розподiли знаходяться з умови вiдсутностi перекриття

берегiв. Для випадку, коли при деформуваннi середня лiнiя трiщини

не залишається на прямiй її початкового розташування, застосовано

умову перекриття берегiв, що враховує малi викривлення або повороти
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середньої лiнiї. Проiлюстровано вплив напряму армування композита

(вздовж трiщини або по нормалi до неї) та коефiцiєнта тертя мiж бере-

гами трiщини на розподiл контактних напружень. Вказано, як невра-

хування контактного напруження може вплинути на величину КIН. У

числових розв’язках розглянуто композит, механiчнi властивостi якого

моделюються за допомогою результатiв механiки композитних матерi-

алiв на основi механiчних характеристик матерiалiв компонент.

2. Iтеративна процедура пошуку розв’язку для дослiджень контакту бе-

регiв трiщини застосована при знаходженнi перемiщень берегiв трiщи-

ни в рамках МЗЗ. Використання такого пiдходу усунуло необхiднiсть

розв’язування нелiнiйних рiвнянь для знаходження границь зон зче-

плення. Порiвняння числових розв’язкiв задачi з вiдомим аналiтичним

розв’язком показали, що точнiсть визначення розкриття запропонова-

ним методом не вiдрiзняється вiд точностi класичного пiдходу. Мето-

дику проiлюстровано знаходженням нормальних i зсувних вiдривiв си-

стеми колiнеарних трiщин.

3. Запропонована методика дослiдження поширення двох колiнеарних

трiщин. Методика проiлюстрована числовими прикладами, якi iлю-

струють пiдвищення швидкостi поширення внутрiшнiх вершин системи

трiщин при їх зближеннi. Спостерiгається незначна швидкiсть пошире-

ння трiщини системи в зовнiшню сторону, яка збiгається зi швидкiстю

внутрiшньої вершини при значному вiддаленнi трiщин. Початок зро-

стання в зовнiшнi сторони пiсля об’єднання трiщин можливий тiльки

у випадку достатньо близького їхнього початкового розташування за

умови того, що пружне розкриття у вершинi об’єднаної трiщини менше

за своє граничне значення. У наведених числових прикладах остання

умова не виконується. Для таких задач момент граничного зближення

внутрiшнiх вершин можна вважати початком динамiчного розповсю-
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дження трiщин. В отриманих числових розв’язках етап динамiчного

зростання починається до об’єднання внутрiшнiх зон зчеплення; отже,

не виникає необхiдностi в розв’язаннi задачi для трiщин з об’єднаними

зонами.
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Роздiл 5

АНАЛIЗ ЗАКОНIВ ЗЧЕПЛЕННЯ-ВIДРИВУ, ЩО

ВИКОРИСТОВУЮТЬСЯ ДЛЯ ВИВЧЕННЯ

ДОКРИТИЧНОГО I КРИТИЧНОГО СТАНIВ ТIЛА З

ТРIЩИНОЮ

Метою роздiлу є визначення параметрiв докритичного i граничного станiв

тiла з трiщиною, в околi вершини якої формується зона передруйнування.

Дослiдження проводяться за допомогою МЗЗ. Слiд:

1. за заданих докритичної довжини трiщини й розмiру зовнiшнього на-

вантаження встановити розподiл зчеплення та довжину зчеплення;

2. за заданої iнтенсивностi зовнiшнього навантаження встановити грани-

чне значення довжини трiщини й вiдповiдну довжину зчеплення;

3. за заданої довжини трiщини встановити граничне значення зовнiшньо-

го навантаження й вiдповiдну довжину зчеплення.

Огляд робiт автора, на основi яких викладено роздiл. В [26, 69–71] по-

будовано визначальну систему для розподiлу нормального i зсувного зче-

плень трiщини змiшаного режиму руйнування, наведено приклади визна-

чення параметрiв граничної рiвноваги трiщини в рамках МЗЗ. Асимпто-

тичний розв’язок задачi знайдено в [65]. В [31, 168] побудовано числово-

аналiтичний алгоритм дослiдження повiльного поширення трiщини у в’яз-

копружному середовищi з використанням концепцiї незмiнностi ЗЗВ з ча-

сом. Метод визначення розкриття трiщини, запропонований у [74] для рiв-

номiрного ЗЗВ, застосовано для побудови розв’язку у випадку нерiвномiр-



213

ного закону.

Для визначення напружено-деформованого стану нескiнченної пласти-

ни з прямолiнiйною трiщиною в роздiлi 5.1 використано метод Мусхелi-

швiлi. У рамках моделi складної зони зчеплення, з урахуванням умови

скiнченностi напружень отримано горизонтальнi й вертикальнi перемiще-

ння берегiв трiщини за заданого кусково-лiнiйного розподiлу зчеплення,

наведено приклад визначення перемiщень та параметрiв граничного стану

для степеневого закону розподiлу координата-зчеплення, побудовано вираз

для роботи зчеплення. Проаналiзовано деякi найпростiшi частиннi випад-

ки (для лiнiйного й бiлiнiйного законiв розподiлу зчеплення) виразiв для

розкриття трiщини й роботи зчеплення. Отриманi асимптотичнi вирази

для умови скiнченностi напружень, роботи зчеплення та розкриття. Цi ре-

зультати використано в дослiдженнi докритичного й граничного станiв як

початкове наближення.

Пiдстановкою аналiтичних виразiв для розкриття у вузлах кусково-

лiнiйного розподiлу зчеплення у вираз для ЗЗВ й доповненням отрима-

них рiвнянь умовою скiнченностi напружень, у роздiлi 5.2 отримано си-

стему рiвнянь вiдносно параметрiв докритичного та граничного станiв для

точних i асимптотичних розв’язкiв. Для числових прикладiв використа-

но степеневий ЗЗВ у формi розмiцнення, проаналiзовано вплив параметра

форми на параметри граничного стану та збiжнiсть дослiджуваних вели-

чин при збiльшеннi кiлькостi вузлiв кусково-лiнiйного розподiлу зчеплен-

ня. Дослiджено вплив дiлянки змiцнення для двох полiномiальних ЗЗВ на

параметри докритичного i граничного станiв, а також границi можливостi

використання асимптотичних розв’язкiв.

У роздiлi 5.3 проiлюстровано використання концепцiї тонкої структури

при дослiдженнях у рамках МЗЗ. Проаналiзовано вплив параметрiв фор-

ми степеневого, двох полiномiальних i експоненцiйного ЗЗВ на параметри
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граничного стану.

У роздiлi 5.4 дослiджено повiльне зростання трiщини. В основу дослi-

дження покладено концепцiї тонкої структури та незалежностi ЗЗВ вiд

швидкостi повiльного поширення трiщини. Числовий алгоритм полягає в

послiдовному знаходженнi точок кiнетичної кривої, у кожний дискретний

момент часу задовольняється заданий зв’язок мiж в’язкопружним зчепле-

нням i вiдповiдним вiдривом.

Для дослiдження докритичного стану та граничної рiвноваги тiла з трi-

щиною в рамках МЗЗ у роздiлi 5.5 використовується апарат сингулярних

iнтегральних рiвнянь. Щiльнiсть розкриття шукається у виглядi кусково-

лiнiйної функцiї, значення якої у вузлах сiтки знаходиться шляхом задо-

волення граничних умов, що мiстять заданий зв’язок мiж зчепленням i

вiдривом. У постановку задачi включено умову плавностi змикання бере-

гiв, яка задовольняється наближено шляхом формулювання модифiкованої

постановки. Дослiдження проведено для трiщини як нормального вiдриву,

так i змiшаного режиму руйнування. В останньому випадку використана

модель складної зони зчеплення iз сумiщеними хвостами.

5.1 Перемiщень берегiв трiщини та робота зчеплення за

кусково-лiнiйного розподiлу зчеплення

Будемо вважати, що заданi параметри задачi спiввiдносяться таким чином,

що довжина нормального зчеплення бiльша за довжину зсувного зчеплен-

ня. В iншому випадку задачу можна легко переформулювати.

Будемо моделювати трiщину розрiзом довжиною 2λ вздовж осi Ox. На

продовженнях цього розрiзу вводимо додатковi розрiзи з прикладеними до

берегiв самоврiвноваженими нормальними силами зчеплення σ(x). Анало-

гiчно на вiдрiзках (−β,−γ) i (γ, β) прикладемо самоврiвноваженi зсувнi си-

ли зчеплення τ(x). Закони розподiлу σ(x) i τ(x) задаємо в кусково-лiнiйнiй
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формi iз сумiщеними вузлами спiльної дiлянки прикладання (рис. 5.1 б ).

Вимагатимемо плавного змикання берегiв трiщини, що еквiвалентно умовi

скiнченностi напружень σy i τxy у вершинi зони зчеплення (x = ±β).
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Рис. 5.1 – Схема навантаження та параметри моделi

Розподiл зчеплення (на рис. 5.1 б взято n = 4, r = 2, m = n− r):

σ(x) =


(bk − x)σk−1 + (x− bk−1)σk

Mbk
, bk−1 6 x 6 bk

0, 0 6 x < b0

,

Mbk = bk − bk−1, k = 1, . . . , n,

τ(x) =


(bk+m − x)τk−1 + (x− bk+m−1)τk

Mbk+m
, bk+m−1 6 x 6 bk+m

0, 0 6 x < bm

,

k = 1, . . . , r,

σ(−x) = σ(x), τ(−x) = τ(x).

Напруження та перемiщення для плоскої задачi лiнiйної теорiї пружно-

стi визначаються комплексними потенцiалами Φ(z) i Ω(z),
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Φ(z)± Ω(z) =



1

2πiX(z)

[ ∫
Lσ

σ(x)X(x)

x− z
dx−

− i

∫
Lτ

τ(x)X(x)

x− z
dx
]

+ 2
C0 + C1z

X(z)

−Γ2


, (5.1)

де Lσ = (−β,−λ) ∪ (λ, β), Lτ = (−β,−γ) ∪ (γ, β), Γ2 = 1
2(σ∞ − σ∞x )− iτ∞,

X(x) – значення на верхньому березi розрiзу функцiї X(z) =
√
z2 − β2,

стала C0 визначається умовами на нескiнченностi, а стала C1 – умовою

однозначностi перемiщень:

C0 =
σ∞ − iτ∞

2
, C1 = 0. (5.2)

З урахуванням (5.2) система (5.1) за вiдсутностi навантаження вздовж

трiщини (σ∞x = 0) дасть комплекснi потенцiали задачi

2π

{
Φ(z)

Ω(z)

}
= Hσ(z)− iHτ(z) +

π(σ∞ − iτ∞)z

X(z)
∓ πΓ2, (5.3)

де Γ2 = 1
2σ∞ − iτ∞. Введенi функцiї Hσ(z) i Hτ(z) пiсля обчислення iнте-

грала можна подати у виглядi

Hσ(z) =
1

iX(z)

∫
Lσ

σ(x)X(x)

x− z
dx =

n∑
k=0

σk
[
ihk(z)− 2Nkz

X(z)

]
,

Hτ(z) =
1

iX(z)

∫
Lτ

τ(x)X(x)

x− z
dx =

r∑
k=0

τk
[
igk(z)− 2Mkz

X(z)

]
,

(5.4)
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h0(z) = Q′1(z) +G0(z), hk(z) = Q′k+1(z)−Q′k(z) (0 < k < n),

hn(z) = −Q′n(z),

g0(z) = Q′m+1(z) +Gm(z), gk(z) = hm+k(z), (0 < k 6 r),

Mbk ·Q′k(z) = Qk(z)−Qk−1(z),

Gk(z) = C(z, bk)− C(z,−bk),

Qk(z) = (z + bk)C(z,−bk) + (z − bk)C(z, bk),

C(z, ξ) = ln
X̌(z)− X̌(ξ)

X̌(z) + X̌(ξ)
, X̌(z) =

√
z + β

β − z
,

N0 = R′1, Nk = R′k+1 −R′k (0 < k < n), Nn = −R′n + In − In−1, (5.5)

M0 = R′m+1, Mk = Nm+k, (0 < k 6 r), (5.6)

I ′k =
Ik − Ik−1

Mbk
, X̂ ′k =

X̂k − X̂k−1

Mbk
, R′k = bkI

′
k + X̂ ′k,

Ik = I(bk), X̂k = X̂(bk),

I(z) = 2 arctg X̌(z), X̂(z) =
√
β2 − z2.

Пiдставимо (5.4) в (5.3) i прирiвняємо вираз при z/X(z) у точках z =

±β до нуля. Отримаємо комплекснi потенцiали задачi
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2π

{
Φ(z)

Ω(z)

}
= i

n∑
k=0

σkhk(z) +
r∑

k=0

τkgk(z) ∓ πΓ2 (5.7)

та умови скiнченностi напружень

n∑
k=0

σkNk =
πσ∞

2
,

r∑
k=0

τkMk =
πτ∞

2
. (5.8)

Проiнтегруємо в (5.7). Отримаємо

2π

{
ϕ(z)

ω(z)

}
= i

n∑
k=0

σkJk(z) +
r∑

k=0

τkVk(z) ∓ πΓ2z, (5.9)

Jk(z) = J̃k(z)− i ImJ̃k(0), J̃k(z) =
∫
hk(z)dz,

Vk(z) = Ṽk(z)− i ImṼk(0), Ṽk(z) =
∫
gk(z)dz,

J̃0(z) = T ′1(z) +K0(z), J̃k(z) = T ′k+1(z)− T ′k(z) (0 < k < n),

J̃n(z) = −T ′n(z), Ṽ0(z) = T ′m+1(z) +K0(z),

Ṽk(z) = J̃m+k(z), (0 < k 6 r, m = n− r),

Mbk · T ′k(z) = Tk(z)− Tk−1(z),

Kk(z) = (z − bk)C(z, bk)− (z + bk)C(z,−bk),

Tk(z) = 1
2

[
(z − bk)2C(z, bk) + (z + bk)

2C(z,−bk)
]

+ X̂kX̂(z).

За допомогою (3.13) знайдемо
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J±k (x) = ±Jkx(x) + iJky(x), V ±k (x) = ±Vkx(x) + iVky(x),

J0x(x) = T ′1x(x) +K0x(x), J0y(x) = T ′1y(x) +K0y(x),

Jkx(x) = T ′(k+1)x − T ′kx(x), Jky(x) = T ′(k+1)y(x)− T ′ky(x),

Jnx(x) = −T ′nx(x), Jny(x) = −T ′ny(x)

(5.10)

(0 < k < n),

V0x(x) = T ′(m+1)x(x) +Kmx(x), Vkx(x) = J(m+k)x(x),

V0y(x) = T ′(m+1)y(x) +Kmy(x), Vky(x) = J(m+k)y(x)

(5.11)

(0 < k 6 r, m = n− r),

Mbk · T ′kx(x) = Tkx(x)− T(k−1)x(x),

Mbk · T ′yk(x) = Tky(x)− T(k−1)y(x),

Kkx(x) = (x− bk)Cx(x, bk)− (x+ bk)Cx(x,−bk),

Tkx(x) = 1
2

[
(x+ bk)

2Cx(x,−bk) + (x− bk)2Cx(x, bk)
]

+ X̂kX̂(x),

(5.12)

Kky(x) = −π
[
(x− bk)H(x− bk)− (x+ bk)H(x+ bk)

]
,

Tky(x) = −π
2

[
(x− bk)2H(x+ bk) + (x+ bk)

2H(x+ bk)
]
.

Перемiщення берегiв
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2π [u(x) + iv(x)]± = i
n∑
k=0

σk
[
±L1Jkx(x) + iL2Jky(x)

]
+

+
r∑

k=0

τk
[
±L1Vkx(x) + iL2Vky(x)

]
− πL1Γ2x,

(5.13)

параметри механiчних властивостей матерiалу

L =
κ + 1

2µ
, L2 =

κ − 1

2µ
.

Перепишемо (5.13) у формi

u±(x) = u0(x) ± u1(x),

v±(x) = v0(x) ± v1(x),

u1(x) =
L

2π

r∑
k=0

τkVkx(x), u0(x) = −L2

2π

n∑
k=0

σkJky(x)− Lσ∞
4
x,

v1(x) =
L

2π

n∑
k=0

σkJkx(x), v0(x) =
L2

2π

r∑
k=0

τkVky(x) + L
τ∞
2
x.

(5.14)

Функцiї J i V залежать вiд геометричних параметрiв складних зон зче-

плення λ, β i γ.

Розкриття трiщини для двох режимiв руйнування, згiдно з (5.14), на-

буває вигляду

∆I(x) =
L

π

n∑
k=0

σkJkx(x), ∆II(x) =
L

π

r∑
k=0

τkVkx(x). (5.15)

Отриманий результат дає змогу легко знайти перемiщення берегiв трi-

щини за заданих законiв розподiлу зчеплень. Спiввiдношення (5.14) є зру-

чними, коли заданi закони σ(x) i τ(x) ускладнюють аналiтичне iнтегрува-
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ння в (5.1).

Числовий приклад 1. Проiлюструємо розв’язок задачi (5.14) для по-

казникових законiв координата-зчеплення

u0

v0

v v0 1+

u u0 1+

u u0 1-

v v0 1-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-4

-2

0

2

4

6 x10-5 м

l
g

b
x, см

Рис. 5.2 – Вертикальнi та гори-
зонтальнi перемiщення берегiв

σ(x) = σmax

(
1−

[β − x
β − λ

]α)
,

x ∈ (λ, β)

τ(x) = τmax

(
1−

[β − x
β − γ

]δ)
,

x ∈ (γ, β)

за наступних значень параметрiв зада-

чi: L = 4 ГПа, ν = 0.3, σ∞ = 7 МПа,

τ∞ = 8 МПа, σmax = 30 МПа, τmax =

40 МПа та α = δ = 3 (рис. 5.2).

Числовий приклад 2. На рис. 5.3 а проiлюстровано горизонтальнi й

вертикальнi перемiщення берегiв трiщини нормального вiдриву, побудованi

на основi (5.14) для степеневого закону розподiлу координата-зчеплення

σ(x) = σmax

[x− λ
β − λ

]α
(5.16)

за наступних значень параметрiв задачi: L = 4 ГПа, ν = 0.3, σ∞ = 7 МПа,

σmax = 30 МПа та α = 0.5.

На рис. 5.3 б наведенi горизонтальнi й вертикальнi перемiщення вздовж

зони зчеплення для вказаних значень параметра форми α закону (5.16).

При α = 0 отримаємо рiвномiрний закон розподiлу. Спостерiгаємо суттєве

зменшення довжини зчеплення зi зменшенням α.

Найпростiшi моделi складної зони зчеплення. В [91] отримано

розв’язки для найпростiшої моделi складної зони зчеплення за сумiщених

границь нормальних i зсувних зон (γ = β, рис. 5.4 а).

Для цього випадку, введенi в роботi параметри мають наступнi значен-
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Рис. 5.3 – Перемiщення берегiв трiщини нормального вiдриву (а), зчепле-
ння та вiдповiднi перемiщення для декiлькох параметрiв форми закону
координата-зчеплення (б )
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Рис. 5.4 – Найпростiшi моделi складної зони зчеплення: б – модель 1 (β –
спiльна вершина), в – модель 2 (λ – спiльний хвiст)

ня: n = r = 1, σ0 = σ1, τ0 = τ1 = σ0 · τ∞/σ∞. Геометричнi параметри (5.5),

(5.6), (5.10) i (5.11):

N0 +N1 = M0 +M1 = arccos(λ/β),

J0x(x) + J1x(x) = V0x(x) + V1x(x) = K0x(x),

J0y(x) + J1y(x) = V0y(x) + V1y(x) = K0y(x, λ)− π(x+ λ).

Використовуючи (5.14), запишемо перемiщення берегiв трiщини в ма-
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тричнiй формi

(
u±

v±

)
=

ΛT ·F±(x)

2π
+
L

4

(
−σ∞
2τ∞

)
x,

де Λ – матриця, що мiстить механiчнi характеристики матерiалу й iнтен-

сивностi зчеплення, T – операцiя транспонування, F± – вектор функцiй

геометричних характеристик:

Λ =

(
Lτ

−L2σ

Lσ

L2τ

)
, F±(x) =

(
±Kx(x, λ)

Ky(x, λ)− π(x+ λ)

)
. (5.17)

Умовою обмеженостi напружень у цьому разi є система двох рiвнянь

β = λ secBI,
σ

τ
=
σ∞
τ∞

(
BI =

πσ∞
2σ

)
,

перше з яких дозволяє визначити координату вершини зони зчеплення, а

друге накладає умову на параметр моделi τ .

Введення моделi складних зон зчеплення дає можливiсть задавати мi-

цнiсть зсувного зчеплення. Згiдно з моделлю 1, хвости вiдрiзкiв прикла-

дання нормальних i зсувних зчеплень не збiгаються (γ 6= λ, рис. 5.4 б ).

Параметри моделi n = r = 1, σ0 = σ1 = σ, τ0 = τ1 = τ . Геометричнi

параметри

N0 +N1 = arccos(λ/β), M0 +M1 = arccos(γ/β),

J0x(x) + J1x(x) = K0x(x), V0x(x) + V1x(x) = K1x(x),

J0y(x) + J1y(x) = K0y(x)− π(x+ λ), V0y(x) + V1y(x) = K1y(x)− π(x+ γ).

Перемiщення берегiв трiщини, згiдно з (5.14), набуде вигляду
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(
u±

v±

)
=

diag
{

ΛT ·G±(x)
}

2π
+
L

4

(
−σ∞
2τ∞

)
x,

де матриця Λ визначена в (5.17), G± – матриця функцiй геометричних

характеристик:

G±(x) =

(
±K1x(x)

K0y(x)− π(x+ λ)

±K0x(x)

K1y(x)− π(x+ γ)

)
,

diag – вектор дiагональних елементiв матрицi.

Умова обмеженостi напружень дає два рiвняння для визначення пара-

метрiв складної зони зчеплення за заданої напiвдовжини трiщини λ:

arccos
λ

β
= BI, arccos

γ

β
= BII

(
BII =

πτ∞
2τ

)
.

Порiвняння двох моделей складної зони зчеплення. Рис. 5.4 в

вiдповiдає моделi складної зони зчеплення зi спiльними хвостами вiдрiзкiв

прикладання сил (хвiст зони вiдповiдає вершинi фiзичної трiщини). Кон-

турнi умови вiсесиметричної задачi мають вигляд

σ±(x) = −σ∞ +

σ, x ∈ (−β,−λ) ∪ (λ, β)

0, x ∈ (−λ, λ)
,

τ±(x) = −τ∞ +

τ, x ∈ (−γ,−λ) ∪ (λ, γ)

0, x ∈ (−λ, λ)
,

∆′I(±β) = 0, ∆′II(±γ) = 0, ∆II(x) = 0, x ∈ (−β,−γ) ∪ (γ, β).

Отримано змiшану основну задачу теорiї пружностi: на дiлянцi границi

x ∈ (−γ, γ) маємо першу основну задачу з розривними напруженнями, на

дiлянцi x ∈ (−β,−γ) ∪ (γ, β) – третю (тут задано нормальне напруження

та зсувний вiдрив).
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Перемiщення берегiв трiщини, згiдно з (5.14) (r = n),

2πu±(x) = L2σ
[
π(x+ λ)−K0y(x)

]
+ L

[
±

n∑
k=0

τkJkx(x)− πσ∞
2
x
]
,

2πv±(x) = L2

n∑
k=0

τkJky(x) + L
[
±K0x(x)− πτ∞x

]
,

геометричнi параметри J i K обчисленi для b0 = λ, b1 = γ, bn = β, τ0 =

τ1 = τmax, σ0 = · · · = σn = σmax.

Отже, зсувний вiдрив

∆II(x) = u+(x)− u−(x) =
L

π

n∑
k=0

τkJkx(x)

i система рiвнянь для знаходження τk, згiдно з (5.8), набуде вигляду

n∑
k=2

τkJmk = −Jm0 − Jm1, m = 1, . . . , n− 1, (5.18)

де введено позначення Jmk = Jkx(bm).

У загальному випадку навантаження положення вершин зон зчеплення

знаходяться iз системи рiвнянь, що забезпечують скiнченнiсть напружень.

Коли навантаження представлене лише розтягувальним i зсувним розподi-

леними напруженнями на нескiнченностi, положення вершин зон нормаль-

ного (β = λ cscBI) та зсувного (γ) зчеплень знаходяться з рiвняння

n∑
k=0

τ̄kNk = BII (τ̄k = τk/τ), (5.19)

яке розв’язується сумiсно з (5.18). На кожнiй iтерацiї визначення γ число-

вим методом величини τk (k = 2, . . . , n) знаходяться iз системи (5.18). При

збiльшеннi n корiнь рiвняння (5.19) для простої схеми навантаження, що

розглядається, буде наближатися до γ = λ cscBII.
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На рис. 5.5 представленi числовi розв’язки для моделi 2: блок а – по-

ловини нормальних i зсувних вiдривiв, б – половина зсувного вiдриву на

дiлянцi, де задовольняється його рiвнiсть нулю, в – напруження вздовж зо-

ни зчеплення, г – порiвняння з розв’язками для моделi 1 та моделi без зон

зчеплення. Останнiй блок свiдчить про асимптотичну збiжнiсть розв’язку

для моделi 2 до розв’язку для моделi без зон зчеплення: при зменшеннi

рiвня зсувного навантаження на нескiнченностi горизонтальнi перемiщен-

ня наближаються до вiдповiдного розв’язку для моделi без зон зчеплення.

Також можна зробити висновок про завищене значення зсувного розкриття

у вершинi трiщини, обчисленого згiдно з моделлю 1.
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Рис. 5.5 – Порiвняння двох моделей складної зони зчеплення: модель 1 –
спiльнi вершини, модель 2 – спiльнi хвости (штриховi кривi вiдповiдають
моделi без зон зчеплення)

Робота сил зчеплення. Знайдемо роботу нормального зчеплення, роз-

подiл якого задано кусково-лiнiйною функцiєю. За докритичних рiвнiв зов-

нiшнього навантаження розкриття у вершинi трiщини, ∆(λ) є меншим за
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максимально можливе значення ∆max (рис. 5.6 а).

D

Dmax

smax

s

W

D

Dmax

smax

f
а б

D(l)

s

s0

Рис. 5.6 – Робота зчеплення W та енергiя руйнування φ

Граничний стан за заданої довжинi трiщини характеризується таким

рiвнем iнтенсивностi зовнiшнього навантаження, при якому вiдрив ∆(λ)

i робота W досягають своїх критичних значень ∆max i φ вiдповiдно

(рис. 5.6 б ). Обчислимо W як площу пiд графiком залежностi σ = T (∆):

W =

∫ β

λ
∆(x)

d

dx

[
H(x− λ)σ(x)

]
dx =

= ∆(λ)σ0 +
L

π

n∑
m=1

Mσm
Mbm

n∑
k=0

σk

∫ bm

bm−1

Jk(x)dx.

Оскiльки надалi дослiджуватимемо лише вертикальне перемiщення бе-

регiв трiщини, у пов’язаних iз ним функцiях будемо опускати iндекс x (за-

мiсть Jkx пишемо Jk, замiсть Cx – C, замiсть Kx – K).

Визначимо функцiї Uk(x) =
∫
Jk(x)dx. Обчислимо iнтеграл:

U0(x) = S ′1(x) +G(x), Uk(x) = S ′k+1(x)− S ′k(x) (0 < k < n),

Un(x) = −S ′n(x), Mbk · S ′k(x) = Sk(x)− Sk−1(x),

(5.20)
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G(x) =
∫
K(x)dx =

= 1
2

[
(x− λ)2C(λ, x)− (x+ λ)2C(−λ, x)

]
+ λX̂(λ)I(x),

G(λ) = λ[K(λ) + X̂(λ)I(λ)], G(β) = πλX̂(λ),

(5.21)

Sk(x) = 1
6

[
(x+ bk)

3C(−bk, x) + (x− bk)3C(bk, x)
]

+

1
3X̂(bk)

[
X̂2(bk)I(x) + 2xX̂(x)

]
(0 6 k < n),

Sn(x) = 0, Sk(β) = π
3X̂

3(bk),

Sk(bk) = 4
3b

3
k ln

bk
β

+ 1
3X̂

2(bk)
[
X̂(bk)I(bk) + 2bk

]
.

(5.22)

Робота зчеплення

W =
L

π

{
σ0

n∑
k=0

σkJ0k +
n∑

m=1

Mσm
Mbm

n∑
k=0

σkMUmk
}
, (5.23)

де введенi позначення Jmk = Jk(bm), MUmk = Umk − U(m−1)k та Umk =

Uk(bm).

Для великих значень n можна скористатись наближеною формулою, що

не вимагає обчислення величин Umk:

W =
L

π

{
σ0

n∑
k=0

σkJ0k +
n∑

m=1

Mσm

n∑
k=0

σk
2

[
Jmk + J(m−1)k

]}
. (5.24)

Частиннi випадки виразiв для розкриття та роботи зчеплення.

Розглянемо найпростiшi частиннi випадки отриманих розв’язкiв.

При n = 1
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∆(x) =
L

π

[
σ0J0(x) + σ1J1(x)

]
.

В вершинi трiщини

J00 = J0(λ) = 2λ ln
β

λ
− J01, J01 = J1(λ) = β + λ− 2λ2

β − λ
ln
β

λ
, (5.25)

∆(λ) =
L

π

[
−
(
λ+ β − 2λβ

β − λ
ln
β

λ

)
σ0+

+
(
λ+ β − 2λ2

β − λ
ln
β

λ

)
σ1

]
.

(5.26)

Якщо ε = (β − λ)/λ – мала величина, з точнiстю до O(ε3)

∆(λ) =
L

π

[
− ε

3
σ0 + 2

(
1− ε

3

)
σ1

]
λε.

Вiд’ємнiсть множника при σ0 в (5.26) призводить до некоректностi отри-

маного розв’язку при σ1 = 0 через те що вираз ∆(λ) стає вiд’ємним. Вимога

додатностi цього виразу дає

σ0

σ1
<
β2 − λ2 − 2λ2 ln(β/λ)

β2 − λ2 − 2λβ ln(β/λ)
=

6

ε
+O(1).

Умова коректностi розв’язку при σ0, σ1 6= 0 набуде вигляду

σ0 <
6σ1

ε
.

Далi запишемо умову скiнченностi напружень. Коефiцiєнти (5.5) при

n = 1 приймають наступнi значення

N0 =
β

β − λ
arccos

λ

β
−

√
β + λ

β − λ
, N1 =

√
β + λ

β − λ
− λ

β − λ
arccos

λ

β
,
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умова (5.8) запишеться наступним чином

βσ0 − λσ1

β − λ
arccos

λ

β
+ (σ1 − σ0)

√
β + λ

β − λ
=
πσ∞

2
.

Робота зчеплення, згiдно з (5.23),

W =
L

π

[
(J00σ0 + J01σ1)σ0 +

σ1 − σ0

β − λ
(MU10σ0 + MU11σ1)

]
, (5.27)

де коефiцiєнти J00 i J01 вже визначенi в (5.25), а Umk визначаються через

Smk = Sk(bm) i Gm = G(bm) (G0 = G(λ), G1 = G(β)) з виразiв (5.20):

MU11 =
S10 − S00

β − λ
, MU10 = −MU11 +G1 −G0,

S10 − S00 = 2
3λ
[
2λ2 ln(β/λ)− X̂2(λ)

]
+ 1

3X̂
3(λ)

[
π − I(λ)

]
,

G1 −G0 = λ
[
X̂(λ)[π − I(λ)] + 2λ ln(β/λ)

]
.

Остаточно перепишемо (5.27):

W =
L

π

{
J00σ

2
0 + J01σ0σ1 +

S10 − S00

(β − λ)2
(σ1 − σ0)

2 +
G1 −G0

β − λ
σ0(σ1 − σ0)

}
.

Якщо ε = (β − λ)/λ – мала величина,

J00 = O(ε2), J01 = 2λε+O(ε2),

N0 = 1
3

√
2ε+O(ε3/2), N1 = 2

3

√
2ε+O(ε3/2),

S10 − S00

(β − λ)2
= 8

9λε+O(ε2),
G1 −G0

β − λ
= 2

3λε+O(ε2).
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Нехтуючи величинами порядку ε3/2, перепишемо вирази для роботи зче-

плення та умови скiнченностi напружень

W =
L

π
2λε
[σ0 + 2σ1

3

]2

, 2ε =
[ 3πσ∞
2(σ0 + 2σ1)

]2

.

Пiдставимо другий вираз до першого та врахуємо, що КIН задачi KI =

σ∞
√
πλ. Отримаємо вiдоме спiввiдношення

W =
K2

I

E
.

При n = 1, σ0 = σ1 = σ маємо рiвномiрний розподiл зчеплення

(рис. 5.7 a). Розкриття вздовж зони й у вершинi трiщини:

∆(x) =
L

π
σK(x), ∆(λ) =

L

π
σ · 2λ ln

β

λ
, (5.28)

K(x) = (x− λ)C(x, λ)− (x+ λ)C(x,−λ),

C(∓λ) = ln

√
(β + x)(β ± λ)−

√
(β − x)(β ∓ λ)√

(β + x)(β ± λ) +
√

(β − x)(β ∓ λ)
;

робота зчеплення

W =
L

π
σ2 · 2λ ln

β

λ
.

l b

x

smax

s

x

smax

s

x

smax s1
s2

s

b =l+g(b-l)1

а б в

l b l b

Рис. 5.7 – Лiнiйнi й бiлiнiйнi розподiли координата-зчеплення
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При σ0 = 0, σ1 = σ (рис. 5.7 б )

∆(x) =
L

π
σ
T0(x)

β − λ
, ∆(λ) =

L

π
σ
[
λ+ β − 2λ2

β − λ
ln
β

λ

]
, (5.29)

T0(x) = 1
2

[
(x+ λ)2C(x,−λ) + (x− λ)2C(x, λ)

]
+
√

(β2 − λ2)(β2 − x2).

При n = 2, σ0 = 0, σ1 6= 0 (рис. 5.7 в)

π

L
∆(x) = σ1J1(x) + σ2J2(x) =

=
(
− σ1

[ 1

Mb1
+

1

Mb2

]
+

σ2

Mb2

)
T1(x) +

σ1

Mb1
T0(x),

розкриття у внутрiшньому вузлi визначається виразом

π

L
∆(b1) =

(
− σ1

[ 1

Mb1
+

1

Mb2

]
+

σ2

Mb2

)
T1(b1) +

σ1

Mb1
T0(b1),

T1(b1) = 2b2
1 ln

b1

β
+ β2 − b2

1.

Введемо параметр γ вiдповiдно до рис. 5.7 в. Якщо ε = (β−λ)/λ – мала

величина

T0(b1) = f(γ)λ2ε2 +O(ε3), T1(b1) = 2(1− γ)2λ2ε2 +O(ε3),

f(γ) =
γ2

2
ln

1−
√

1− γ
1 +
√

1− γ
+ (2− γ)

√
1− γ.

Тодi, з точнiстю до O(ε2)

∆(b1) =
L

π

[
− 2(1− γ)− f(γ)

γ
σ1 + 2(1− γ)σ2

]
λε.
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Величина 2(1 − γ) − f(γ) є невiд’ємною, тому при σ2 = 0 отримаємо

∆(b1) 6 0. Отже, розв’язок задачi за бiлiнiйного закону розподiлу зчепле-

ння з нульовими значеннями напружень на обох границях зони є некоре-

ктним. При σ2 > 0 розв’язок буде коректним за виконання умови

σ1

σ2
< g(γ), g(γ) =

2γ(1− γ)

2(1− γ)− f(γ)
.

Функцiя g(γ) наведена на рис. 5.8.

Зазначимо також, що коректнiсть розв’язку не забезпечує лише умова

додатностi вiдриву у вузлi сiтки. За додатного вiдриву в усiх вузлах ста-

ти вiд’ємним може вiдрив, обчислений мiж вузлами. Єдиним виходом для

уникнення такої ситуацiй є збiльшення кiлькостi вузлiв сiтки.

g

g

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
10

0

10
1

10
2

Рис. 5.8 – Функцiя, що визначає коректнiсть розв’язку

Асимптотичнi представлення для вiдривiв, умови скiнченностi

напружень та роботи зчеплення. Розглянемо кусково-лiнiйний розпо-

дiл зчеплення з рiвновiддаленими вузлами. Введемо малий параметр

ε =
Mb

λ
, Mb =

λ− β
n

.

Тодi, координати вузлiв сiтки можна записати у виглядi

bk = λ(1 + kε) (0 6 k 6 n), β = bn = λ(1 + nε).
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Знайдемо першi члени розкладу виразiв (5.5) та (5.12) за малим пара-

метром ε. Введемо позначення

yk =
√
n− k, wmk = ln

∣∣∣yk − ym
yk + ym

∣∣∣
та пiдставимо

bk = λ(1 + kε), X̌(bk) = y−1
k

√
n+ k + 2ε−1, X̌(−bk) = X̌−1(bk) (5.30)

в (5.12). Отримаємо

K(bm) = qmbε+O(ε2),
Tk(bm)

Mb
= tmkλε+O(ε2), (5.31)

q0 = 2n, qm = mwm0 + 2ymy0 (0 < m < n), qn = 0,

tmk = 1
2(m− k)2wmk + (2n− k −m)ymyk, (m < k < n),

tmn = 0, tmm = 2(n−m)2, tkm = tmk.

Пiдставимо (5.31) в (5.10). Отримаємо

Jk(bm) = amk · Mb+O(ε2), (5.32)

am0 = tm1 − tm0 + qm,

amk = tm(k−1) − 2tmk + tm(k+1) (0 < k < n), amn = tm(n−1).

(5.33)

Далi, пiдставимо (5.30) в (5.5). Отримаємо
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Nk =
2

3

√
2ε ck +O

(
ε3/2
)
, (5.34)

c0 = y3
1 − y3

0 +
3

2
y0, ck = y3

k−1 − 2y3
k + y3

k+1 (0 < k < n), cn = 1. (5.35)

Наведемо коефiцiєнти amk, ck для n = 1:

a = (0 2), c = (1
2 1) (5.36)

i n = 2:

a =

(
−4 + 3

√
2 + γ

2−
√

2 + γ

8− 6
√

2− 2γ

−4 + 3
√

2 + γ

3
√

2 + γ

2

)
,

c =
(

1− 1
2

√
2 2
√

2− 2 1
)
,

(5.37)

де γ =
1

2
ln

√
2− 1√
2 + 1

.

Отже, за допомогою (5.32), з точнiстю до малих величин порядку ε2,

можна визначити розкриття трiщини (5.15) у вузлових точках:

∆(bm) =
L

π
· Mb ·

n∑
k=0

amkσk. (5.38)

Умову скiнченностi напружень (5.8) запишемо за допомогою (5.34), не-

хтуючи малими величинами порядку ε3/2,

2

3

√
2
Mb

λ

n∑
k=0

ckσk =
πσ∞

2
. (5.39)

Отримаємо розклад за малим параметром ε виразу для роботи зчепле-

ння (5.23). Для цього за допомогою (5.20) запишемо геометричнi характе-

ристики, що входять у вираз (5.23), у формi
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MUm0

Mb
=

MSm1 − MSm0

(Mb)2
+

MGm

Mb
,

MUmk
Mb

=
MSm(k+1) − 2MSmk + MSm(k−1)

(Mb)2
,

MUmn
Mb

=
MSm(n−1)

(Mb)2
,

(5.40)

де введено позначення MSmk = Smk − S(m−1)k, MGm = Gm − Gm−1, Gm =

G(bm), функцiя G(x) визначена в (5.21).

Знайдемо першi члени розкладу виразiв (5.22) при x = bk, Smk = Sk(bm)

за малим параметром ε:

Smk
(Mb)2

= πby3
k

[ 4

3
√

2ε
+
n+ k

2

√
2ε
]

+ smkλε+O(ε3/2),

MSmk
(Mb)2

= [smk − s(m−1)k]λε+O(ε3/2), (5.41)

smk = 1
6(m− k)3wmk − 1

9(8n2 + 3m2 − 3k2 − 14nm− 2nk + 8km)ymyk,

smn = snk = 0, smm = −8
9(n−m)3.

Зауважимо, що матриця з елементiв smk, на вiдмiну вiд матриця з еле-

ментiв tmk, не є симетричною. Отримаємо першi члени розкладу виразiв

(5.21). Спочатку знайдемо

Gm

Mb
= πλy0

(√2

ε
+
n

4

√
2ε
)

+ rmbε+O(ε3/2),

rm = 1
2m

2wm0 − 1
3(2n− 5m)y0ym.

Тодi
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MGm

Mb
= (rm − rm−1)λε+O(ε3/2). (5.42)

Пiдставимо (5.41) i (5.42) в (5.40) та знехтуємо доданками порядку ε3/2.

Отримаємо

MUmk
Mb

= (umk − u(m−1)k)Mb,

u00 = s01 − s00 − 2
3n

2, um0 = sm1 − sm0 + rm,

umk = sm(k−1) − 2smk + sm(k+1), umn = sm(n−1).

Вираз (5.23) тепер можна переписати в наступний спосiб

W =
L

π
Mb
{
σ0

n∑
k=0

σka0k +
n∑

m=1

Mσm

n∑
k=0

σk[umk − u(m−1)k]
}
. (5.43)

Також запишемо вираз для роботи зчеплення на основi наближеної фор-

мули (5.24):

W =
L

π
Mb
{
σ0

n∑
k=0

σka0k +
n∑

m=1

Mσm

n∑
k=0

σk
2

[amk + a(m−1)k]
}
. (5.44)

Коефiцiєнти a, c i u в (5.38), (5.39), (5.43) та (5.44) не залежать вiд

координат границь зони зчеплення λ i β.

Визначення параметрiв граничного стану для заданого закону

координата-зчеплення. Розглянемо спочатку два найпростiшi частиннi

випадки, що вiдповiдають розмiрностi задачi n = 1. Маємо задати лише

значення зчеплення на границях зони прикладання.

При σ0 = σ1 = σ маємо рiвномiрний розподiл зчеплення (для стислостi

будемо писати σ замiсть σmax). Використаємо критерiй критичного роз-
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криття (1.18). Прирiвняємо другий вираз з (5.28) до ∆max та доповнимо

отримане рiвняння умовою скiнченностi напружень (перший вираз в (5.8)).

За заданого рiвня зовнiшнього навантаження отримаємо визначальнi рiв-

няння для границь зони зчеплення (критичної напiвдовжини трiщини λ i

вiдповiдного положення вершини зони β) у станi граничної рiвноваги:


2λ ln(β/λ) = A

arccos(λ/β) = B

, A =
π∆max

Lσ
, B =

πσ∞
2σ

.

Звiдки

λ =
A

2 ln(cscB)
, β = λ cscB.

Якщо ε = (β − λ)/λ – мала величина, з точнiстю до O(ε3/2) знайдемо

λ =
A

B2
, β − λ =

A

2
=
π

8

Eφ

σ2
, (5.45)

де використано спiввiдношення φ = σ∆max.

При n = 1, σ0 = 0, σ1 = σ з урахуванням (5.10) i другого виразу в (5.29)

отримаємо наступну розв’язувальну систему

2λ2

β − λ
ln
λ

β
+ λ+ β = A√

β + λ

β − λ
− λ

β − λ
arccos

λ

β
= B.

Якщо ε = (β − λ)/λ – мала величина, з точнiстю до O(ε3/2) знайдемо

λ =
D

2
, β − λ =

A

2
, (5.46)

причому параметр
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D =
8A

9B2
=

32∆maxσ

9πLσ2
∞

(5.47)

пов’язує параметри трiщиностiйкостi ∆max i σ, пружну сталу L та iнтен-

сивнiсть зовнiшнього навантаження σ∞. Згiдно з (5.46), D приблизно до-

рiвнює (чим менше довжина зчеплення, тим точнiше) критичнiй довжинi

трiщини, якщо iнтенсивнiсть зчеплення лiнiйно залежить вiд координати

та змiнюється вiд нуля у хвостi зони до σ у її вершинi.

Порiвняння (5.45) i (5.46) вказує на суттєвий вплив закону розподiлу

координата-зчеплення на параметри граничного стану: за однакової дов-

жини зчеплення критична довжина трiщини вiдрiзняється для двох зазна-

чених випадкiв бiльше нiж у два рази.

Далi з’ясуємо, чи збережеться тенденцiя впливу закону координата-

зчеплення лише на критичну довжину трiщини для промiжних форм за-

кону.

Використовуючи умови досягнення вiдривом у вершинi трiщини макси-

мального значення та скiнченностi напружень у вершинi зони зчеплення

(5.8), запишемо систему для визначення параметрiв стану граничної рiвно-

ваги

L

π

n∑
k=0

σkJk(λ) = ∆max,
n∑
k=0

σkNk =
πσ∞

2
. (5.48)

Система (5.48) мiстить два рiвняння для визначення λ i β в граничному

станi.

Числовi розв’язки. Для закону (5.16) наведемо розв’язки системи

(5.48) залежно вiд параметра форми α. Кривi 2 на рис. 5.9 вiдповiдають па-

раметрам граничного стану, обчисленим на основi асимптотичного розв’яз-

ку. Параметри задачi, якi використано при побудовi числових розв’язкiв:

L = 4 ГПа, σ = 30 МПа, σ∞ = 7 МПа, ∆max = 3·10−5 м; розмiрнiсть систе-
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ми (5.48) n = 1000. Спостерiгаємо суттєву залежнiсть критичної довжини

та вiдповiдної вiдносної довжини зчеплення вiд параметра форми. Також

вiдзначимо суттєве зниження енергiї руйнування зi збiльшенням параметра

форми.
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Рис. 5.9 – Залежнiсть параметрiв стану граничної рiвноваги вiд параметрiв
форми за заданого закону координата-зчеплення

5.2 Визначення закону розподiлу зчеплення для докритичного

та граничного станiв

Використавши заданий закон T (∆) та умову скiнченностi напружень (5.8),

запишемо систему для визначення параметрiв докритичного стану:

T̄
[
∆̄m(σ̄)

]
= σ̄m (m = 0, . . . , n− 1),

n∑
k=0

σ̄kNk = B, (5.49)
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∆̄m(σ̄) = A−1
n∑
k=0

σ̄kJk(bm), A =
π∆max

Lσ
, B =

πσ∞
2σ

, T̄ =
T

σ
,

σ̄ – вектор величин вiдносних зчеплень у вузлах сiтки:

σ̄ = (σ̄0 σ̄1 . . . σ̄n) , σ̄k =
σk
σ

(0 6 k 6 n),

σ – мiцнiсть зчеплення.

Система (5.49) мiстить n+ 1 рiвняння для визначення n+ 1 невiдомих:

значень σ̄k (k = 0, . . . , n− 1), якi набуває зчеплення у вузлових точках, та

положення вершини зони bn = β.

Визначальну систему рiвнянь для знаходження параметрiв розподiлу

зчеплення для граничного значення λ = λ∗ отримаємо з (5.49) внесенням

додаткової змiнної λ = b0, яка й буде критичною довжиною трiщини за

заданого рiвня зовнiшнього навантаження (при λ < λ∗ маємо докрити-

чнi рiвнi навантаження). В граничному станi, коли розкриття трiщини в її

вершинi сягає максимального значення ∆max, згiдно з бiльшiстю ЗЗВ, вiд-

повiдне значення зчеплення σ0 дорiвнює нулю. Реалiзуємо це положення

пiдсумовуванням в (5.49) вiд одиницi. Ще одним важливим зауваженням

до побудови визначальної системи для параметрiв граничного стану є на-

ступне. Для деяких ЗЗВ похiдна в точцi ∆ = ∆max дорiвнює нулю або не

iснує. При використаннi числових методiв розв’язання цей факт суттєво

впливає на оптимiзацiю розрахункiв. Тому доцiльно замiнити перше рiв-

няння системи на рiвняння ∆̄(λ) = 1. Отже, визначальна система набуде

вигляду

A−1
n∑
k=1

σ̄kJk(λ) = 1, T̄
[
∆̄m

]
= σ̄m,

n∑
k=1

σ̄kNk = B, (5.50)
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m = 1, . . . , n− 1, ∆̄m = A−1
n∑
k=1

σ̄kJk(bm).

Система (5.50) мiстить n+ 1 рiвняння для визначення n+ 1 невiдомих:

критичної напiвдовжини трiщини b0 = λ∗, вiдповiдної точки вершини зони

bn = β∗ та значень σ̄k (k = 1, . . . , n− 1). Величини bk (k = 0, . . . , n) є пара-

метрами величин Jk та Nk. При заданому рiвнi зовнiшнього навантаження

σ∞ двi з величин bk – b0 i bn є невiдомими, iншi можна розподiлити (напри-

клад, рiвномiрно) мiж b0 i bn. За заданої напiвдовжини трiщини λ, замiсть

невiдомої λ в системi (5.50) невiдомою стане σ∞, яку можна легко виклю-

чити з останнього рiвняння, зменшивши порядок системи на одиницю.

Побудуємо рiвняння для визначення параметрiв докритичного стану на

основi асимптотичних виразiв для розкриття трiщини у вузлових точках

кусково-лiнiйного розподiлу зчеплення (5.38), використовуючи умову скiн-

ченностi напружень (5.39).

У введених позначеннях вiдноснi розкриття у вузлових точках набудуть

вигляду

∆̄m = ∆̄(bm) = A−1 · Mb · Pm(σ̄) (0 6 m < n), ∆̄n = 0, (5.51)

де

Pm(σ̄) =
n∑
k=0

amkσ̄k, (5.52)

amk визначенi в (5.33). Умова скiнченностi напружень:

2

3

√
2
Mb

λ
Q(σ̄) = B, (5.53)

де
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Q(σ̄) =
n∑
k=0

ckσ̄k, (5.54)

ck визначенi в (5.35).

Згiдно з (5.49), визначальна система для параметрiв докритичного стану

набуде вигляду

T̄
[
A−1 · Mb · Pm(σ̄)

]
= σ̄m,

2

3

√
2
Mb

λ
Q(σ̄) = B, (5.55)

m = 0, . . . , n− 1. Визначимо з останнього рiвняння цiєї системи крок сiтки

Mb =
9λB2

8Q2(σ̄)
(5.56)

i пiдставимо в першi n рiвнянь. Отримаємо визначальну систему для зна-

чень вiдносних зчеплень у точках сiтки:

T̄
[λPm(σ̄)

DQ2(σ̄)

]
= σ̄m, m = 0, . . . , n− 1, (5.57)

де, як i ранiше (див. (5.47)), D = 8A/(9B2). Пiдставимо отриманий розв’я-

зок системи (5.57) в (5.56) та знайдемо довжину зчеплення.

Отже, розв’язання задачi звелося до знаходження коренiв нелiнiйної

системи (5.57), яке суттєво спрощується через те, що легко можна знайти

матрицю Якобi системи функцiй

Fm(σ̄) = T̄
[λPm(σ̄)

DQ2(σ̄)

]
− σ̄m, m = 1, . . . , n− 1.

Дiйсно, елементи матрицi Якобi:

∂Fm
∂σ̄s

=
∂T̄
[
∆̄m(σ̄)

]
∂∆̄

∂∆̄

∂σ̄s
− δms,

∂∆̄

∂σ̄s
=

λ
[
amsQ(σ̄)− 2csPm(σ̄)

]
DQ3(σ̄)

,

(5.58)
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δ – символ Кронекера.

Стан граничної рiвноваги. Визначимо критичну довжину трiщини,

вiдповiдну довжину зчеплення та розподiл зчеплення для заданих iнтен-

сивностi зовнiшнього навантаження та ЗЗВ на основi асимптотичних вира-

зiв для розкриття трiщини у вузлових точках кусково-лiнiйного розподiлу

зчеплення (5.38) та для умови скiнченностi напружень (5.39).

Згiдно з (5.50), (5.51) i (5.53), визначальна система для параметрiв стану

граничної рiвноваги запишеться в такий спосiб

A−1 · Mb · P0(σ̄) = 1, T̄
[
A−1 · Mb · Pm(σ̄)

]
= σ̄m,

2

3

√
2
Mb

λ
Q(σ̄) = B, m = 1, . . . , n− 1.

(5.59)

Для критичного стану σ̄0 = 0 i пiдсумовування у виразах для Pm(σ̄) i

Q(σ̄), (5.52) i (5.54) вiдповiдно, проводимо вiд k = 1.

Визначимо з першого рiвняння системи (5.59) A−1 · Mb i пiдставимо в

наступнi n− 1 рiвняння. Отримаємо визначальну систему для значень вiд-

носних напружень у точках сiтки:

T̄
[Pm(σ̄)

P0(σ̄)

]
= σ̄m, m = 1, 2, . . . , n− 1; (5.60)

при знайденому σ̄ критичну довжину трiщини та вiдповiдну довжину зче-

плення визначимо з першого й останнього рiвнянь системи (5.59):

λ = D
Q2(σ̄)

P0(σ̄)
, β − λ =

nA

P0(σ̄)
. (5.61)

За заданою напiвдовжиною трiщини λ критичний рiвень зовнiшнього

навантаження можна знайти за допомогою виразу

σ∞ =
4σQ(σ̄)

3π

√
2A

λP0(σ̄)
.
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Отже, розв’язання задачi звелося до знаходження коренiв нелiнiйної

системи (5.60). Елементи матрицi Якобi системи функцiй

Fm(σ̄) = T̄
[Pm(σ̄)

P0(σ̄)

]
− σ̄m, m = 1, . . . , n− 1

знайдемо у виглядi

∂Fm
∂σ̄s

=
∂T̄
[
∆̄m(σ̄)

]
∂∆̄

∂∆̄

∂σ̄s
− δms,

∂∆̄

∂σ̄s
=

amsP0(σ̄)− a0sPm(σ̄)

P 2
0 (σ̄)

,

(5.62)

δ – символ Кронекера.

Приклади визначення параметрiв докритичного та критично-

го станiв для степеневого та полiномiальних ЗЗВ. Проiлюструємо

отриманi розв’язки для ЗЗВ у степеневiй формi розмiцнення

T (∆̄) = σ(1− ∆̄)α, ∆̄(x) =
∆(x)

∆max
. (5.63)

З огляду на те, що енергiя руйнування для цього ЗЗВ

φ = ∆max

∫ 1

0
T (∆̄)d∆̄ =

σ∆max

α + 1
,

параметр моделi ∆max при заданiй мiцностi зчеплення σ та енергiї руйну-

вання φ визначиться наступним чином

∆max =
(α + 1)φ

σ
.

Такий пiдхiд використовує ∆max не як параметр трiщиностiйкостi, а як

характеристичну довжину, яка асоцiюється з двома параметрами трiщи-

ностiйкостi (мiцнiстю зчеплення та енергiєю руйнування) та параметрами

форми ЗЗВ.

Далi отримаємо визначальнi рiвняння для параметрiв докритичного та
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граничного станiв, на основi асимптотичного представлення для вiдривiв

та умови скiнченностi напружень.

Визначальна система для параметрiв докритичного стану (5.57):

[
1− λPm(σ̄)

DQ2(σ̄)

]α
= σ̄m, m = 0, . . . , n− 1. (5.64)

Перепишемо цю систему у формi F(σ̄) = 0 i знайдемо її якобiан

(∂Fm/∂σ̄s), m, s = 0, . . . , n− 1:

Fm(σ̄) = nλPm(σ̄)−D · (1− σ̄%m)Q2(σ̄), % = 1/α,

∂Fm(σ̄)

∂σ̄s
= λ ams −DQ(σ̄)

(
2 [1− σ̄%m] cs − %σ̄%−1

s Q(σ̄)δms
)
,

що дозволяє ефективне використання числового методу розв’язання систем

нелiнiйних рiвнянь. При n = 1 система є рiвнянням (коефiцiєнти a i c

виписанi в (5.36)):

2λ = D(1− σ̄%0)
[σ̄0

2
+ 1
]2

,

визначивши з якого σ̄0, згiдно з (5.56), отримаємо довжину зчеплення

β − λ =
9λB2

2(σ̄0 + 2)2
.

При n = 2 система (5.64) має вигляд

λ(a00σ̄0 + a01σ̄1 + a02) = D(1− σ̄%0)(c0σ̄0 + c1σ̄1 + c2)
2

λ(a11σ̄1 + a11σ̄1 + a12) = D(1− σ̄%1)(c0σ̄0 + c1σ̄1 + c2)
2,

(5.65)

визначивши звiдки σ̄0 i σ̄1, отримаємо
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β − λ =
9λB2

4(c0σ̄0 + c1σ̄1 + c2)2
. (5.66)

У визначальних рiвняннях задачi (5.65) i (5.66) значення коефiцiєнтiв a

та c наведенi в (5.37).

Будемо використовувати асимптотичний розв’язок (5.64) як початкове

наближення при числовому розв’язаннi системи для параметрiв докрити-

чного стану (5.49). Порiвняння точного й асимптотичного розв’язкiв, а

також критерiй для встановлення розмiрностi системи (5.49) будуть наве-

денi нижче.

На рис. 5.10 проiлюстровано змiну розподiлу зчеплення σ(x) i вiдпо-

вiдних вiдносних вiдривiв ∆̄(x) при збiльшеннi iнтенсивностi зовнiшнього

навантаження. Параметри числового розв’язку: L = 4 ГПа, σ = 30 МПа,

φ = 600 Н/м, α = 0.7. Також на рисунку наведено значення роботи зче-

плення, обчисленi за допомогою (5.43), для кожного значення σ∞.
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Рис. 5.10 – ЗЗВ, розподiл зчеплення та вiдносного вiдриву

У випадку степеневого ЗЗВ система (5.60) для визначення параметрiв

граничного стану набуде наступного вигляду
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[
1− Pm(σ̄)

P0(σ̄)

]α
= σ̄m, m = 1, . . . , n− 1. (5.67)

При знайденому σ̄ границi зони зчеплення визначимо з (5.61).

Запишемо систему (5.67) у формi F(σ̄) = 0 i знайдемо її якобiан

Fm(σ̄) = Pm(σ̄)− (1− σ̄%m)P0(σ̄),

∂Fm(σ̄)

∂σ̄s
= ams − (1− σ̄%m)a0s + %σ̄%−1

s P0(σ̄)δms,

що дозволяє ефективне використання числового методу розв’язання систем

нелiнiйних рiвнянь. Зауважимо, що при n = 2 система (5.60) є рiвнянням

a11σ̄1 + a12

a01σ̄1 + a02
= 1− σ̄%1 , (5.68)

визначивши з якого σ̄1, отримаємо критичну довжину трiщини та вiдпо-

вiдну довжину зчеплення

λ = D
(c1σ̄1 + c2)

2

a01σ̄1 + a02
, β − λ =

2A

a01σ̄1 + a02
. (5.69)

У розв’язувальних рiвняннях задачi (5.68) i (5.69) значення коефiцiєнтiв

amk та ck наведенi в (5.37).

Дослiдимо, як змiнюються параметри критичного стану (критична дов-

жина трiщини й вiдповiдна їй довжина зчеплення) залежно вiд кiлькостi

вузлiв кусково-лiнiйного розподiлу зчеплення. В табл. 5.1 наведенi хара-

ктеристики стану граничної рiвноваги, обчисленi за наступних значень па-

раметрiв задачi: L = 4 ГПа, σ∞ = 7 МПа, σ = 30 МПа, φ = 600 Н/м,

α = 0.7. Подвiйною вертикальною лiнiєю вiддiленi розв’язки, отриманi на

основi (5.50) i (5.59) (чим менша довжина зчеплення, тим друга система

дає точнiший розв’язок). Вiдповiдь на питання, чи достатньо близькою до

заданої величини є енергiя руйнування, що вiдповiдає числовому розв’язку
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Табл. 5.1 – Значення параметрiв граничного стану для розмiрностi задачi
n.

n λ, см β − λ, см β−λ
2λ , % λ, см β − λ, см β−λ

2λ , %

1 1.178 0.1780 7.56 1.073 0.1877 8.74
2 1.418 0.1656 5.84 1.327 0.1729 6.51
3 1.483 0.1637 5.52 1.395 0.1705 6.11
4 1.511 0.1632 5.40 1.423 0.1699 5.97
5 1.525 0.1630 5.34 1.438 0.1697 5.90
6 1.534 0.1629 5.31 1.447 0.1696 5.86
7 1.539 0.1629 5.29 1.453 0.1695 5.83
8 1.543 0.1629 5.28 1.457 0.1695 5.82
9 1.546 0.1629 5.27 1.460 0.1695 5.81
10 1.548 0.1630 5.26 1.462 0.1696 5.80

для розподiлу зчеплення, мають дати наведенi нижче результати.

В табл. 5.2 для кожного n-го наближення до розв’язку задачi наведенi

значення енергiї руйнування моделi φ1, φ2, φ3 та φ4, обчисленi згiдно з

(5.23), (5.24), (5.43) та (5.44) вiдповiдно.

Табл. 5.2 – Енергiя руйнування для отриманих розв’язкiв.

n φ1, Н/м φ2, Н/м φ3, Н/м φ4, Н/м

1 455.925 510.000 453.333 510.000
2 546.351 556.374 545.749 556.345
3 570.991 575.129 570.711 575.099
4 581.492 583.754 581.326 583.726
5 587.018 588.444 586.905 588.419
6 590.315 591.297 590.231 591.275
7 592.454 593.172 592.389 593.152
8 593.929 594.476 593.877 594.458
9 594.992 595.424 594.949 595.408
10 595.787 596.136 595.751 596.122
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В табл. 5.3 наведенi значення параметрiв граничного стану для п’ятьох

параметрiв форми степеневого закону (5.63). Подвiйною вертикальною лi-

нiєю вiддiленi розв’язки, отриманi на основi систем рiвнянь (5.50) i (5.59).

Спостерiгаємо меншу точнiсть за однакової розмiрностi задачi для ЗЗВ,

якi є ближчими до рiвномiрного закону. Зниження точностi обумовлене

сингулярнiстю похiдної функцiї T (∆̄) у точцi ∆̄ = 1.

Табл. 5.3 – Значення параметрiв граничного стану та енергiї руйнування
моделi для трьох розмiрностей задачi n i п’ятьох параметрiв форми

n λ, см β−λ
2λ , % φ1, Н/м λ, см β−λ

2λ , % φ3, Н/м

α = 0.1

10 1.425 3.73 547.62 1.381 3.97 548.28
30 1.510 3.62 580.63 1.468 3.86 580.96
50 1.529 3.61 588.08 1.487 3.84 588.30

α = 0.4

10 1.516 4.41 583.12 1.454 4.76 583.26
30 1.549 4.36 595.96 1.488 4.70 596.01
50 1.554 4.35 597.96 1.493 4.70 597.99

α = 0.7

10 1.548 5.26 595.79 1.462 5.80 595.75
30 1.557 5.24 599.32 1.472 5.77 599.31
50 1.558 5.b 599.71 1.473 5.76 599.71

α = 1.0

10 1.558 6.27 599.47 1.442 7.09 599.44
30 1.559 6.26 599.94 1.443 7.07 599.94
50 1.559 6.25 599.98 1.443 7.07 599.98

α = 1.3

10 1.560 7.43 600.54 1.408 8.68 600.55
30 1.559 7.41 600.07 1.407 8.66 600.07
50 1.559 7.41 600.03 1.407 8.66 600.03

За числовими результатами наведеними в табл. 5.3 можна зробити ви-
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сновок про критерiй вибору розмiрностi задачi n при моделюваннi розпо-

дiлу зчеплення кусково-лiнiйним розподiлом iз рiвновiддаленими вузлами.

Розмiрнiсть задачi має бути вибрана такою, щоб енергiя руйнування моде-

лi вiдрiзнялася вiд вiдповiдного параметра трiщиностiйкостi φ не бiльше,

нiж на задану величину Mφ. Так, якщо в наведеному прикладi покласти

Mφ = 1 Н/м, то для α = 1 i α = 1.3 вистачить розмiрностi 10, для α = 0.7 –

30, а для для α = 0.1 i α = 0.4 не вистачить i 50. Але немає сенсу вико-

ристовувати велику розмiрнiсть для отримання асимптотичного розв’язку.

Цiннiсть цього розв’язку полягає в тому, що його можна отримати стандар-

тними числовими методами розв’язання нелiнiйних систем, не придiляючи

особливої уваги вибору початкового наближення, а потiм використати як

першу iтерацiю для розв’язання визначальних систем (5.49) або (5.50).

Якщо енергiя руйнування, що вiдповiдає розв’язку системи (5.50), зна-

чно вiдрiзняється вiд заданого значення φ необхiдно в кусково-лiнiйний

розподiл зчеплення додавати вузли в точках найбiльшого вiдхилення вiд

заданого ЗЗВ. Саме так було отримано числовi розв’язки, наведенi на

рис. 5.11 (додавати вузли довелось лише для малих значень α). Цi числовi

результати дозволяють простежити як змiнюються параметри критичного

стану при змiнi параметра форми: зi зменшенням α (при наближенi ЗЗВ до

рiвномiрного) зменшується критична довжина зчеплення, водночас крити-

чна довжина трiщини збiльшується.
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Рис. 5.11 – Критична довжина трiщини, вiдповiднi абсолютна та вiдносна
довжини зчеплення
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Дослiдимо як залежать параметри докритичного та граничного станiв

вiд наявностi дiлянки змiцнення в ЗЗВ. Розглянемо закон у формi найпро-

стiших полiномiальних залежностей, якi мiстять один параметр форми, що

вiдповiдає за розмiр дiлянки змiцнення.

Спочатку розглянемо ЗЗВ у формi параболи

T̄ (∆̄) =
(
σ̄l∆̄ + σ̄n

) (
1− ∆̄

)
, (5.70)

де параметр моделi σ̄l визначається з умови рiвностi зчеплення в точцi екс-

тремуму мiцностi зчеплення (або рiвностi вiдносного зчеплення одиницi):

σ̄l = 2− σ̄n + 2
√

1− σ̄n.

Отже, (5.70) мiстить один параметр форми σ̄n, який дорiвнює вiдносно-

му зчепленню у вершинi зони. Енергiя руйнування

φ = σ∆max

∫ 1

0
T̄ (∆̄)d∆̄ =

σ∆max

3

(
1 + σ̄n +

√
1− σ̄n

)
.

Для побудови числових розв’язкiв будемо використовувати асимптоти-

чний розв’язок як початкове наближення при розв’язаннi систем (5.49) i

(5.50). Матрицю Якобi для числового розв’язання систем (5.57) i (5.60)

отримаємо пiдставивши

∂T̄

∂∆̄
= σ̄l − σ̄n − 2σ̄l∆̄

вiдповiдно в (5.58) i (5.62).

За допомогою залежностей, наведених на рис. 5.12, можна оцiнити, на-

скiльки точне наближення дає асимптотичний розв’язок задачi для знахо-

дження параметрiв граничного стану за допомогою системи (5.50).

Кривi 1 на цьому рисунку вiдповiдають розв’язку системи (5.60), кривi
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Рис. 5.12 – Порiвняння асимптотичного (1) та точного (2) розв’язкiв (σ∞ =
7 МПа)

2 – системи (5.50). Для знаходження критичної довжини трiщини та вiд-

повiдної довжини зчеплення для всiх значень параметра форми σn = σσ̄n

зафiксована розмiрнiсть розв’язувальної системи n = 50. Ця розмiрнiсть

забезпечує розбiжнiсть мiж розрахунковою енергiєю руйнування та вiдпо-

вiдним параметром моделi φ = 600 Н/м у межах чвертi вiдсотка, причому

ця розбiжнiсть зменшується зi збiльшенням σn, тобто зi зменшенням дi-

лянки змiцнення. Якщо похибка у визначеннi критичної довжини трiщини

практично не залежить вiд параметра форми та становить для вибраних

параметрiв задачi (σ∞ = 7 МПа, E = 4 ГПа, σ = 30 МПа) приблизно 4 %,

то зi зменшенням у два рази σn похибка у визначеннi довжини зчеплення

збiльшується вiд 4 до 12 %.

Зi зменшенням рiвня зовнiшнього навантаження розбiжностi мiж

розв’язками систем (5.60) i (5.50) зменшуються. Розв’язки цих систем для

промiжку змiни параметра форми σn вiд 15 до 30 МПа представленi на

рис. 5.13. Збережено значення всiх параметрiв задачi, що використанi для

побудови розв’язкiв рис. 5.12, окрiм σ∞, який тепер становить 5 МПа. Спо-

стерiгаємо зменшення розбiжностей мiж двома наборами параметрiв гра-

ничного стану в два рази.
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Рис. 5.13 – Порiвняння асимптотичного (1) та точного (2) розв’язкiв (σ∞ =
5 МПа)

Далi розглянемо ЗЗВ у формi кубiчного полiнома

T (∆̄) =
(
σ̄l∆̄ + σ̄n

) (
1− ∆̄

)2
, (5.71)

де параметр моделi σ̄l визначається з умови рiвностi вiдносного зчеплення

в точцi екстремуму одиницi:

4

27
σ̄l

(
1 +

σ̄n
σ̄l

)3

= 1.

Отже, ЗЗВ мiстить один параметр форми σ̄n, який дорiвнює значенню вiд-

носного зчеплення у вершинi зони. Енергiя руйнування для цього ЗЗВ

φ =
σ∆max

12
(σ̄l + 4σ̄n),

звiдки можна визначити характеристичну довжину ∆max через енергiю

руйнування φ, мiцнiсть зчеплення σ i параметр форми σn.

При σn = 0 (5.71) перетворюється на запропонований у [152] закон

T̄ (∆̄) =
27

4
∆̄(1− ∆̄)2, φ =

9

16
σ∆max.
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Матрицю Якобi для числового розв’язання систем (5.57) i (5.60) отри-

маємо пiдстановкою

∂T̄

∂∆̄
=
(
1− ∆̄

) (
σ̄l − 2σ̄n − 3σ̄l∆̄

)
в (5.58) i (5.62).

На рис. 5.14 проiлюстровано принцип побудови законiв розподiлу зче-

плення за докритичних довжин трiщини. Наведено 8 розподiлiв σ(x) i вiд-

повiдних вiдносних вiдривiв ∆̄(x) (крива 1 вiдповiдає σ∞ = 8.4 МПа, 2 –

σ∞ = 8 МПа, ..., 8 – σ∞ = 2 МПа), побудованих для ЗЗВ з φ = 600 Н/м,

σ = 30 МПа, σn = σσ̄n = 20 МПа (закон зображено на першому блоцi

рисунка).
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Рис. 5.14 – Полiномiальний ЗЗВ та вiдповiднi розподiли зчеплення та вiд-
носного вiдриву

На рис. 5.15 для трьох значень параметра σn (25 МПа – кривi 1, 20 МПа –

кривi 2 та 15 МПа – кривi 3) побудовано ЗЗВ (перший блок), а також розпо-
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дiл зчеплення (другий блок) та залежнiсть вiдриву вiд координати (третiй

блок), знайденi в умовах стану граничної рiвноваги. Розв’язки отримано

при σ∞ = 7 МПа, E = 4 ГПа, σ = 30 МПа, φ = 600 Н/м.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

5

10

15

20

25

30

1.5 1.6 1.7
0

5

10

15

20

25

30

1.5 1.6 1.7
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.8 1.8

s
,�
Ì

Ï
à

x,�ñì x,�ñì

s
,�
Ì

Ï
à

D
–

D–

1

1

1

2

2

3

3

3

Рис. 5.15 – Полiномiальний ЗЗВ та вiдповiднi розподiли зчеплення та вiд-
риву для трьох параметрiв форми

На рис. 5.16 проiлюстровано залежнiсть параметрiв граничного стану

вiд параметра форми σn. Розв’язки побудовано для тих самих параметрiв

моделi, що й у попередньому числовому прикладi.
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Рис. 5.16 – Критична довжина трiщини, вiдповiднi абсолютна та вiдносна
довжини зчеплення

Наведенi на рис. 5.15 та 5.16 залежностi свiдчать про те, що зменше-

ння σn при сталих значеннях σ та φ призводить до iстотного збiльшення

довжини зчеплення. Також зазначимо, що системи (5.60) i (5.50) не мають

розв’язкiв для величин σn менших за σ∞.
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5.3 Використання моделi зони зчеплення спiльно з гiпотезою

тонкої структури

Згiдно з концепцiєю тонкої структури, зона зчеплення розглядається ча-

стиною модельної напiвнескiнченної трiщини. Прикладене до тiла з трiщи-

ною навантаження обумовлює КIН у вершинi модельної трiщини. Умову

скiнченностi напружень можна задовольнити тiльки якщоKI, обумовлений

зовнiшнiм навантаженням нiвелюється K(2)
I , обумовленим силами зчепле-

ння: KI +K
(2)
I = 0.

x

y s(x)

s(x)

l bl=�b-l

довжина 
зчеплення

Рис. 5.17 – Напiвнескiнченна трiщина з зоною зчеплення

Комплекснi потенцiали задачi при наявностi тiльки сил зчеплення

(рис. 5.17) мають вигляд

Φ(z) = Ω(z) =
1

2πX̂(z)

∫ β

λ

σ(x)X̂(x)

x− z
dx,

ϕ(z) = ω(z) =
i

2π

∫ β

λ
σ(x)C(x, z)dx,

де

C(x, z) = ln
X̂(z)− X̂(x)

X̂(z) + X̂(x)
, X̂(z) =

√
β − z.

Для цiєї задачi КIН та вiдрив визначаються зi спiввiдношень

K
(2)
I = −

√
2

π

∫ β

λ

σ(t)

X̂(t)
dt, ∆(2)(x) =

L

π

∫ β

λ
σ(t)C(t, x)dt (5.72)
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вiдповiдно.

Вираз для вiдриву внаслiдок дiї зовнiшнього навантаження

∆(1)(x) = L

√
2

π
KIX̂(x), λ < x < β. (5.73)

Умова скiнченностi напружень

√
2

π

∫ β

λ

σ(t)

X̂(t)
dt = KI. (5.74)

Iнтеграли в (5.72) для кусково-лiнiйного представлення σ(t) можна по-

дати у формi

∫ β

λ

σ(t)

X̂(t)
dt =

n∑
k=0

σkNk,

∫ β

λ
σ(t)C(t, x)dt =

n∑
k=0

σkJk(x),

де

N0 = R′1 − I0, Nk = R′k+1 −R′k (0 < k < n), Nn = In −R′n,

Mbk ·R′k = Rk −Rk−1, Rk = R(bk),

I(t) =
∫
X̂−1(t)dt = −2X̂(t), R(t)

∫
I(t)dt = 4

3X̂
3(t),

J0(x) = T ′1(x)−K0(x), Jn(x) = Kn(x)− T ′n(x),

Jk(x) = T ′k+1(x)− T ′k(x) (0 < k < n),

Mbk · T ′k(x) = Tk(x)− Tk−1(x), Tk(x) = T (bk, x), Kk(x) = K(bk, x),
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K(t, x) =
∫
C(t, x)dt = (t− x)C(t, x) + 2X̂(t)X̂(x),

T (t, x) =
∫
K(t, x)dt = 1

2(t− x)2C(t, x)− 1
3(2β + 3x− 5t)X̂(t)X̂(x).

Пiдставимо (5.74) в (5.73) та складемо ∆(1) з ∆(2). Отримаємо вираз для

розкриття задачi в цiлому

∆(x) =
L

π

n∑
k=0

σk
[
πNkX̂(x) + Jk(x)

]
.

Робота зчеплення W = W (1) +W (2),

W (1) = 2
L

π

n∑
k=1

σkNk

[
σ0X̂0 −

2

3

n∑
m=1

Mσm
Mbm

MX̂3
m

]
,

W (2) =
L

π

[
σ0

n∑
k=0

σkJ0k +
n∑

m=1

Mσm
Mbm

n∑
k=0

σkMUmk
]
,

де

X̂m = X̂(bm), X̂3
m = X̂3(bm), MX̂3

m = X̂3
m − X̂3

m−1,

Jmk = Jk(bm) = J(bk, bm),

Umk = Uk(bm) = U(bk, bm), MUmk =
∫ bm
bm−1

Jk(x)dx = Umk − U(m−1)k,

U0(x) = S ′1(x)−G0(x), Un(x) = Gn(x)− S ′n(x),

Uk(x) = S ′k+1(x)− S ′k(x) (0 < k < n), Mbk · S ′k(x) = Sk(x)− Sk−1(x),



260

Gk(x) = G(bk, x), G0(λ) = −2(β − λ)2, G0(β) = 0, Gn(x) = 0,

Sk(x) = S(bk, x), Sk(bk) = 8
9(β − bk)3, Sk(β) = 0, Sn(x) = 0,

G(t, x) =
∫
K(t, x)dx =

= −1
2(t− x)2C(t, x)− (2β − t− x)X̂(t)X̂(x),

S(t, x) =
∫
T (t, x)dx = −1

6(t− x)3C(t, x)+

+1
9(8β2 − 3x2 + 3t2 − 2βx− 14βt+ 8xt)X̂(t)X̂(x).

Для кусково-лiнiйного розподiлу з рiвновiддаленими вузлами bm = λ+

m · Mb (m = 0, . . . , n, Mb = 1
n(β − λ)):

∫ β

λ

σ(t)

X̂(t)
dt =

4

3

√
Mb ·Q(σ),

∫ β

λ
σ(t)C(t, bm)dt = Mb · Pm(σ),

Q(σ) =
n∑
k=0

ckσk, Pm(σ) =
n∑
k=0

amkσk, σ = (σ1, . . . σn),

c0 = y3
1 − y3

0 +
3

2
y0, ck = y3

k−1 − 2y3
k + y3

k+1 (0 < k < n), cn = 1,

am0 = tm1 − tm0 − qm,

amk = tm(k−1) − 2tmk + tm(k+1) (0 < k < n), amn = tm(n−1),

qm = −mwm0 + 2ymy0 (0 < m < n), q0 = 2n,
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tmk = 1
2(m− k)2wmk − 1

3(2n+ 3m− 5k)ymyk, (m 6= k, m, k < n),

tmn = 0, tmm = −2
3(n−m)2,

wmk = ln
∣∣∣ym − yk
ym + yk

∣∣∣, ym =
√
n−m.

Для задачi в цiлому вiдриви у вузлових точках визначимо у наступний

спосiб

∆m(σ) =
L

π

[√
2π · Mb ymKI + Mb · Pm(σ)

]
, (5.75)

причому, параметри моделi мають задовольняти умовi скiнченностi напру-

жень

4

3

√
2

π
MbQ(σ) = KI. (5.76)

Послiдовно виключимо з (5.75) i (5.76) величини

Mb =
π

2

[ 3KI

4Q(σ)

]2

та KI. Отримаємо два вирази для вiдриву в точках сiтки

∆m(σ) =
9LK2

I

32
· Vm(σ)

Q2(σ)
, ∆m(σ) =

L

π
Mb · Vm(σ), (5.77)

Vm(σ) =
8

3
ymQ(σ) + Pm(σ). (5.78)

Знайдемо вираз для Vm у виглядi лiнiйної комбiнацiї σk:

Vm(σ) =
n∑
k=0

vmkσk,
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vm0 = 8
3ymc0 + am0 =

= 8
3ym(y3

1 − y3
0 + 3

2y0) + tm1 − tm0 − qm = t′m1 − t′m0 + q′m,

vmk = 8
3ymck + amk =

= 8
3ym(y3

k−1 − 2y3
k + y3

k+1) + tm(k−1) − 2tmk + tm(k+1) =

= t′m(k−1) − 2t′mk + t′m(k+1), 0 < k < n,

vmn = 8
3ymcn + amn = 8

3ymy
3
n−1 + t′m(n−1),

t′mk = 8
3ymy

3
k + tmk = 1

2(m− k)2wmk + (2n−m− k)ymyk,

q′m = 4ymy0 − qm = mwm0 + 2ymy0.

Робота зчеплення, W = W (1) +W (2),

W (1) =
8L

3π
Q(σ̄) · Mb ·

[
σ0y0 −

2

3

n∑
m=1

MσmMy
3
m

]
,

W (2) =
L

π
· Mb ·

[
σ0P0(σ̄) +

n∑
m=1

Mσm

n∑
k=1

σkMumk
]
,

де σ̄ = σ/σmax, Mumk = umk − u(m−1)k,

u00 = s01 − s00 − r0, um0 = sm1 − sm0 − rm,

umk = sm(k−1) − 2smk + sm(k+1) (0 < k < n), umn = sm(n−1),
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smk = −1
6(k −m)3wmk + 1

9(8n2 − 3m2 + 3k2 − 2nm− 14nk + 8mk)ymyk,

smn = snk = 0, smm = 8
9(n−m)3,

rm = −1
2m

2wm0 − (2n−m)ymy0 (0 < m < n), r0 = −2n2, rn = 0.

Система для визначення параметрiв докритичного стану (∆(λ) < ∆max)

матиме вигляд

T
[9LK2

I

32
· Vm(σ)

Q2(σ)

]
= σm, m = 0, . . . , n− 1,

де Vm введено в (5.78).

Систему для визначення параметрiв граничного стану (∆(λ) = ∆max)

отримаємо з другого виразу в (5.77):

L

π
Mb · V0(σ) = ∆max, T

[L
π
Mb · Vm(σ)

]
= σm, m = 1, . . . , n− 1.

Виключимо крок сiтки з першого рiвняння. Отримаємо

T̄
[Vm(σ̄)

V0(σ̄)

]
= σ̄m, m = 1, . . . , n− 1. (5.79)

На основi спiввiдношення (5.79) можна зробити висновок про зале-

жнiсть вiдносного зчеплення тiльки вiд параметрiв форми.

Визначивши σ з (5.79), можна визначити критичне значення КIН

K∗I =
4

3
Q(σ)

√
2∆max

LV0(σ)
.

Вiдмiтимо збiг отриманих результатiв iз результатами (5.38) i (5.39) для

асимптотичного розв’язку. Дiйсно, якщо покласти
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Vm(σ̄) = P ′m(σ̄) =
n∑
k=0

a′mkσ̄k,

a′m0 = 8
3ymc0 + am0 =

= 8
3ym(y3

1 − y3
0 + 3

2y0) + tm1 − tm0 − qm = t′m1 − t′m0 + q′m,

a′mk = 8
3ymck + amk =

= 8
3ym(y3

k−1 − 2y3
k + y3

k+1) + tm(k−1) − 2tmk + tm(k+1) =

= t′m(k−1) − 2t′mk + t′m(k+1),

a′mn = 8
3ymcn + amn = 8

3ymy
3
n−1 + t′m(n−1),

то

t′mk = 8
3ymy

3
k + tmk = 1

2(m− k)2wmk + (2n−m− k)ymyk,

q′m = 4ymy0 − qm = mwm0 + 2ymy0,

що збiгається з параметрами аналогiчних виразiв (5.38).

Проаналiзуємо три ранiше введеннi ЗЗВ (показниковий (5.63), два по-

лiномiальнi (5.70) i (5.71)), а також експоненцiйний закон у формi

T̄ (∆̄) = (σ̄n + σ̄l∆̄) exp(−a∆̄),

∆max =
φ

σmax
σ̄l
a

[σ̄n
σ̄l

+
1

a
−
(σ̄n
σ̄l

+
1

a
+ 1
)

exp(−a)
] , (5.80)

де параметр σ̄l визначається рiвнянням

exp
(
a
σ̄n
σ̄l
− 1
)

=
a

σ̄l
.
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Всi ЗЗВ проiлюстровано в першому рядку блокiв на рис. 5.18.

Безрозмiрна величина

√
L

φ0
K∗I =

4
√

2Q(σ̄)

3
√
V0(σ̄)

(φ0 = σmax∆max)

проiлюстрована в другому рядку блокiв на рис. 5.18. У третьому рядку

рисунка проiлюстровано безрозмiрну характеристику

β∗ − λ∗
A

=
n

V0(σ̄)
, (5.81)

яка визначає граничне значення довжини зчеплення. Вираз у правiй ча-

стинi (5.81) залежить тiльки вiд розмiрностi задачi n. Стала A залежить

вiд головних параметрiв ЗЗВ та пружного модуля:

A =
π∆max

Lσmax
.

Для рiвномiрного ЗЗВ (ЗЗВ 1: α = 0, ∆max = φ/σmax, V0(σ̄) = 2, n = 1)

та L = 10−9 Па−1, φ = 600 Н/м, стала A становить 2.1 мм i β−λ = 1.05 мм.

Щоб зона зчеплення знаходилась у межах областi K-домiнацiї необхiдно,

щоб λ < β < 1.07·λ. Отже, для вказаних параметрiв напiвдовжина трiщини

λ >
β − λ
0.07

= 15мм.

Числовi розв’язки на рис. 5.18 отримано шляхом лiнеаризацiї системи

(5.79). Якобiан системи F (σ̄) = 0,

∂Fm
∂σ̄s

=
dT̄
(
∆̄m

)
d∆̄

· vms − v0s∆̄m

V0(σ̄)
− δms,

де δms – символи Кронекера,

Fm(σ̄) = T̄
[Vm(σ̄)

V0(σ̄)

]
− σ̄m, m = 1, . . . , n− 1.
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Рис. 5.18 – Чотири ЗЗВ та вiдповiднi параметри руйнування (φ0 =
∆maxσmax)

5.4 Описання повiльного зростання трiщини у в’язкопружному

тiлi на основi моделi зони зчеплення

Будемо дослiджувати квазiстатичне стiйке зростання наявної в нескiнчен-

нiй пластинi з в’язкопружного нестарiючого матерiалу до моменту прикла-

дання навантаження трiщини нормального вiдриву в iзотермiчних умовах.

Поширення вiдбувається за сталих докритичних рiвнiв зовнiшнього наван-

таження на нескiнченностi, σ∞ внаслiдок в’язкопружних властивостей ма-

терiалу пластини. Розглядається зростання трiщини вздовж наперед вi-
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домого шляху. Це обмеження дозволяє використовувати ЗЗВ з дiлянкою

змiцнення [89]. В роздiлi використовується гiпотеза незалежностi ЗЗВ вiд

швидкостi повiльного зростання трiщини.

У момент прикладання навантаження трiщина перебуває в докрити-

чному станi – розкриття у вершинi не перевищує граничного рiвня: ∆(t =

0, λ) < ∆max. За рахунок повзучостi величина ∆(t, λ) з часом сягає свого

критичного значення ∆max, завершуючи iнкубацiйний перiод та iнiцiюючи

початок зростання розмiру трiщини. Як пiд час iнкубацiйного перiоду, так

i протягом квазiстатичного зростання є справедливим ЗЗВ:

σ(t, x) = T [∆(t, x)] , λ(t) < x < β(t),

де ∆(t, x) – величина вiдриву трiщини довжиною λ(t) з зоною зчеплення

довжиною β(t)−λ(t) у точцi x (рис. 5.19); ця величина залежить вiд iнтен-

сивностi сил зчеплення σ(t, x) та визначається розв’язком задачi лiнiйної

в’язкопружностi в iнтегральнiй формi

∆(t, x) =

∫ t

−∞
l(t− τ)∆̃′τ [x, λ(τ)]dτ. (5.82)

l(t) b(t)x

D(t,x)

T [D(t,x)]

x

Рис. 5.19 – Параметри моделi

Якщо зовнiшнє навантаження прикладене в момент часу t = 0

∆(t, x) = l(t)∆̃[x, λ(0)] +

∫ t

0
l(t− τ)∆̃′τ [x, λ(τ)]dτ, (5.83)
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∆̃(t, x) – пружний розв’язок задачi, який мiстить миттєвi в’язкопружнi

характеристики. Розв’язок (5.82) має бути знайденим за умови скiнченностi

напружень у тiлi; ця умова еквiвалентна умовi плавностi змикання берегiв

трiщини

∆̃′β[β(t), λ(t)] = 0.

Спiввiдношення (5.82) отримується за допомогою розв’язку вiдповiд-

ної задачi теорiї пружностi шляхом застосування принципу пружно-в’яз-

копружної вiдповiдностi.

Розглянемо пружну задачу з контурними умовами

σ±(x) = −σ∞ +
(bk − x)σk−1 + (x− bk−1)σk

Mbk
,

x ∈ (bk−1, bk), k = 1, . . . , n,

σ±(x) = −σ∞, x ∈ (0, λ),

σ±(−x) = σ±(x), τ±xy(x) = 0, x ∈ (−β, β),

де σk – величини зчеплення у вузлах його кусково-лiнiйного розподiлу,

Mbk = bk − bk−1, b0 = λ, bn = β. Розв’язок задачi теорiї пружностi з такими

контурними умовами записано в (5.15):

∆̄(x) = A−1
n∑
k=0

σ̄kJk(x), L =
4

E
, A =

π∆max

Lσmax
, (5.84)

E – модуль Юнга матерiалу пластини; σ̄k = σk/σmax – вiдноснi зчеплення,

якi мають задовольняти умовi скiнченностi напружень

n∑
k=0

σ̄kNk = B, B =
πσ∞
2σmax

. (5.85)
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Розв’язок (5.84) з урахуванням умови (5.85) для рiвновiддалених ву-

злiв сiтки з точнiстю до величин порядку малостi [β − λ]2 можна записати

наступним чином

∆̄(bm) =
L

D
λ
Pm(σ̄)

Q2(σ̄)
, m = 1, . . . , n, (5.86)

bm = λ+m · Mb, Mb =
9λB2

8Q2(σ̄)
, D =

32σmax∆max

9πσ2
∞

,

σ̄ = (σ̄0 σ̄1 . . . σ̄n) – вектор вiдносних зчеплень у вузлах сiтки;

Pm(σ̄) =
n∑
k=0

amkσ̄k, Q(σ̄) =
n∑
k=0

ckσ̄k,

am0 = tm1 − tm0 + qm,

amk = tm(k−1) − 2tmk + tm(k+1) (0 < k < n), amn = tm(n−1),

q0 = 2n, qm = mwm0 + 2ymy0 (0 < m < n), qn = 0,

tmk = 1
2(m− k)2wmk + (2n− k −m)ymyk, (m < k < n),

tmn = 0, tmm = 2(n−m)2, tkm = tmk,

c0 = y3
1 − y3

0 + 3
2y0, ck = y3

k−1 − 2y3
k + y3

k+1 (0 < k < n), cn = 1,

yk =
√
n− k, wmk = ln

∣∣∣yk − ym
yk + ym

∣∣∣.
Для пружного розв’язку (5.86) запишемо його в’язкопружний аналог у

формi (5.83). Скориставшись принципом пружно-в’язкопружної вiдповiд-

ностi, знайдемо
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L(t) = L−1
{ 4

s2L{E(t)}

}
,

де L та L−1 – пряме та обернене перетворення Лапласа, E(t) – характери-

стика релаксацiї матерiалу (в’язкопружний аналог модуля Юнга). Отже,

в’язкопружний аналог виразу (5.86) матиме вигляд

∆[t, bm(t)] = l(t)∆̃[bm(t), λ(0)] +

∫ t

0
l(t− τ)∆̃′τ [bm(t), λ(τ)]dτ. (5.87)

В кожний момент часу напружено-деформований стан в околi трiщини

визначається системою рiвнянь

T̄
(
∆̄[t, bm(t)]

)
= σ̄[t, bm(t)], m = 1, . . . , n, (5.88)

де T̄ (∆̄) = T (∆̄)/σmax, ∆̄ = ∆/∆max.

Протягом iнкубацiйного перiоду довжина трiщини не змiнюється (b0(t)

дорiвнює початковому розмiру трiщини) – система (5.88) має невiдомими

величини σ̄[t, bm(t)], m = 0, . . . , n. При зростаннi трiщини невiдомими си-

стеми (5.88) буде b0(t) та σ̄[t, bm(t)], m = 1, . . . , n.

Будемо розв’язувати систему (5.88) у моменти часу tk = k·Mt, k = 0, . . . .

Введемо позначення bi,j = bj(ti) – координата j-го вузла сiтки в момент

часу ti. Тодi (див. рис. 5.20)

∆̃′τ [bk,m, λ(τ)] =
∆̃[bk,m, λ(ti)]− ∆̃[bk,m, λ(ti−1)]

Mt
, ti−1 6 τ 6 ti,
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(t ,b )   i-1 i-1,j-1 (t ,b )  i-1 i-1,j

(t ,b )i i,j(t ,b ) i i,j-1

~
D[b  ,l(t ) ]k,m i

~
D[b  ,l(t ) ]k,m -1i

~
D

~
D[b  ,l(t)]k,m

~
Di-1,j

~
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~
Di-1,j-1

~
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x

Рис. 5.20 – Координатно-часова дискретизацiя

∆̃[bk,m, λ(ti)] =


∆̃i,j−1 +

bk,m − bi,j−1

Mb

(
∆̃i,j − ∆̃i,j−1

)
, bi,j−1 6 bk,m 6 bi,j

0, bk,m > bi,n

,

∆̃i,j = ∆̃[bi,j, λ(ti)] =
L

D
bi,0

Pj[σ̄(ti)]

Q2[σ̄(ti)]
,

∆̄i,j – вiдрив у j-му вузлi сiтки в момент часу ti.

Зазначимо, що перший доданок у виразi (5.87) дорiвнює нулю, якщо

bk,m > b0,n. Другий доданок можна переписати у виглядi

∫ tk

0
l(tk − τ)∆̃′τ [bk,m, λ(τ)]dτ =

∫ tk

ω
l(tk − τ)∆̃′τ [bk,m, λ(τ)]dτ =

= ΛkI∆̃[bk,m, λ(tI)] +
k∑

i=I+1

Λki

{
∆̃[bk,m, λ(ti)]− ∆̃[bk,m, λ(ti−1)]

}
,

ω =


0, bk,m 6 b0,n

tI−1 +
bk,m − bI−1,n

bI,n − bI−1,n
Mt, bk,m > b0,n

, bI−1,n < bk,m < bI,n, (5.89)
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Mt · ΛkI =

∫ tI

ω
l(tk − τ)dτ,

Mt · Λki =

∫ ti

ti−1

l(tk − τ)dτ, i = I + 1, . . . , k.

Якщо, наприклад, характеристика повзучостi l(t) знайдена у формi

(3.55), то

ΛkI = l∞ −
∑
r

ξr exp(−ηr(k − I)Mt)− exp(−ηr[tk − ω])

ηr(tk − ω)
,

Λki = l∞ −
∑
r

ξr exp(−ηr(k − i)Mt) [1− exp(−ηrMt)]
ηrMt

.

Отже, у кожний момент часу tk визначальна система (5.88) для пара-

метрiв напружено-деформованого стану набуде вигляду

T̄
{
l(tk)∆̃(0, bk,m) + ΛkI∆̃(tI , bk,m) +

+
k∑

i=I+1

Λki

[
∆̃(ti, bk,m)− ∆̃(ti−1, bk,m)

]}
= σ̄k,m,

m = 0, . . . , n− 1,

(5.90)

де σk,m = σm(tk), а iндекс I залежить вiд положення точки (tk, bk,m) на пло-

щинi час-координата та визначається з (5.89). Невiдомими системи (5.90)

є величини σ̄k,0, σ̄k,1, . . . , σ̄k,n−1, якщо ∆̄k,0 < 1 i величини σ̄k,1, σ̄k,2, . . . ,

σ̄k,n−1, bk,0 у випадку, коли ∆̄k,0 = 1.

Для числової iлюстрацiї отриманих розв’язкiв використаємо експонен-

цiйнiй ЗЗВ (5.80). Закон мiстить два параметри форми: параметр σ̄n = T̄ (0)

i параметр a, що характеризує величину зчеплення при ∆̄ = 1. На рис. 5.21

наведенi вузли сiтки (ti, bi,j) у площинi час-координата, отриманi для зада-

чi з наступними параметрами: а) параметри в’язкопружностi – E = 4 ГПа,
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l∞ = 2, η1 = 0.01 сек−1; б) параметри трiщиностiйкостi – σmax = 30 МПа,

φ = 600 Н/м; в) параметри форми ЗЗВ – σ̄n = 0.9, a = 6; г) геометричнi

та силовi параметри – початкова напiвдовжина трiщини b0(0) = 3.5 мм,

σ∞ = 6 МПа; д) параметри дискретизацiї – n = 20, Mt = 7 сек.

На рис. 5.22 зображенi: а) використаний для побудови розв’язку ЗЗВ та

точки, що вiдповiдають вiдриву i зчепленню у вершинi трiщини в моменти

часу tk, б) розподiл вiдносного зчеплення в моменти часу tk; в) вiдносний

вiдрив у моменти часу tk; г) функцiя повзучостi l(t) та її значення в мо-

менти часу tk.

3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.1 4.2 4.3 4.4
0

20

40

60

80

100

120

140 t, сек

x, мм

Рис. 5.21 – Положення вузлiв кусково-лiнiйного розподiлу зчеплення в дис-
кретнi моменти часу

5.5 Використання сингулярних iнтегральних рiвнянь при

дослiдженнi докритичного стану та граничної рiвноваги

тiла з трiщиною в рамках моделi зони зчеплення

Модель трiщини з зоною зчеплення, вперше запропонована Баренблатом,

Леоновим i Панасюком, успiшно використовується в аналiтичних та число-

вих дослiдженнях стану граничної рiвноваги трiщини в крихких, нелiнiйно-

пружних та в’язкопружних матерiалах. Зона зчеплення моделює частково
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Рис. 5.22 – ЗЗВ (а), зчеплення (б ) та вiдрив (в) на часовiй сiтцi, ядро
iнтегрального рiвняння повiльного зростання трiщини (г)

зруйновану дiлянку бiля фронту трiщини. Залежнiсть зчеплення вiд вiдри-

ву на продовженнi трiщини представляється нелiнiйним спiввiдношенням,

у той час як матерiал поза зоною зчеплення вважається лiнiйно-пружним.

Нормальний вiдрив. Розглянемо задачу з прямолiнiйною трiщиною

напiвдовжини λ з зонами зчеплення на продовженнях її лiнiї (рис. 5.23).

Довжини зон зчеплення наперед невiдомi й мають бути визначенi з умови

скiнченностi напружень.

x

y

l b2b1 -l

s s

s s

Рис. 5.23 – Параметри моделi: ±λ – вершини трiщини, β1,2 – вершини зон
зчеплення

Контурнi умови задачi
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σ±(x) = −σ̃(x) + T [∆(x)], β1 < x < β2,

де σ̃ – напруження, що дiє на лiнiї розташування трiщини в тiлi без трi-

щини, T – зчеплення, ∆ – вiдрив. Двi останнi величини пов’язанi заданим

ЗЗВ. Функцiя T (∆) визначає ЗЗВ, T (∆) = 0 при ∆ < 0 ∆ > ∆max (∆max –

граничне значення вiдриву, що визначається параметрами ЗЗВ). Розгля-

датимемо такi T (∆), що забезпечують ненульове зчеплення при нульовому

вiдривi – T (0) = σn > 0, причому напруження σn є достатньо великим для

того, щоб забезпечити умову вiдсутностi перекриття берегiв.

Також у постановку задачi включаємо умову обмеженостi напружень у

тiлi, яка еквiвалентна умовi плавностi змикання берегiв:

∆′(β1,2) = 0.

Якщо дослiджується критичний стан, у постановку додається рiвняння

max{∆(±λ)} = ∆max.

Далi розглянемо модифiковану постановку, яка дозволить лiнеаризува-

ти визначальну систему (рис. 5.24):

σ±(x) = −σ̃(x) + T̂ [∆(x)]− σ̂(x), |x| < 2λ, (5.91)

T̂ (∆) =

T (∆), ∆ > 0

P (∆), ∆ < 0
, (5.92)

додаткове напруження σ̂(x) знаходиться з умови ∆(x) > 0.

Розв’язок задачi з контурними умовами (5.91) шукатимемо для |x| <

2λ; цей промiжок має напевне мiстити вершини зон зчеплення. Розв’язок
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Рис. 5.24 – Модифiкована постановка (а) i продовжений на вiд’ємний вiдрив
ЗЗВ (б )

поставленої задачi дається iнтегральним рiвнянням

1

π

∫ 2λ

−2λ

g(t)dt

t− x
= −σ̃(x) + T̂ [∆(x)]− σ̂(x),

яке треба розв’язати в системi з рiвнянням

∫ 2λ

−2λ
g(t)dt = 0,

що випливає з умови однозначностi перемiщень. Функцiї g i ∆ пов’язанi

спiввiдношенням

∆(x) = L

∫ x

−2λ
g(t)dt.

Отже, для докритичного стану розв’язок задачi – функцiя g(x) (|x| <

2λ) – визначається системою

1

π

∫ 2λ

−2λ

g(t)dt

t− x
= −σ̃(x) + T̂

[
L

∫ x

−2λ
g(t)dt

]
− σ̂(x)∫ 2λ

−2λ
g(t)dt = 0,

∫ x

−2λ
g(t)dt > 0.

(5.93)

Якщо дослiджується критичний стан, система (5.93) доповнюється рiв-

нянням

L ·max

∫ ±λ
−2λ

g(t)dt = ∆max.
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Перепишемо систему (5.93) пiсля замiни змiнних t = 2λτ , x = 2λξ

(|τ |, |ξ| < 1) та перепозначення g(2λτ) через g(τ):

1

π

∫ 1

−1

g(τ)dτ

τ − ξ
= −σ̃(2λξ) + T̂

[
2λL

∫ ξ

−1
g(τ)dτ

]
− σ̂(2λξ)∫ 1

−1
g(τ)dτ = 0,

∫ x

−1
g(τ)dτ > 0.

(5.94)

При дослiдженнi граничного стану систему (5.94) доповнюємо рiвнян-

ням

2λL ·max
{∫ ±1/2

−1
g(τ)dτ

}
= ∆max.

Функцiю щiльностi розкриття g(ξ) знайдемо в кусково-лiнiйнiй формi

Mb · gk(ξ) = (ξ − bk)gk+1 + (bk+1 − ξ)gk, bk < ξ < bk+1,

де квадратурнi точки

bk = −1 + (k − 1) · Mb (k = 1, . . . , n+ 1), Mb = 2/n.

Пiсля iнтегрування система для визначення дискретної щiльностi роз-

криття, g = (g1, . . . , gn+1)
T, що вiдповiдає граничному стану, набуде вигля-

ду

Jg = −σ̃ + T̂ (2λLWg)− σ̂

Ng = 0, Wg > 0, 2λLV pg = ∆max.

(5.95)

Першому виразу в (5.95) вiдповiдає n рiвнянь, що будують розв’язок

iнтегрального рiвняння в точках колокацiї ηm = bm + 1
2Mb (m = 1, . . . , n),

другому – умова однозначностi перемiщень, третьому – умова невiд’ємностi
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вiдриву, четвертому – умова досягнення граничного стану (iндекс p вiдпо-

вiдає квадратурнiй точцi, що збiгається з положенням вершини фiзичної

трiщини). В (5.95) елементами вектора σ̃ є величини σ̃(ηm) (m = 1, . . . , n),

W i V – матрицi, за допомогою яких визначаються розкриття в точках

колокацiї та квадратурних точках вiдповiдно. Вектор N та матриця W

наведенi в (3.70),

V(n+1)×(n+1) =
2

n



0 0 0 . . . 0 0

1/2 1/2 0 . . . 0 0

1/2 1 1/2 . . . 0 0

. . .

1/2 1 1 . . . 1 1/2


,

елементи матрицi Jn×(n+1), jmk = Jk(ηm), а функцiї J наведенi в (3.71).

Зазначимо, що матрицi J , W , V i вектор N залежать тiльки вiд кiлькостi

iнтервалiв сiтки n.

Система (5.95) не мiстить невiдомих положень вершини зон зчеплен-

ня. Включення параметрiв β1,2 у систему практично унеможливлює легку

її лiнеаризацiю. Цю умову можна задовольнити наближено за допомоги

iтеративної процедури, яка буде наведена та проiлюстрована нижче.

У разi парностi функцiї σ̃(x), функцiя g(x) є непарною – умова одно-

значностi перемiщень виконується автоматично. Квадратурнi точки bk =

−1 + (k−1) ·Mb (k = 1, . . . , n, Mb = 1/n), матрицi W i V набувають вигляду

Vn×n =
1

n



0 0 0 . . . 0

1/2 1/2 0 . . . 0

1/2 1 1/2 . . . 0

. . .

1/2 1 1 . . . 1/2


,
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Wn×n =
1

n



3/8 1/8 0 0 . . . 0 0

1/2 7/8 1/8 0 . . . 0 0

1/2 1 7/8 1/8 . . . 0 0

. . .

1/2 1 1 1 . . . 1 7/8


,

елементи матрицi Jn×n, jmk = Jk(ηm) + Jk(−ηm).

Опишемо iтеративну процедуру розв’язання системи (5.95) з урахуван-

ням вимоги плавностi змикання берегiв. Згiдно з (5.92), довизначимо фун-

кцiю T для вiд’ємних значень аргументу:

T̂ (∆) =


T (∆), 0 6 ∆ 6 1

P3(∆), −1 6 ∆ < 1

0, ∆ < −1

,

коефiцiєнти полiнома P3 можна визначити з умов

P3(0) = T (0), P ′3(0) = T ′(0), P3(−1) = P ′3(−1) = 0.

На першому кроцi iтеративної процедури позначимо

M = {m : 1 6 m < p− px}, P = {m : p− px 6 m 6 n},

де iндекс p вiдповiдає квадратурнiй точцi, що збiгається з −λ (див.

рис. 3.37). Iндекс px > 1 визначає кiлькiсть точок колокацiї в зонi зче-

плення; цей параметр обумовлює точнiсть початкового наближення.

Розв’яжемо систему
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Wmg = 0, m ∈M

Jmg = −σ̃ + T̂ (2λLWmg), m ∈ P

2λLV pg = ∆max,

(5.96)

елементи векторiв-рядкiв Jm,Wm, V m є елементами m-го рядка матриць

J , W i V вiдповiдно.

Обчислимо g i параметр граничного навантаження з (5.96) та оцiнимо

елементи вектора допомiжного напруження, яке унеможливлює вiд’ємний

вiдрив,

σ̂ = −Jg − σ̃ + T̂ (2λLWmg).

Перепозначимо M = {m : σ̂m > 0}, P = {m : σ̂m < 0} i продовжимо

iтеративну процедуру, доки всi елементи σ̂ не стануть невiд’ємними.

Розглянемо чотири ЗЗВ: степеневий, два полiномiальних та експонен-

цiйний. Запишемо закони у формi для вiдносних величин зчеплення T̄ =

T/σmax та вiдриву ∆̄ = ∆/∆max. Перший закон вiдповiдає зовнiшнiй мо-

делi, три останнiх ЗЗВ отримано введенням лiнiйного множника σ̄n + σ̄l∆̄

у закони для внутрiшнiх моделей, що використовуються при дослiдженнi

мiжшарових трiщин [154]. Цей множник забезпечує ненульове зчеплення за

нульового вiдриву. При дослiдженнi руйнування суцiльного матерiалу вве-

дення множника унеможливлює перекриття берегiв трiщини за наявностi

у постановцi задачi умови плавностi змикання берегiв.

ЗЗВ 1:

T̄ (∆̄) = (1− ∆̄)α, ∆max =
(α + 1)φ

σmax
.
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ЗЗВ 2:

T̄ (∆̄) = (σ̄l∆̄ + σ̄n)(1− ∆̄), ∆max =
3φ

σmax(1 + σ̄n +
√

1− σ̄n)
, (5.97)

σ̄l визначається рiвнянням

max{T̄ (∆̄)} = 1, (5.98)

звiдки

σ̄l = 2− σ̄n + 2
√

1− σ̄n.

Для цього ЗЗВ P3(∆̄) = (σ̄l− 3σ̄n)∆̄
3 + (2σ̄l− 5σ̄n)∆̄

2 + (σ̄l− σ̄n)∆̄ + σ̄n.

ЗЗВ 3:

T̄ (∆̄) = (σ̄l∆̄ + σ̄n)(1− ∆̄)2, ∆max =
12φ

σmax(σ̄l + 4σ̄n)
, (5.99)

σ̄l визначається умовою (5.98), яка для даного ЗЗВ приймає вигляд

4

27
σ̄l
(

1 +
σ̄n
σ̄l

)3

= 1.

Також для цього ЗЗВ P3(∆̄) = (σ̄l − 4σ̄n)∆̄
3 + (2σ̄l − 7σ̄n)∆̄

2 + (σ̄l −

2σ̄n)∆̄ + σ̄n.

ЗЗВ 4:

T̄ (∆̄) = (σ̄n + σ̄l∆̄) exp(−a∆̄),

∆max =
φ

σmax
σ̄l
a

[σ̄n
σ̄l

+
1

a
−
(σ̄n
σ̄l

+
1

a
+ 1
)

exp(−a)
] ,

параметр σ̄l визначається рiвнянням
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exp
(
a
σ̄n
σ̄l
− 1
)

=
a

σ̄l
.

Для цього ЗЗВ P3(∆̄) = (σ̄l− (a+ 2)σ̄n)∆̄
3 + (2σ̄l− (2a+ 3)σ̄n)∆̄

2 + (σ̄l−

aσ̄n)∆̄ + σ̄n.

Всi чотири ЗЗВ проiлюстровано в першому рядку на рис. 5.25, де також

поданi параметри граничного стану як функцiї параметра форми α для

першого закону та σ̄n – для трьох наступних.

Результати свiдчать про те, що параметри форми несуттєво впливають

на параметри граничного стану (останнiй рядок блокiв). Найбiльше вiдхи-

лення вiд середнього рiвня (2.5%) має мiсце для показникового ЗЗВ. Для

цього закону спостерiгається збiльшення довжини зчеплення зi зростанням

параметра форми α. Для трьох ЗЗВ з дiлянкою змiцнення спостерiгається

зменшення довжини зчеплення зi збiльшенням початкового рiвня зчепле-

ння, що описується параметром форми σ̄n.

На рис. 5.26 проiлюстровано кроки iтеративної процедури, що застосо-

вується для розв’язання системи (5.95).

Покажемо як впливає на параметр стану граничної рiвноваги вiдсу-

тнiсть умови скiнченностi напружень у постановцi задачi. Для iлюстрацiї

використаємо трапецоїдальний ЗЗВ (рис. 5.27 г)

T̄ (∆̄) =



∆̄

∆̄1
, ∆̄ ∈ [0, ∆̄1]

1, ∆̄ ∈ (∆̄1, ∆̄2]

1− ∆̄

1− ∆̄2
, ∆̄ ∈ (∆̄2, 1]

, ∆max =
2

2− ∆̄1 − ∆̄2
· φ

σmax
.

Довжину зчеплення визначимо параметром k:
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Рис. 5.25 – Параметри критичного стану, отриманi при σ = 35 МПа, φ =
400 Н/м, E = 4 · 103 МПа, n = 200. 1 – вiдносний вiдрив, 2 – вiдносне
зчеплення без допомiжного напруження

` = k
K2

I

σ2
max

, KI = σ∞
√
πλ,

k = π/8 для моделi з рiвномiрним ЗЗВ. Для декiлькох значень цього коефi-

цiєнта на рис. 5.27 а,б наведенi вiдповiдно розкриття вздовж всього вiдрiз-

ка розташування трiщини та лише зони зчеплення. Розв’язки побудовано

класичним методом механiки трiщин [108]. Функцiя щiльностi розкриття
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навантаження (в), трапецоїдальний ЗЗВ (г) (∆̄1 = 0.1, ∆̄2 = 0.8, φ =
200 Н/м)

знайдена у формi полiнома Чебишева I роду з ваговою функцiєю, що забез-

печує необхiдну сингулярнiсть в кiнцях вiдрiзку розташування модельної

трiщини.

Рис. 5.27 в дозволяє простежити суттєву залежнiсть параметра крити-

чного стану вiд довжини зчеплення `. Визначення ` з умови обмеженостi

напружень в тiлi дозволяє уникнути такої невизначеностi.
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Змiшаний режим руйнування. Розглянемо задачу з прямолiнiйною

трiщиною напiвдовжини λ з зонами передруйнування (рис. 5.28). Параме-

три складної зони зчеплення, яка моделює зону передруйнування, наперед

невiдомi й мають бути визначенi з умови скiнченностi напружень.

x

y

l b2b1
g1

-l
g2

TI(D)

TII(D) TII(D)

TI(D)

Рис. 5.28 – Параметри моделi: T [∆(x)] – зчеплення, ±λ – вершини трiщини
(хвости зон зчеплення), β1,2, γ1,2 – вершини зон нормального та зсувних
зчеплень

Контурнi умови задачi

σ±(x) = −σ̃(x) + TI[∆(x)], β1 < x < β2,

τ±(x) = −τ̃(x) + TII[∆(x)], γ1 < x < γ2,

σ̃, τ̃ – напруження, що дiють на лiнiї розташування трiщини в тiлi без

трiщини, ∆ = (∆I,∆II), TI, TII – нормальне i зсувне зчеплення, ∆I, ∆II –

вiдповiднi вiдриви. Величини зчеплення й вiдривiв пов’язанi за допомогою

ЗЗВ,

TI(∆) = TII(∆) = 0, ∆ 6∈ Ξ,

Ξ = {∆ = (∆I,∆II) : 0 6 ∆I 6 ∆∗I , 0 6 ∆II 6 ∆∗II},
(5.100)

∆∗I , ∆∗II – граничнi значення вiдривiв, якi визначаються параметрами ЗЗВ.

Функцiї TI i TII визначають ЗЗВ. Розглядатимемо зовнiшнi ЗЗВ, тоб-

то такi, що забезпечують максимальне зчеплення при нульовому вiдривi

(TI(0) = σmax, TII(0) = τmax).
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Також до постановки задачi включаємо умову плавностi змикання бе-

регiв, яка еквiвалентна умовi обмеженостi напружень у тiлi,

∆′I(β1,2) = 0, ∆′II(γ1,2) = 0, ∆II(x) = 0, x ∈ (β1, γ1) ∪ (γ2, β2).

Розглянемо модифiковану постановку (рис. 5.29), яка дозволить лiнеа-

ризацiю визначальної системи пiсля дискретизацiї

σ±(x) = −σ̃(x) + T̂I[∆(x)]− σ̂(x)

τ±(x) = −τ̃(x) + T̂II[∆(x)]− τ̂(x)

, |x| < 2λ, (5.101)

x

y

l
b2b1

g1

-l
g2

TI(D) -s

TII(D) -t

^ TI(D) -s

2l-2l

^ ^

^

^

^

Рис. 5.29 – Параметри модифiкованої постановки

T̂I(∆) =

TI(∆), ∆ ∈ Ξ

PI(∆), ∆I < 0 ∨∆II < 0
,

T̂II(∆) =

TII(∆), ∆ ∈ Ξ

PII(∆), ∆I < 0 ∨∆II < 0
,

Ξ = {∆ = (∆I,∆II) : 0 6 ∆I 6 ∆∗I , 0 6 ∆II 6 ∆∗II}.

Розв’язок задачi з контурними умовами (5.101) шукатимемо для |x| <

2λ; цей промiжок напевне мiститиме вершини зон зчеплення. Розв’язок

поставленої задачi дається системою iнтегральних рiвнянь
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1

π

∫ 2λ

−2λ

g(t)dt

t− x
= −σ̃(x) + T̂I[∆(x)]− σ̂(x)

1

π

∫ 2λ

−2λ

h(t)dt

t− x
= −τ̃(x) + T̂II[∆(x)]− τ̂(x),

яку треба доповнити рiвняннями

∫ 2λ

−2λ
g(t)dt = 0,

∫ 2λ

−2λ
h(t)dt = 0,

що є умовами однозначностi перемiщень. Розкриття та їх щiльностi пов’я-

занi спiввiдношеннями

∆I(x) = L

∫ x

−2λ
g(t)dt, ∆II(x) = L

∫ x

−2λ
h(t)dt.

Отже, для докритичного стану розв’язок задачi – функцiї g(x) i h(x)

(|x| < 2λ) – визначається системою

1

π

∫ 2λ

−2λ

g(t)dt

t− x
= −σ̃(x) + T̂I

[
L

∫ x

−2λ
g(t)dt, L

∫ x

−2λ
h(t)dt

]
− σ̂(x)∫ 2λ

−2λ
g(t)dt = 0,

∫ x

−2λ
g(t)dt > 0

1

π

∫ 2λ

−2λ

h(t)dt

t− x
= −τ̃(x) + T̂II

[
L

x∫
−2λ

g(t)dt, L

∫ x

−2λ
h(t)dt

]
− τ̂(x)

∫ 2λ

−2λ
h(t)dt = 0,

∫ x

−2λ
h(t)dt > 0.

(5.102)

Якщо дослiджується критичний стан, система (5.102) доповнюється рiв-

нянням

L ·max
{ 1

∆∗I

∫ ±λ
−2λ

g(t)dt,
1

∆∗II

∫ ±λ
−2λ

h(t)dt
}

= 1.

Перепишемо отриманi рiвняння пiсля замiни змiнних t = 2λτ , x = 2λξ
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(|τ |, |ξ| < 1) та перепозначення g(2λτ) через g(τ) i h(2λτ) через h(τ):

1

π

∫ 1

−1

g(τ)dτ

τ − x
= −σ̃(2λξ)+

+ T̂I

[
2λL

∫ ξ

−1
g(τ)dτ, 2λL

∫ ξ

−1
h(τ)dτ

]
− σ̂(2λξ)∫ 1

−1
g(τ)dτ = 0,

∫ ξ

−1
g(τ)dτ > 0

1

π

∫ 1

−1

h(τ)dτ

τ − ξ
= −τ̃(2λξ)+

+ T̂II

[
2λL

∫ ξ

−1
g(τ)dτ, 2λL

∫ ξ

−1
h(τ)dτ

]
− τ̂(2λξ)∫ 1

−1
h(τ)dτ = 0,

∫ ξ

−1
h(τ)dτ > 0.

(5.103)

При дослiдженнi критичного стану система (5.103) доповнюється рiвня-

нням

2λL ·max
{ 1

∆∗I

∫ ±1/2

−1
g(τ)dτ,

1

∆∗II

∫ ±1/2

−1
h(τ)dτ

}
= 1.

Функцiї щiльностей розкриття g i h шукаються у формi кусково-

лiнiйних функцiй

{
gk(ξ)

hk(ξ)

}
=
ξ − bk
Mb

{
gk+1

hk+1

}
+
bk+1 − ξ

Mb

{
gk
hk

}
,

де квадратурнi точки

bk = −1 + (k − 1) · Mb, k = 1, . . . , n+ 1, Mb = 2/n.

Пiсля iнтегрування система для визначення g = (g1, . . . , gn+1)
T i h =

(h1, . . . , hn+1)
T у граничному станi набуде вигляду
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Jg = −σ̃ + T̂I(2λLWg, 2λLWh)− σ̂, Ng = 0, Wg > 0

Jh = −τ̃ + T̂II(2λLWg, 2λLWh)− τ̂ , Nh = 0, Wh > 0

2λLmax{V pg/∆
∗
I , V ph/∆

∗
II} = 1.

(5.104)

Першi вирази в перших двох рядках (5.104) мiстять по n рiвнянь, що

будують розв’язок вiдповiдних iнтегральних рiвнянь (5.103) у точках ко-

локацiї ηm = bm + 1
2Mb (m = 1, . . . , n), другi вирази в перших двох ряд-

ках – умови однозначностi перемiщень, третi – умови невiд’ємностi вiдривiв,

останнiй вираз – умова досягнення граничного стану (iндекс p вiдповiдає

квадратурнiй точцi, що розташована у вершинi з найбiльшим розкриттям).

В (5.104) елементами векторiв σ̃, τ̃ є величини σ̃(ηm), τ̃(ηm) (m = 1, . . . , n),

W i V – матрицi, за допомогою яких визначається розкриття в точках ко-

локацiї та квадратурних точках вiдповiдно. Зазначимо, що для визначення

матриць J , W , V i вектора N достатньо знати лише кiлькiсть iнтервалiв

сiтки n. Отже, система (5.104) не мiстить невiдомих положень вершини зон

зчеплення. Включення параметрiв β1,2 та γ1,2 у невiдомi величини задачi

практично унеможливлює лiнеаризацiю визначальної системи. Плавнiсть

змикання берегiв досягнемо використанням iтеративної процедури, яка бу-

де наведена та проiлюстрована нижче.

У випадку парностi функцiй σ̃(x) i τ̃(x) функцiї g i h є непарними,

умови однозначностi перемiщень виконуються автоматично, квадратурнi

точки bk = −1 + (k − 1) · Mb (k = 1, . . . , n, Mb = 1/n).

Опишемо iтеративну процедуру розв’язання системи (5.104) з урахува-

нням вимоги плавностi змикання берегiв. Для цього довизначимо функцiї

TI, TII для вiд’ємних вiдривiв:
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T̂I(∆) =



TI(∆), ∆ ∈ Ξ

σmax, ∆ ∈ Ξ1

TI(∆I, 0), ∆ ∈ Ξ2

TI(0,∆II), ∆ ∈ Ξ3

, T̂II(∆) =



TII(∆), ∆ ∈ Ξ

τmax, ∆ ∈ Ξ1

TII(∆I, 0), ∆ ∈ Ξ2

TII(0,∆II), ∆ ∈ Ξ3

,

Ξ1 = {∆ : ∆I < 0 ∧∆II < 0},

Ξ2 = {∆ : ∆I > 0 ∧∆II < 0},

Ξ3 = {∆ : ∆I < 0 ∧∆II > 0}.

На основi (5.104) утворимо систему

Wmg = 0, m ∈Mx

Jmg = −σ̃ + T̂I(2λLWmg, 2λLWmh), m ∈ Px

Wmh = 0, m ∈My

Jmh = −τ̃ + T̂II(2λLWmg, 2λLWmh), m ∈ Py

2λLmax {V pg/∆
∗
I , V ph/∆

∗
II} = 1,

(5.105)

елементи векторiв-рядкiв Jm,Wm i V m є елементами m-го рядка матриць

J , W i V вiдповiдно.

На першому кроцi iтеративної процедури виберемо

Mx = {m : 1 6 m < p− px}, Px = {m : p− py 6 m 6 n}.

Iндекси px, py > 1 визначають кiлькiсть точок колокацiї в зонi зчеплення;

цi параметри обумовлюють точнiсть початкового наближення.
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Обчислимо g, h i критичний параметр навантаження з (5.105) та оцiни-

мо елементи векторiв допомiжних напружень, якi унеможливлюють вiд’-

ємнi вiдриви,

σ̂ = −Jg − σ̃ + T̂I(2λLWg, 2λLWh),

τ̂ = −Jh− τ̃ + T̂II(2λLWg, 2λLWh).

Перепозначимо

Mx = {m : σ̂m > 0}, Px = {m : σ̂m < 0},

My = {m : τ̂m > 0}, Py = {m : τ̂m < 0}

i продовжимо iтеративну процедуру, доки всi елементи σ̂ i τ̂ не стануть

невiд’ємними.

Розглянемо ЗЗВ з потенцiалом

Ψ(∆̄) = φ2 −
[
φ2 − (1− (1− ∆̄I)

α)φ1

]
(1− ∆̄II)

β,

∆̄ = (∆̄I, ∆̄II), ∆̄I = ∆I/∆
∗
I , ∆̄II = ∆II/∆

∗
II

i силами зчеплення:

TI(∆̄) = σmax(1− ∆̄I)
α−1(1− ∆̄II)

β,

TII(∆̄) = τmax

[
1− (1− (1− ∆̄I)

α)φ1/φ2

]
(1− ∆̄II)

β−1,

∆∗I = αφ1/σmax, ∆∗II = βφ2/τmax.

Для наведених параметрiв цей ЗЗВ проiлюстровано на рис. 5.30.

На рис. 5.31 наведено частину локусу руйнування для iнтенсивностей

зовнiшнього навантаження. Пунктирна крива вiдповiдає ЗЗВ зi сталою iн-

тенсивнiстю сил зчеплення (у цьому випадку не спостерiгається залежно-
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Рис. 5.30 – Потенцiальне поле зчеплення (σmax = 35 МПа, τmax = 45 МПа,
φ1 = 500 Н/м, φ2 = 700 Н/м, α = 1.1, β = 1.5)
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Рис. 5.31 – Локус руйнування

стi граничного рiвня розтягувального навантаження вiд докритичної iн-

тенсивностi зсувного зусилля). Кривi побудовано для параметрiв моделi

σmax = 35 МПа, τmax = 45 МПа, φ1 = 400 Н/м, φ2 = 600 Н/м, λ = 0.5 см,

β = 1, модуля Юнга E = 104 МПа, параметра дискретизацiї n = 100 та

вказаних значень параметрiв форми.

На рис. 5.32 проiлюстровано кроки iтеративної процедури, що застосо-

вується при розв’язаннi системи (5.105) з умовою плавного змикання бере-

гiв.
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Рис. 5.32 – Кроки числово-аналiтичного методу

Параметри моделi: σmax = 35 МПа, τmax = 45 МПа, φ1 = 500 Н/м,

φ2 = 700 Н/м, α = 1.1, β = 1.5; модуль Юнга E = 104 МПа, параметр

дискретизацiї n = 200. Кривi 1 – вiдносне розкриття, 2 – вiдносне зче-

плення без допомiжного напруження, 3 – вiдносне допомiжне напруження,

пунктирнi кривi вiдповiдають зсувним величинам.

5.6 Результати та висновки

1. В рамках моделi складної зони зчеплення отримано розв’язок задачi

про напружено-деформований стан нескiнченної пластини з трiщиною.

Використана модель складної зони зi спiльними вершинами для зон

нормального та зсувного зчеплень, якi є функцiями координати. В усi

постановки задач включено умову скiнченностi напружень, виконання

якої забезпечується прирiвнюванням до нуля виразу при сингулярному

доданку потенцiалiв задачi, обчисленому у точцi, що вiдповiдає верши-

нi зони зчеплення. Сумiщення вершин двох зон дозволяє розв’язувати

задачу як першу основну задачу теорiї пружностi на кожнiй iтерацiї

числового методу пошуку положення вершин зон зчеплення. Розв’язки

для перемiщень берегiв трiщини та роботи зчеплення отримано у вигля-
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дi лiнiйних комбiнацiй величин зчеплення у вузлах кусково-лiнiйного

розподiлу, яким зчеплення задається. Показано, що у випадку нульо-

вого зчеплення у вершинi зони отримується некоректний розв’язок iз

перекриттям берегiв трiщини. Цей висновок не дозволяє використову-

вати в дослiдженнях внутрiшнi ЗЗВ (закони, у яких нульовому вiдриву

вiдповiдає нульове зчеплення). У комбiнацiї з моделлю трiщини вико-

ристано критерiй критичного розкриття для дослiдження стану грани-

чної рiвноваги тiла з трiщиною.

2. Для простого режиму руйнування за заданого ЗЗВ побудовано системи

рiвнянь для визначення параметрiв зони зчеплення в докритичному та

граничному станах (системи (5.49) i (5.50) вiдповiдно). Окрiм параме-

трiв розподiлу зчеплення в цi розв’язки входить довжина зчеплення,

що не дозволило лiнеаризувати визначальну систему. Отримано ана-

логiчнi системи для асимптотичного розв’язку (див. (5.55) i (5.59)).

Визначальна система для асимптотичного розв’язку може бути легко

лiнеаризована, а сам асимптотичний розв’язок може бути використа-

ним як початкове наближення для отримання точного розв’язку.

3. Числовi розв’язки отриманих визначальних систем побудовано з метою

встановити: а) швидкiсть збiжностi розв’язку при збiльшеннi розмiр-

ностi систем; б) вплив параметрiв форми ЗЗВ; в) рамки можливого ви-

користання асимптотичних розв’язкiв. З’ясовано, як параметри форми

степеневого та полiномiальних законiв впливають на безпечну довжину

трiщини за заданого рiвня зовнiшнього навантаження. При зменшеннi

параметра форми степеневого закону (наближеннi його до рiвномiрно-

го) безпечна довжина збiльшується, а вiдповiдна довжина зчеплення

суттєво зменшується (рис. 5.11). При збiльшеннi дiлянки змiцнення в

полiномiальному законi критична довжина змiнюється не суттєво, а

вiдповiдна довжина зчеплення сягає розмiрiв половини напiвдовжини
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трiщини.

4. У рамках МЗЗ з експоненцiйним ЗЗВ розв’язана задача про повiльне

пiдростання трiщини. Використання моделi дозволило описати зроста-

ння зони передруйнування пiд час iнкубацiйного перiоду.

5. На прикладi трапецоїдального ЗЗВ (цей закон є внутрiшнiм, що не

дозволяє задовольнити умову скiнченностi напружень) показано вплив

довжини зчеплення на iнтенсивнiсть критичного навантаження.

6. Поставлено й розв’язано задачу визначення параметрiв докритичного

стану та граничної рiвноваги тiла з трiщиною при використаннi мо-

делi складної зони зчеплення (дiлянки прикладання нормального та

зсувного зчеплень мають спiльнi хвости). Запропоновано модифiкова-

ну постановку задачi, при розв’язаннi якої умова плавностi змикання

берегiв трiщини не представлена додатковим рiвнянням у визначаль-

нiй системi. Алгоритм розв’язання включає iтеративний процес, на ко-

жному кроцi якого розв’язується нелiнiйна система рiвнянь, що легко

лiнеаризується.
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ВИСНОВКИ

Отриманi результати є iнструментом аналiзу практичних проблем, що

виникають у будiвництвi, лiтакобудуваннi, та пов’язанi з повiльним поши-

ренням трiщин в елементах конструкцiй. Результати дозволяють визнача-

ти параметри критичного стану iзотропних та ортотропних тiл, що мiстять

трiщини з зонами передруйнування. Розробленi новi ефективнi методики:

1) дослiдження повiльного поширення трiщини нормального вiдриву в ор-

тотропних в’язкопружних тiлах; 2) визначення параметрiв стану граничної

рiвноваги тiл з трiщинами в рамках моделi зони зчеплення, яка враховує

наявну бiля фронту трiщини зону передруйнування. Основнi результати:

1. Отримали розвиток методи розв’язання задач про деформування в’яз-

копружних ортотропних матерiалiв на основi перетворення Лапласа i

методу операторних ланцюгових дробiв. Отримана методика дозволяє

на основi результатiв механiки композитних матерiалiв i характери-

стик релаксацiї матерiалiв компонент композита ефективно отримува-

ти вирази для в’язкопружного розкриття трiщини у формi iнтеграла

Больцмана з ядром у виглядi суми експонент дробового порядку.

2. Для моделювання багатоосередкового руйнування композитiв зробле-

на нова постановка i отримано розв’язки задачi про повiльний розвиток

двох колiнеарних трiщин в ортотропному в’язкопружному тiлi. Мето-

дика побудови визначальних спiввiдношень для залежних вiд часу по-

ложень вершин трiщин системи базується на представленнi в’язкопру-

жного розкриття у формi iнтеграла Больцмана та критерiї критично-

го розкриття. Залежностi вiд часу положень вершин визначаються з

систем iнтегральних рiвнянь i нерiвностей, якi розв’язуються шляхом

координатно-часової дискретизацiї. Проiлюстровано залежнiсть послi-

довностi досягнення граничного стану у вершинах трiщин системи вiд

початкової вiдстанi мiж сумiжними вершинами.
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3. Розв’язанi новi задачi механiки руйнування для пружних i в’язкопру-

жних пластин з трiщинами за умови прикладання системи зосередже-

них сил. Розвинено метод розв’язання задач теорiї пружностi i в’язко-

пружностi для пластин, послаблених трiщинами з зонами передруйну-

вання у разi контакту берегiв. Для трiщини нормального вiдриву отри-

мано новi закономiрностi повiльного докритичного поширення внаслi-

док дiї системи розтягувальних зосереджених сил та пiд впливом си-

стеми зосереджених сил, що притискають береги трiщини, в комбiнацiї

з розтягом на нескiнченностi. Проiлюстровано зникнення дiлянки кон-

такту берегiв трiщини при її повiльному поширеннi. Виявлено вплив

зникнення дiлянки на вихiд трiщини на динамiчний етап поширення.

4. Для змiшаного режиму руйнування зроблена загальна постановка за-

дач механiки трiщин за наявностi зон передруйнування. Зона перед-

руйнування моделюється складною зоною зчеплення з вiдмiнними по-

ложеннями границь iнтервалiв прикладання нормального й зсувного

зчеплень (ця вiдмiннiсть продиктована вимогою скiнченностi напру-

жень в тiлi).

5. Запропоновано новi числово-аналiтичнi методи розв’язання задач меха-

нiки трiщин з зонами передруйнування у випадку їх моделювання скла-

дними зонами зчеплення з нерiвномiрним законом зчеплення-вiдриву.

У випадку незначних довжин зчеплення для трiщини нормального

вiдриву знайдено та проiлюстровано зв’язок параметрiв трiщиностiй-

костi закону зчеплення-вiдриву та критичного значення коефiцiєнту

iнтенсивностi напружень. Встановлено, що параметри форми несут-

тєво впливають на рiвень критичного навантаження. Отримано новi

розв’язки для граничних рiвнiв нормального й зсувного навантажень

в залежностi вiд параметрiв форми потенцiального закону зчеплення-

вiдриву для змiшаного режиму руйнування.
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