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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Тонкостінні елементи конструкцій у вигляді 

пластинок і оболонок різноманітної форми знаходять широке застосування в 

машинобудуванні, промисловому та громадському будівництві, авіаційній та 

космічній техніці, суднобудуванні. В умовах експлуатації тонкостінні пружні 

оболонкові структури в ряді випадків підлягають дії інтенсивних динамічних 

навантажень, що може призвести до виникнення незворотних деформацій. Дану 

проблему можна вирішити двома способами. Перший спосіб полягає в 

збільшенні товщини оболонки, а другий – в підкріпленні її ребрами. В даній 

роботі розглядається другий підхід. При динамічному навантаженні 

підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу локальні збурення в 

області зміни фізико-механічних параметрів ребер приводять до значного 

перерозподілу параметрів напружено-деформованого стану у всій 

досліджуваній області. Складність процесів, що виникають при цьому, 

обумовлюють необхідність застосування сучасних чисельних методів розв’язку 

динамічних задач поведінки підкріплених циліндричних оболонкових структур 

з врахуванням дискретного розміщення ребер. Отже, дослідження протікання 

хвильових процесів в підкріплених циліндричних оболонок еліптичного 

перерізу з врахуванням дискретного розміщення ребер при нестаціонарному 

навантаженні та розвиток чисельних методів розв’язування задач даного класу 

являє собою актуальну задачу механіки деформівного твердого тіла.  

 Мета і задачі дослідження полягають у вивченні нестаціонарних 

коливань підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу з 

врахуванням дискретного розміщення ребер і включають:  

– постановку динамічних задач теорії дискретно підкріплених циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу на основі геометрично лінійного варіанту 

теорії оболонок і стержнів типу Тимошенка; 

– розвиток та обґрунтування ефективного чисельного методу розв’язування 

задач даного класу; 
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– дослідження на основі розвинутого методу динамічної поведінки дискретно 

підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу з різними 

геометричними і фізико-механічними параметрами та граничними умовами; 

– аналіз характерних закономірностей протікання хвильових процесів в 

неоднорідних оболонкових структурах при нестаціонарних навантаженнях, 

які обумовлені дискретністю розміщення ребер. 

Об’єкт дослідження. Динамічні процеси, які відбуваються в підкріплених 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу при дії на них нестаціонарних 

навантажень. 

Предмет дослідження. Предметом дослідження є неосесиметричні 

коливання підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу з 

врахуванням дискретного розміщення ребер при дії на них нестаціонарних 

навантажень. 

Методи дослідження. Для побудови математичної моделі і розв’язання 

задач динамічної поведінки підкріплених циліндричних оболонок еліптичного 

перерізу з врахуванням дискретного розміщення ребер при дії на них 

нестаціонарних навантажень використовується теорія  оболонок та стержнів 

типу Тимошенка. Чисельний метод розв'язування ґрунтується на застосуванні 

інтегро-інтерполяційного методу побудови скінчено-різницевих схем по 

просторовим координатам і явній скінчено-різницевій апроксимації по часовій 

координаті. 

Наукова новизна одержаних результатів полягає в наступному: 

– в постановці двовимірних динамічних задач теорії підкріплених 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу з врахуванням дискретного 

розміщення ребер в рамках теорії оболонок та стержнів типу Тимошенка 

при нестаціонарних навантаженнях; 

– в розвитку ефективного чисельного методу розв’язування задач 

нестаціонарних коливань підкріплених циліндричних оболонок еліптичного 

перерізу з врахуванням дискретного розміщення ребер, що базується на 

використанні інтегро–інтерполяційного методу апроксимації вихідних 
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рівнянь по просторовим координатам та явній скінчено-різницевій 

апроксимації по часовій координаті; 

– в теоретичному дослідженні умов стійкості різницевих схем для рівнянь 

коливань дискретно підкріплених циліндричних оболонок еліптичного 

перерізу; 

– в розробці алгоритмів і програм, що дозволяють реалізувати розв’язування 

досліджуваних динамічних задач на ПК; 

– вперше комплексно отримано розв’язки двовимірних неосесиметричних 

задач теорії підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу з 

врахуванням дискретного розміщення ребер під дією нестаціонарних 

навантажень; 

– в дослідженні впливу геометричних та фізико-механічних параметрів 

вихідних конструкцій на їх напружено-деформований стан при різних видах 

граничних умов та типах нестаціонарного навантаження; 

– в виконанні аналізу результатів та виявленню нових властивостей і 

закономірностей протікання хвильових процесів, які обумовлені 

дискретністю розміщення підкріплюючих ребер. 

Практичне значення одержаних результатів. Розв'язки нових задач 

динаміки дискретно підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу 

при нестаціонарних навантаженнях, а також розроблені методи, алгоритми та 

програми розрахунку розв’язку задач, які одержані  в роботі, можуть бути 

використані для дослідження прикладних задач в науково–дослідних 

організаціях та конструкторських бюро при проектуванні неоднорідних 

циліндричних елементів конструкцій. Використання розроблених алгоритмів та 

програм дозволяє проводити розрахунки з оцінки меж міцності елементів 

конструкцій, оцінки меж застосування більш простих теорій. 

 Достовірність. Достовірність результатів одержаних в роботі 

визначається строгістю та коректністю постановок вихідних задач; 

теоретичним обґрунтуванням скінченно–різницевих схем; заданою 

контрольованою точністю чисельних розрахунків; для конкретних 
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досліджуваних задач перевіркою практичної збіжності числових результатів; 

проведенням тестових розрахунків і  порівняння їх результатів з відомими в 

літературі; відповідністю встановлених закономірностей загальним 

властивостям коливань тонкостінних елементів конструкцій та якісною 

узгодженістю результатів розрахунків з висновками, отриманими на підставі 

міркувань фізичного характеру. 

 Апробація результатів дисертації. Результати дисертації доповідались 

та обговорювались на Міжнародній науковій конференції „Математичні 

проблеми технічної механіки” (Дніпропетровськ, Дніпродзержинськ, 2009, 

2010, 2011, 2012, 2013, 2014); VII Международной научной конференции 

„Актуальные проблемы механики деформируемого твердого тела” (Донецк, 

Меликино, 2013); Всеукраїнській науково-методичній конференції „Сучасні 

науково-методичні проблеми у вищій школі” (Київ, 2013); Міжнародній 

науковій конференції „Сучасні проблеми механіки деформівного твердого тіла, 

диференціальних та інтегральних рівнянь” (Одеса, 2013); Международной 

научной конференции „Теория оболочек и мембран в механике и биологии: от 

макро- до наноразмерных структур” (Минск, 2013); ІІ Международной 

конференции „Актуальные проблемы инженерной механики” (Киев, Одесса, 

2015). 

Окремі положення дисертації періодично доповідались на наукових 

семінарах відділу динаміки та стійкості суцільних середовищ Інституту 

механіки ім. С. П. Тимошенка НАН України (Київ, 2013–2015). Дисертація у 

завершеному вигляді доповідалася і обговорювалася на науковому семінарі 

відділу динаміки та стійкості суцільних середовищ Інституту механіки 

ім. С. П. Тимошенка НАН України (Київ, 2015); на семінарі за науковим 

напрямком „Механіка композитних та неоднорідних середовищ” Інституту 

механіки ім. С. П. Тимошенка НАН України (Київ, 2015). 

Публікації. По матеріалах дисертації опубліковано 17 наукових робіт [1-

17], серед яких статті [1-6] опубліковано у фахових виданнях затверджених 

ДАК МОН України. 
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Особистий внесок здобувача. В дисертаційній роботі особисто автору 

належить вивід рівнянь коливань, розробка методів їх розв’язання, створення 

алгоритмів та програм, проведення чисельних розрахунків на ПК і аналіз 

отриманих результатів. В роботах написаних у співавторстві з науковим 

керівником професором В.Ф.Мейшем [1-6, 8-17], співавтору належить 

загальний задум проведених досліджень, загальна постановка диференціальних 

задач, обговорення і аналіз отриманих результатів. В роботах [1, 5, 11, 13, 15] 

доцентам А.С.Богатирчуку та Ю.А.Мейш належить обговорення та аналіз 

отриманих результатів. 

Структура роботи та осяг дисертації. Робота складається із вступу, 

чотирьох розділів, висновків та списку використаних джерел із 165 

найменувань на 20 сторінках. Загальний обсяг дисертації становить –  133 

сторінки, 31 рисунок, 1 таблиця. 

Автор висловлює щиру подяку своєму науковому керівнику доктору 

фізико – математичних наук, професору В.Ф. Мейшу за постійну увагу до 

роботи, допомогу та корисні поради при написанні дисертаційної роботи.  
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РОЗДІЛ 1 

СУЧАСНИЙ СТАН ТЕОРІЇ І ЧИСЕЛЬНОГО ДОСЛІДЖЕННЯ 

ПІДКРІПЛЕНИХ ОБОЛОНОК 

 

Напружено–деформований стан та міцність підкріплених оболонок при 

динамічних навантаженнях залежать від ряду визначальних геометричних та 

фізико–механічних параметрів. В залежності від конкретних співвідношень між 

ними, а також від мети дослідження і необхідної точності можливі різноманітні 

допущення. Складність побудови механічних моделей підкріплених оболонок і 

застосування принципово різних кінематичних і статичних гіпотез приводять 

до значної різноманітності розрахункових схем і рівнянь. Відомо, що при 

побудові варіантів підкріплених оболонок існує два основних підходи 

використання математичної моделі: перший підхід базується на використанні 

конструктивно-ортотропної моделі оболонок; другий підхід враховує дискретне 

розміщення ребер. В даній роботі розглядаються підкріплені циліндричні 

оболонки еліптичного перерізу з врахуванням дискретності розміщення ребер 

при динамічних нестаціонарних навантаженнях.  

Перший підхід полягає у заміні ребристої оболонки деякою гладкою 

оболонкою, за рахунок “розмазування” фізичних та механічних властивостей 

підкріплюючих елементів по поверхні оболонки. Отримана таким чином 

оболонка розглядається як однорідна (конструктивно – ортотропна модель), але 

для неї характерні нові властивості, в залежності від конструктивних 

особливостей вихідної ребристої оболонки. Застосування конструктивної 

ортотропії не дає можливість враховувати особливості силової взаємодії між 

ребрами та обшивкою, що в свою чергу дозволяє значно спростити постановку  

вихідної задачі. Такий підхід застосовується, якщо розглядається оболонка з 

достатньо регулярним способом підкріплення. Даний підхід має ряд недоліків, 

коли дослідження стосуються розрахунку тонких оболонок з невеликою 
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кількістю ребер. Використання конструктивно – ортотропної моделі дозволяє 

визначати лише усереднені напруження і деформації, що в свою чергу 

(наприклад, при локальних і динамічних навантаженнях) може привести до 

значних похибок [18]. В рамках даної теорії не можливо визначити ряд 

важливих закономірностей, які пов’язані з наявністю дискретно підкріплюючих 

ребер. Тому, для виявлення закономірностей, які пов’язані саме з наявністю 

ребер, використовується другий підхід, в основі якого лежить аналіз поведінки 

підкріплених оболонок з врахуванням дискретного розміщення ребер. 

 

1.1.Моделі підкріплених пластин і оболонок 

 

Однією з моделей тонкостінних пружних дискретно підкріплених 

оболонок є модель, побудована на основі класичної теорії оболонок Кірхгофа – 

Лява і стержнів Кірхгофа – Клебша [18-22]. Класична теорія оболонок 

заснована на припущеннях, які ввів в розгляд Г. Кірхгоф в теорії пластин, а 

пізніше Ляв розповсюдив і узагальнив їх для оболонок. Перша гіпотеза полягає 

в тому, що елемент, перпендикулярний до вихідної поверхні, після деформації 

залишається прямолінійним і перпендикулярним до деформованої поверхні та 

не змінює своєї довжини. Згідно другої гіпотези, в співвідношеннях 

узагальненого закону Гука для пружних тіл можна знехтувати поперечним 

нормальним напруженнями в порівнянні з іншими. 

Згідно оглядових праць [19-23], основні результати досліджень по 

вивченню напружено – деформованого стану, коливань та стійкості ребристих 

оболонок, отримані за допомогою використання класичної теорії. В роботі [24] 

досліджено питання обґрунтування розрахункових схем даної теорії та 

наведено оцінку похибки її застосування для розв’язування задач коливань 

підкріплених оболонок. 
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Більшість опублікованих праць присвячено вивченню власних коливань 

підкріплених циліндричних оболонок в рамках класичної теорії [19- 22, 25-41]. 

В роботах проведено детальний аналіз впливу геометричних і фізичних 

параметрів оболонки та ребер, а також граничних умов на характеристики 

власних коливань. Досліджено оптимальні параметри підкріплень регулярною 

сіткою ребер  [20, 31], та нерегулярно підкріплених повздожніми ребрами 

циліндричних оболонок [26, 39, 40, 41].  Основні результати досліджень задач 

стійкості підкріплених циліндричних оболонок наведені в роботах [21, 31]. 

В рамках класичної теорії досліджено особливості власних коливань 

конічних підкріплених оболонок, які пов’язані з більш складною, ніж у 

циліндричних оболонок, геометрією [19-22, 25-38, 42, 43].  Зокрема, в роботі 

[43] досліджено вплив нелінійних факторів на частоти власних коливань 

конічних оболонок підкріплених, поперечними, повздовжніми та розглянута  

перехресна система ребер. Значну увагу приділено висвітленню питання про 

вплив граничних умов, кута конусності та геометрично – жорсткісних 

параметрів ребер на характеристики власних коливань. 

Власні коливання сферичних підкріплених оболонок та вплив граничних 

умов, параметрів підкріплюючих елементів на процес коливання досліджено на 

основі класичної теорії в роботах [44-48]. Також, на основі даної теорії, 

досліджено вплив форми і розмірів шпангоутів на власні коливання оболонок 

обертання з врахуванням дискретного розміщення поперечних ребер в роботах 

[49-51]. 

Особливості напружено-деформованого стану ребристих оболонок в 

вакуумі та рідині розглянуто в [52, 53]. Досліджено вплив параметрів 

нерегулярно розміщених підкріплюючих ребер на гармонічні коливання. В 

роботі [52] розглянута задача динамічної поведінки шарнірно опертої 

циліндричної оболонки з повздовжніми ребрами, довжина яких менша довжини 

оболонки, згідно методу розв’язування задач такого типу [53]. 
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В ряді випадків, при проведенні досліджень динамічних процесів в 

неоднорідних оболонкових конструкціях є  необхідним врахування деформацій 

поперечного зсуву і інерції обертання нормального елементу.  

Найбільшого розповсюдження набула некласична уточнююча теорія, яка 

враховує деформації поперечного зсуву і інерцію обертання нормального 

елементу для оболонки і підкріплюючих ребер жорсткості (теорія оболонок і 

стержнів типу Тимошенка). Дана модель була розроблена С.П. Тимошенко для 

розв’язування задач поперечних коливань балок [54]. Пізніше, ця теорія була 

узагальнена і поширена на задачі коливань оболонок і стержнів [55, 56] та 

отримала назву “моделі оболонок і стержнів типу Тимошенка”. 

В основі даної теорії лежать гіпотези, перша з яких полягає в тому, що 

елемент, перпендикулярний до вихідної поверхні, після деформації 

залишається прямолінійним, але вже не перпендикулярним до деформованої 

поверхні, а повертається на деякий кут і не змінює своєї довжини. Згідно другої 

гіпотези, в співвідношеннях узагальненого закону Гука для пружних тіл можна 

знехтувати поперечним нормальним напруженням в порівнянні з іншими. 

При розгляді ребер в основу покладається гіпотеза недеформованості 

поперечного перерізу криволінійного стержня. 

Теорія оболонок і стержнів типу Тимошенка дає можливість розв’язати 

більш широкий клас прикладних задач, в порівнянні з використанням класичної 

теорії. Оскільки рівняння коливань підкріплених оболонок згідно теорії типу 

Тимошенка відносяться до гіперболічного типу, то даний факт дає змогу більш 

точно описати хвильові процеси в неоднорідних оболонках під дією 

короткочасних навантажень. Вважаємо, що при розгляді імпульсах тривалість 

навантаження менша часу пробігу пружною хвилею характерного розміру 

конструкції. Крім того, рівняння коливань типу Тимошенка можна 

застосовувати для досліджень підкріплених оболонок з більш складними 

геометричними та фізико – механічними параметрами. 
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Власні коливання підкріплених циліндричних та конічних оболонок 

досліджувались на основі уточнюючої теорії в роботах [32, 34, 35,  38, 57, 58, 

59]. Зокрема, в роботі [35] отримано наближені рівняння для обчислення 

власних частот коливань повздовжньо підкріплених оболонок. Власні 

коливання ребристих циліндричних оболонок з низькою зсувною жорсткістю 

матеріалу досліджено в [38]. Розроблено методику розв’язування задач 

коливань для регулярно підкріплених поперечними ребрами оболонок [59]. 

Вільні коливання циліндричних оболонок, дискретно підкріплених 

нерегулярною системою повздовжніх ребер описані в  [58]. 

Ряд задач про вільні коливання неоднорідних циліндричних оболонок 

розв’язано в рамках тривимірної теорії пружності. Зокрема, тут можна виділити 

наступні роботи [60, 61, 62]. 

 

1.2. Вимушені коливання підкріплених оболонок при динамічних 

навантаженнях 

 

Слід відмітити, що основні результати по вивченню вимушених коливань 

підкріплених оболонок на основі класичної теорії, отримано при гармонічних 

навантаженнях. Гармонічні коливання підкріплених циліндричних та конічних 

оболонок при різних граничних умовах досліджено в [52, 19, 20, 21, 26, 28, 63, 

64]. Важливим фактором, який впливає на протікання хвильових процесів в 

ребристих оболонках, є розташування підкріплюючих ребер. В наведених 

роботах розглянуто коливання циліндричних та конічних оболонок, які 

підкріплені ребрами в одному напрямку. В [26] на основі теорії конструктивно 

– ортотропних циліндричних оболонок досліджено вплив граничних умов на 

закономірності процесу коливань [21, 26]. В роботах [20, 26, 28, 64]  на основі 

теорії врахування дискретного розміщення ребер досліджено вплив 

дискретного розміщення підкріплюючих ребер, граничних умов, геометрично – 
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жорсткісних параметрів ребер на закономірності протікання гармонічних 

коливань підкріплених ребрами конічних оболонок. В роботі [28]  дослідженно 

осесиметричні та неосесиметричні вимушені гармонічні коливання оболонок 

обертання. 

В рамках класичної теорії досліджено вимушені гармонічні коливання 

пологих ребристих оболонок [65-68]. На основі теорії, яка враховує дискретне 

розміщення ребер досліджувано вплив геометричних розмірів оболонок та 

ребер, граничних умов на динамічний напружено – деформований стан 

конструкції [65-67].  В роботі [68] проведено порівняльний аналіз застосування 

теорії конструктивно – ортотропної моделі оболонок і теорії з врахуванням 

дискретного розміщення ребер при дослідженні динамічної поведінки пологих 

оболонок з перехресною системою ребер. В більшості робіт розглянуто 

неоднорідні оболонки з регулярною системою ребер [65-68]. Для підкріплених 

оболонок даної форми наведено порівняння теоретичних досліджень 

динамічної поведінки оболонок з експериментальними даними [68].  

Переходячи до огляду робіт по нестаціонарним коливанням підкріплених 

оболонок в рамках класичної теорії слід відмітити, що найбільша кількість 

робіт присвячена дослідженню циліндричних оболонок [69-79]. Зокрема, 

більшість робіт присвячена циліндричним оболонкам, підкріплених  

поперечними ребрами жорсткості [69, 70, 72, 73, 77, 78, 79]. Розглянуто задачі 

динамічної поведінки підкріплених оболонок в рамках конструктивно – 

ортотропної моделі [77] і моделі з врахуванням дискретного розміщення ребер 

під дією зовнішнього імпульсного навантаження [77, 79] та осьового 

стискуючого навантаження [73]. Наведено порівняльну характеристику 

застосування вказаних моделей. Розв’язано задачі для вимушених 

осесиметричних коливань циліндричних оболонок, підкріплених пружними і 

жорсткими ребрами та досліджено вплив ширини ребер на прогини, деформації 

і напруження в області розміщення підкріплюючих ребер [77]. В роботі [80] 
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досліджено особливості процесу коливань для оболонки з ребрами довільної 

орієнтації. Розв’язана двовимірна динамічна задача для оболонок обертання під 

дією нестаціонарних навантажень [81]. 

Нестаціонарні коливання неоднорідних тіл різної форми (балка, циліндр, 

сфера) в рамках класичної теорії при дії на них акустичних імпульсів 

розглянуто в роботах [82, 83, 84]. 

Таким чином, на основі проведеного аналізу робіт, можна зробити 

висновок, що класична теорія оболонок Кірхгофа – Лява і стержнів Кірхгофа – 

Клебша є досить вагомим апаратом для досліджень динамічних процесів в 

неоднорідних оболонкових конструкціях під дією різного роду навантажень. На 

її основі розв’язано широкий клас задач, які можна вважати еталонними. 

Недоліком даної теорії є те, що вона дозволяє отримувати розв'язок лише при 

достатньо жорстких обмеженнях на області частот коливань, довжини хвиль 

переміщень, деформацій і напружень неоднорідних оболонкових структур. 

Рівняння коливань підкріплених оболонок отримані на основі класичної теорії, 

належать до рівнянь параболічного типу (згідно з класифікацією рівнянь 

математичної фізики). Для дослідження хвильових процесів при короткочасних 

навантаженнях більш доцільно використовувати рівняння гіперболічного типу. 

Дана невідповідність може призвести до суттєвих похибок. 

Достатньо значна кількість робіт присвячена дослідженню питань 

динамічної поведінки підкріплених циліндричних оболонок при дії на них 

нестаціонарних навантажень в рамках теорії оболонок і стержнів типу 

С.П.Тимошенка.  

Вимушені коливання поперечно підкріплених оболонок та вплив виду 

нестаціонарного навантаження на закономірності протікання процесу коливань 

досліджено в роботах [85-92]. Зокрема, в роботах [87, 88, 93, 94] наведені 

різницеві схеми та їх детальний аналіз для рівнянь руху ребристих 

циліндричних  оболонок під дією імпульсного навантаження. Рівняння руху 
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отримано з використанням варіаційного принципу Гамільтона – 

Остроградського. Динаміка поперечно підкріпленої циліндричної оболонки із 

зовнішнім  амортизуючим  шаром та оболонки з пружним заповнювачем 

досліджена в [90, 89]. Дослідження нестаціонарної динаміки повздовжньо 

підкріплених циліндричних оболонок проведено в [95, 96, 97]. Нестаціонарна 

поведінка циліндричних оболонок з перехресним набором ребер при 

повздовжньому імпульсному навантаженні досліджена в [98, 99]. Теорія 

розв’язування динамічних задач нестаціонарної поведінки циліндричних 

оболонок з дискретним підкріпленням змінної жорсткості викладена в [99, 100]. 

Геометрично нелінійна постановка теорії оболонок і стержнів типу 

Тимошенка застосовувалась при дослідженнях ребристих циліндричних 

оболонок і пластин в наступних роботах [95, 99, 100, 101, 102]. Особливості 

застосування лінійної та нелінійної теорії підкріплених оболонок відмічені в 

[99]. Вплив ортотропії матеріалу оболонки досліджено в [95, 99, 103]. 

Розв'язання хвильових рівнянь теорії оболонок і пластин типу Тимошенка 

наведено в [104, 105]. 

Динаміка ребристих циліндричних оболонок та оболонок обертання при 

нестаціонарних осесиметричних навантаженнях досліджена в [99, 106, 107]. 

Неосесиметричні коливання дискретно підкріплених циліндричних оболонок та 

оболонок обертання при нестаціонарних навантаженнях розглянуто в [98, 99, 

108, 109]. Розв’язана двовимірна динамічна задача для оболонок обертання під 

дією нестаціонарних навантажень [81]. 

Нестаціонарна поведінка підкріпленої циліндричної оболонки при 

повздовжньому ударі розглянута в роботах [98, 110]. Досліджено вплив 

імпульсних та рухомих навантажень на коливання ребристих циліндричних 

оболонок в [85, 86, 99, 91, 111]. Методика розрахунку напружено – 

деформованого стану тонкостінних циліндричних конструкцій при 

нерівномірному навантаженні наведена в [112]. 
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В роботах [86, 113], на основі теорії оболонок і стержнів типу 

С.П.Тимошенка, отримано аналітичні розв'язки задач динамічної поведінки 

підкріплених сферичних оболонок при нестаціонарних осесиметричних 

навантаженнях. Ці розв’язки вважають еталонними і використовуються як 

тестові задачі при дослідженнях. Динамічну поведінку сферичної підкріпленої 

оболонки з отвором при вибуховому навантажені описано в [114, 115]. 

Вимушені коливання багатошарових сферичних оболонок з підкріпленим 

отвором при нестаціонарному навантаженні досліджено в [116].  

В рамках теорії оболонок і стержнів типу С.П. Тимошенка проаналізовано 

вплив кільцевого підкріплення на динамічну поведінку конічних оболонок під 

дією ударних, імпульсних і рухомих навантажень [117, 86, 113]. Нестаціонарна 

поведінка підкріпленої ортотропної конічної оболонки при дії раптово 

прикладеного навантаження описано в [103]. Досліджено випучування 

дискретно підкріплених конічних оболонок при осьовому ударі з врахуванням 

геометричної та фізичної нелінійності [118]. Нелінійну поведінку підкріпленої 

конічної оболонки з приєднаними масами при співударі з перешкодою 

проаналізовано в [119]. 

В роботі [120] розв’язана задача динаміки підкріплених еліпсоїдальних 

оболонок при нестаціонарних навантаженнях. 

Досліджено нестаціонарні процеси деформування дискретно підкріплених 

пластин і оболонок в некласичній постановці [121, 122, 123]. Проведено 

асимптотичне дослідження динаміки ексцентрично підкріплених пластин та 

проаналізовано вплив врахування розміщення ребер з врахуванням їх ширини 

[124, 125]. 

Розвязок задач динамічної поведінки підкріплених циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу є достатньо складною, як в постановці так і в її реалізації. 

Задача визначення параметрів напружено – деформованого стану дискретно 

підкріпленої циліндричної оболонки еліптичного перерізу включає в себе три 

основні складові частини: врахування геометрії конструкції неканонічного виду 
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(в даному випадку циліндричної оболонки еліптичного перетину), впливу 

підкріплень з врахуванням дискретного розміщення ребер, розрахунок 

вимушиних коливань. В такій постановці в літературі практично не має 

досліджень. В основному в роботах [126 – 140] розглядаються вільні і вимушені 

коливання гладких циліндричних оболонок еліптичного перерізу або коливання 

підкріплених циліндричних оболонок кругового перерізу. 

На основі проведеного аналізу робіт, можна зробити висновок, що теорії 

оболонок і стержнів типу С.П. Тимошенка, набула достатньо широкого 

розповсюдження для розв’язування динамічних задач підкріплених оболонок і є 

однією з найбільш поширених теорій для розв’язування вказаного класу задач. 

На її основі досліджено широкий клас прикладних задач для підкріплених 

оболонок різної канонічної форми (циліндричних, конічних, сферичних) з 

складними геометричними та фізико – механічними параметрами для ребер і 

оболонок при дії на них різного роду нестаціонарних навантажень (імпульсних 

(локальних та розподілених), ударних, рухомих та ін.). 

 

1.3.Характеристика основних чисельних методів дослідження задач 

нестаціонарних коливань підкріплених оболонок 

 

Рівняння коливань оболонок і оболонкових структур являють собою 

рівняння в частинних похідних – в загальному випадку шостого, восьмого, 

десятого і т. д. порядку по просторовій і часовій координатам в залежності від 

прийнятих гіпотез. Умовно, методи розв’язку таких рівнянь можна розділити на 

дві групи – аналітичні (чисельно–аналітичні) і просто чисельні методи. 

Використання аналітичних методів дозволяє отримати розв’язки динамічних 

задач теорії оболонок простої геометрії (циліндр, сфера) і відносно простих 

граничних умов (наприклад, шарнірного закріплення). Достатньо повних аналіз 

розв’язку динамічних задач аналітичними методами представлено в [26, 22].  
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Розв’язок динамічних задач для оболонок більш складної форми 

аналітичними методами наштовхується на значні труднощі. Тому, широке 

застосування отримали чисельні методи. На сьогоднішній день, основними 

чисельними методами розв’язування нестаціонарних задач теорії оболонок є 

метод скінчених різниць, метод скінчених елементів і метод граничних 

елементів. 

В основу метода граничних елементів (МГЕ) покладено перехід від 

системи диференціальних рівнянь і граничних умов до їх інтегрального аналізу 

на границі області. МГЕ дозволяє зменшити розмірність вихідної задачі на 

одиницю, тобто для двовимірних задач отримуємо одновимірне інтегральне 

рівняння, для тривимірних задач – двовимірне інтегральне рівняння, яке 

розв’язується відповідним чисельним методом. Використання цього методу для 

розв’язку відповідних задач теорії пружності викладено в монографіях [141, 

142]. 

Метод скінчених елементів (МСЕ) в своїй основі має представлення 

вихідної області з складною формою границі сукупністю достатньо простих 

підобластей (скінчених елементів) при використанні відомих принципів 

механіки. Перевагою цього методу є висока фізична наочність. По методу 

скінчених елементів написана достатньо велика кількість статей і монографій, 

серед яких слід відмітити [92, 96, 143, 144, 145]. 

Не дивлячись на широке розповсюдження МСГ і МСЕ, найбільшого 

застосування, для розв’язку нестаціонарних задач, отримав метод скінченних 

різниць (МСР) в силу своєї простоти і можливості проведень теоретичних 

досліджень різницевих схем. Основні принципи застосування МСР викладені в 

монографіях [99, 146-148]. Слід відмітити, застосування різницевих схем, що 

отримані інтегро–інтерполяційним методом побудови МСР [99, 147-148]. 

Виходячи з різницевого підходу, побудовано ряд чисельних алгоритмів для 

розв’язку задач теорії оболонок з розривними коефіцієнтами [88, 94, 149, 150]. 
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В цих роботах достатньо повно вивчено різноманітні аспекти побудови 

скінчено–різницевих схем розв’язку задач нестаціонарних коливань оболонок з 

врахуванням дискретності підкріплення в лінійній і нелінійній постановках. 

Різноманітність підходів пов’язано в першу чергу з тим, що при побудові 

математичної моделі оболонок з дискретним розміщенням ребер можливий 

двоякий підхід: або записати рівняння для гладкої частини оболонки і 

приєднати до них умови спряження ребер на лініях розривів, або 

використовуючи апарат узагальнених функцій представити рівняння в єдиній 

формі для всієї області. Виходячи з цих формальних представлень, можливі два 

підходи до побудови скінчено–різницевих рівнянь з виділенням розривів. Ці 

два підходи розглянуті в роботах [88, 94, 149, 150]. У випадку локального 

крайового навантаження різницеві схеми без виділення розривів “розмивають” 

ефект дискретного підкріплення. Цей підхід не дозволяє відслідковувати всі 

особливості впливу дискретності підкріплення на напружено–деформований 

стан неоднорідної структури. При таких задачах більш доцільним є 

застосування різницевих схем з виділенням особливостей (розривів), тобто 

представлення вихідних рівнянь у вигляді рівнянь в гладкій області та рівнянь 

на лініях розривів (рівнянь коливань підкріплюючих ребер) [99, 148]. 

Як вже відмічалося, при динамічному навантаженні тонкостінних 

пружних систем з різноманітними дискретними неоднорідностями однією з 

особливостей є хвильова природа процесу і зміна фізико–механічних 

параметрів не тільки в області неоднорідності, а і всій області дослідження. В 

силу хвильової природу процесу локальні збурення приводять до значної 

неоднорідності параметрів напружень і деформацій у всій пружній системі. 

Така ситуація викликає необхідність використання хвильових рівнянь, які 

достатньо коректно описують хвильові процеси з врахуванням наявності 

просторових розривів. Одним з варіантів таких рівнянь є гіперболічна модель 

теорії оболонок і стержнів типу Тимошенка [54, 99, 148]. Але, як відомо, 
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рівняння теорії оболонок типу Тимошенка мають малий параметр (товщину 

оболонки), при прямуванні якого до нуля система вироджується в параболічну. 

Присутність в системі рівнянь малого параметру обумовлюють специфічні 

труднощі в її чисельному розв’язку і потребує особливі вимоги до різницевих 

схем. Схеми, які побудовані без врахування цієї специфіки можуть мати погану 

збіжність. Ці питання неодноразово розглядалися в літературі по методу 

скінчених елементів [151]. З точки зору МСР ці питання для системи рівнянь 

теорії оболонок типу Тимошенка розглянуті в роботах [95, 104,105]. Показано, 

що застосування інтегро–інтерполяційного підходу побудови різницевих схем 

дозволяє уникнути ряду особливостей на різницевому рівні, а також дозволяє 

виконувати закон збереження повної механічної енергії на різницевому рівні 

[152]. 

 

Висновки до першого розділу 

 

 

Виходячи з приведеного літературного огляду можна зробити висновок, 

що в сучасній літературі достатньо повно представлено дослідження по теорії і 

методам розв’язку задач динаміки підкріплених оболонок. При розгляді 

підкріплених оболонок автор досліджень в основному спирався на  

розрахункову модель теорії підкріплених оболонок з врахуванням дискретного 

розміщення ребер. Слід відмітити невелику кількість робіт по дослідженню 

вимушених коливань в підкріплених циліндричних оболонок еліптичного 

перерізу з врахуванням дискретного розміщення ребер. При розгляді 

підкріплених оболонок, враховуючи тему досліджень даної дисертації, 

аналізувалися роботи по динамічній поведінці оболонок з врахуванням 

дискретності розміщення ребер. Відмітимо, що в даному напрямі виконано 

достатньо широкий спектр досліджень по динаміці неоднорідних конструкцій.  
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Виходячи з приведеного літературного огляду можна зробити висновок, 

що практично відсутні дослідження процесів вимушених коливань та аналіз 

закономірностей протікання хвильових процесів в циліндричних оболонках 

еліптичного перерізу з врахуванням дискретності розміщення ребер. Цей 

фактор обумовлює актуальність теми досліджень, яка полягає у вивченні 

динамічної поведінки циліндричних оболонок еліптичного перерізу з 

врахуванням дискретності розміщення ребер, розвитку ефективного чисельного 

методу розв’язування задач, розв’язку конкретних задач даного класу та аналізу 

отриманих результатів.  
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РОЗДІЛ 2 

РІВНЯННЯ КОЛИВАНЬ ДИСКРЕТНО ПІДКРІПЛЕНИХ 

ЦИЛІНДРИЧНИХ ОБОЛОНОК 

 

В даному розділі наведені рівняння коливань дискретно підкріплених 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу, отримані за допомогою 

використання геометрично лінійного варіанту теорії оболонок і стержнів типу 

Тимошенка. Застосовуючи варіаційний принцип Гамільтона-Остроградського з 

врахуванням умов контакту між компонентами вектора переміщень центру ваги 

поперечного перерізу ребра та компонентами узагальненого вектора 

переміщень вихідної серединної поверхні, побудовані рівняння 

неосесиметричних коливань дискретно підкріплених циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу в варіаційній та диференціальній формах з відповідними 

природними граничними та початковими умовами. 

 

2.1. Вихідні положення та рівняння деформації пружних тіл 

 

Нехай пружне тіло під дією деяких сил деформується. Віднесемо його до 

ортогональної криволінійної системи координат z,, 21  . Тоді деяка точка тіла 

М з координатами z,, 21   отримає переміщення, яке може бути представлене 

трьома проекціями вектора повного переміщення в напрямках дотичних до 

координатних ліній z,, 21  : 

,),,( 1111 zuu zz      ,),,( 1122 zuu zz      .),,( 1133 zuu zz    (2.1) 

Припустимо, додатний напрям переміщень zzz uuu 321 ,,  співпадає з додатним 

напрямком координатних ліній z,, 21  . 
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Розглянемо вирази лінійних деформаційних співвідношень згідно [154]. 

Вирази, які визначають шість компонент деформації тіла в околі точки 

М( z,, 21  ), у випадку лінійного варіанту мають вигляд: 
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В співвідношеннях (2.2), величини )3,1(),,,( 21  izHH ii  – параметри 

Ляме [153], згідно яких в даній ортогональній системі координат квадрат 

довжини лінійного елементу простору виражається рівністю 

.22
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2 dzHdHdHds    

При розгляді напружено – деформованого стану тіла, будемо вважати, що 

тіло є анізотропним та в процесі деформації залишається пружним і 

підпорядковується узагальненому закону Гука для анізотропного тіла [154-156]. 

В даній роботі будемо розглядати частинний випадок анізотропного тіла, 

зокрема ортотропне тіло, в якому через кожну точку тіла проходить три 

взаємно ортогональні площини пружної симетрії. Тоді закон Гука для 

ортотропного тіла, який виражає лінійну залежність між компонентами 

напружень і малих деформацій в такому пружному тілі має вигляд [154-156] 
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    (2.3) 

В формулах (2.3) пружні сталі мають наступний зміст: 

321 ,, EEE – модулі Юнга у відповідних напрямах z,, 21  ; 

231312 ,, GGG  – модулі зсуву для поверхонь ,constz   ,1 const const2 ; 

322331132112 ,,,,,   – коефіцієнти Пуассона, що характеризують 

поперечний стиск при розтягу в напрямі осей координат (перший індекс 

показує напрям поперечного стиску, другий – напрям дії сили). Причому, 

модулі зсуву незалежні, а модулі Юнга і коефіцієнти Пуассона в силу симетрії 

пов’язані співвідношеннями: 

.,, 313131232323212121  EEEEEE   

 

2.2. Основні положення теорії гладких оболонок з врахуванням 

зсувних деформацій ( теорія типу Тимошенка) 

 

В якості вихідної поверхні приймемо серединну поверхню, яка є 

геометричним місцем точок, рівновіддалених від зовнішньої та внутрішньої 

поверхонь оболонки. Віднесемо оболонку до криволінійної ортогональної 

системи координат z21 . Координатні лінії 21,  на серединній поверхні 

оболонки при 0z  співпадають з лініями головних кривизн; координатна лінія 

z  є прямою, яка ортогональна до серединної поверхні. Будемо вважати 

величину z  додатною, якщо точка знаходиться зі сторони опуклості серединної 

поверхні. 

Диференціал дуги в цій системі координат визначається виразом 
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22
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2
2

2
2

2
1

2
1

2 dzHdHdHds   , 

де величини 1H ( z,, 21  ), 2H ( z,, 21  ), 3H ( z,, 21  ) – коефіцієнти Ляме і 

визначаються по формулам 

),1( 111 zkAH       ),1( 222 zkAH    13 H ;    (2.4) 

),,( 211 A  ),( 212 A  – коефіцієнти першої квадратичної форми серединної 

поверхні; 21, kk  – головні кривизни серединної поверхні оболонки. 

Коефіцієнти першої квадратичної форми 21, AA  пов’язані з величинами 

21, kk  відомими співвідношеннями Кодаці – Гауса [99] 
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Перехід від просторових співвідношень теорії пружності до наближених 

співвідношень двовимірної теорії оболонок пов'язаний з прийняттям ряду 

додаткових припущень. 

При побудові математичної моделі теорії оболонок типу Тимошенка 

приймаються наступні кінематична і статичні гіпотези: 

1. В процесі деформації прямолінійні і нормальні до вихідної поверхні 

оболонки волокна повертаються як жорстке ціле на деякий кут, не змінюючи 

при цьому своєї довжини і не залишаючись перпендикулярними до 

деформованої поверхні. 

2. Нормальними напруженнями, що діють на площадках, які паралельні 

площадці вихідної поверхні, можна знехтувати, в порівнянні з іншими 

компонентами напружень. 

3. Додатково будемо вважати, що поперечні дотичні напруження 

розподілені по товщині оболонки по деякому відомому закону. 
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Прийняту кінематичну гіпотезу математично запишемо так: тангенціальні 

переміщення розподілені по товщині оболонки по лінійному закону, а прогин 

не залежить від поперечної координати, тобто 

,),(),(),,( 211211211  zuzu z       (2.6) 

,),(),(),,( 212212212  zuzu z   

,),(),,( 213213  uzu z   

де  211 ,u ,  212 ,u ,  213 ,u  – переміщення точок серединної поверхні 

оболонки в напрямках z,, 21   відповідно; ),(,),( 212211  – кути 

повороту нормалі в площинах const1 , const2 . 

Згідно другої статичної гіпотези в співвідношеннях (2.3) можна знехтувати 

величиною 33  в порівнянні з 11  і 22 . Розв’язуючи перші три рівняння 

відносно 2211 ,   при врахуванні, що  033  , отримаємо вирази, які показують 

зв'язок напружень з відповідними деформаціями 

,2212111111
zz BB                    ,2222112122

zz BB      (2.7) 

 

де величини 21122211 ,,, BBBB  мають наступний вигляд  
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Беручи до уваги додаткове припущення про поперечні дотичні напруження 

13  і 23 , запишемо закон їх зміни по товщині оболонки  

,),()(),,( 21
0
1312113  zfz         (2.8) 

,),()(),,( 21
0
2312123  zfz   

де )z(f1  наперед задана функція, яка вибирається з умов 

0)2/,,( 2113  h ,   0)2/,,( 2123  h . 

Компоненти деформацій визначаються згідно лінійного варіанту теорії 

оболонок [153]. В цьому випадку співвідношення (2.2), з врахуванням формул 

(2.3), (2.64), мають наступний вигляд 
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),(),( 2111211111  zz  ,       (2.9) 

),(),( 2122212222  zz  , 

),(),( 2112211212  zz  , 

1313  z ,     2323  z ,     1113   ,      2223   , 

12212112  kk  . 

Вирази, які пов'язують деформації з переміщеннями координатної 

поверхні, мають вигляд 
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В формулах (2.10) ),( 2111  , ),( 2122   – нормальні деформації в 

напрямках 1 , 2  відповідно; ),( 2112   – деформації зсуву; ),( 2111  , 

),( 2122   – зміна кривизни в напрямках 1 , 2 ; ),( 2112   – кручення 

координатної поверхні; ),( 2113  , ),( 2123   – деформація поперечного зсуву 

в площинах 1 , 2 . 
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2.3. Основні положення теорії криволінійних стержнів з 

врахуванням деформацій поперечного зсуву 

  

Розглянемо тонкий криволінійний стержень довільного поперечного 

перерізу в криволінійній ортогональній системі координат 1 y z . Початок 

координат розмістимо в центрі ваги площини поперечного перерізу, причому 

вісь 1  направимо вздовж осі стержня, а осі y  і z  паралельні головним осям 

цього поперечного перерізу. Припустимо, що вздовж осі поперечний переріз 

стержня сталий. Координатна лінія 1  при 0y , 0z  співпадає з лінією 

головної кривизни стержня, а лінії y  і z  ортогональні до координатної лінії 1 . 

Будемо вважати величину z  додатною, якщо розглядувана точка знаходиться зі 

сторони опуклості координатної лінії. Отже, система координат 1 y z  

ортогональна за побудовою і параметри Ляме в такій системі мають вигляд 

,1,1,)1)(( 321111  HHzkAH        (2.11) 

де )( 11 A  – коефіцієнти першої квадратичної форми введеної одновимірної 

поверхні; 1k  – кривизна осі стержня, яка проходить через центри ваги 

поперечних перерізів, причому 111 ,/1 RRk  – радіус кривизни. 

Для опису напружено–деформованого стану криволінійного стержня 

скористаємося співвідношеннями тривимірної теорії пружності, зокрема 

теорією криволінійних стержнів [157, 158]. Компоненти вектора переміщень 

довільної точки М стержня мають вигляд 

,)()()(),,( 12111111  zyuzyu yz       (2.12) 

,)()(),,( 121212  zuzyu yz   

.)()(),,( 121313  yuzyu yz   

Приймемо гіпотезу недеформованості поперечного зрізу криволінійного 

стержня, згідно якої 

022 
yze , 033 

yze , 023 
yze .      (2.13) 
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Вирази для компонент деформацій визначаються згідно лінійного варіанту 

теорії стержнів. 
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Припущення, що волокна в напрямку повздовжньої осі стержня не 

викликають поперечного розтягу, дозволяють записати співвідношення закону 

Гука для стержнів в вигляді 

xzE 1111   ,   xzG 1212   ,  xzG 1313   ,    (2.15) 

де E , G  – модулі Юнга і зсуву матеріалу стержня. 

 

2.4. Постановка задач дискретно підкріплених циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу. Загальний випадок 

 

Підкріплена циліндрична оболонка еліптичного перерізу розглядається як 

неоднорідна пружна структура, яка складається власне з гладкої оболонки 

(обшивки) і системи жорстко з’єднаних з нею повздовжньо – поперечних 

підкріплюючих ребер. 

Віднесемо підкріплену циліндричну оболонку еліптичного перерізу до 

криволінійної ортогональної системи координат z21 . Координатні лінії 

21,  належать серединній поверхні оболонки і співпадають з лініями 

головних кривизн; координатна лінія z  є прямою, яка ортогональна до 

серединної поверхні. Будемо вважати величину z  додатною, якщо точка 

знаходиться зі сторони опуклості серединної поверхні. 

Згідно формул [65], вирази для коефіцієнтів першої квадратичної форми і 

кривизн серединної поверхні еліпсоїдальної оболонки мають вигляд 
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,11 A           ,)sincos( 2/1
2

22
2

22
2  baA      (2.16) 

01 k ,         
2/3

2
22

2
22

2 )sincos(   baabk  

При побудові математичної моделі вихідної структури будемо виходити з 

наступних припущень. Вважаємо, що напружено–деформований стан оболонки 

може бути визначений в рамках геометрично лінійного варіанту теорії 

оболонок типу Тимошенка – співвідношення (2.6) – (2.10). Для розрахунку 

дискретно розміщених ребер приймається геометрично лінійний варіант теорії 

стержнів типу Тимошенка– співвідношення (2.12) – (2.14). 

Введемо позначення 111 As  , 222 As  , де 1A , 2A  – коефіцієнти першої 

квадратичної форми серединної поверхні циліндричної оболонки еліптичного 

перерізу. 

Виходячи зі зроблених припущень і згідно позначень, вважаємо, що 

деформований стан гладкої оболонки може бути визначений через компоненти 

узагальненого вектора переміщень серединної поверхні TuuuU ),,,,( 21321  .  

),(),(),,( 211211211 sszssuzssu z  ,       (2.17) 

),(),(),,( 212212212 sszssuzssu z  , 

,),(),,( 213213 ssuzssu z     
2

,
2

hhz   

 Деформований стан і -го підкріплюючого елементу, направленого вздовж 

осі 1 , визначається через компоненти узагальненого вектора переміщень 

центрів ваги поперечних перерізів ребра T
iiiiii uuuU ),,,,( 21321  .  

  )()(,, 111111 szsUzysU ii
yz
i  ,        (2.18) 

  )()(,, 121212 szsUzysU ii
yz
i  , 

  )(,, 1313 sUzysU i
yz
i  . 

А відповідно деформований стан j -го підкріплюючого елементу, 

направленого вздовж вісі 2  – вектором .),,,,( 21321
T

jjjjjj uuuU   

  )()(,, 212121 szsUzsxU jj
xz
j  ,  (2.19) 
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  )()(,, 222222 szsUzsxU jj
xz

j  , 

  )(,, 2323 sUzsxU j
xz
j  . 

Покладаємо, що оболонка та дискретні підкріплюючі елементи жорстко 

з’єднані між собою. 

Умови контакту між компонентами узагальненого вектора переміщень 

центрів ваги поперечних перерізів і – го ребра, направленого вздовж осі 1 , і 

компонентами узагальненого вектора переміщень вихідної серединної поверхні 

гладкої циліндричної оболонки еліптичного перерізу мають вигляді 

  ),(,)( 21121111 іcііі sshssUsU   ,       (2.20) 

  ),(,)( 21221212 ііcіі sshssUsU  , 

 іі ssUsU 21313 ,)(  , 

 іі sss 21111 ,)(   , 

 іі sss 21212 ,)(   ,  

де  іcі hhh  5,0  – відстань від серединної поверхні гладкої циліндричної 

оболонки еліптичного перерізу до лінії центрів ваги поперечних перерізів і -го 

ребра; іh  – висота підкріплюючого і -го ребра, направленого вздовж осі 1 ; is2  

– координата лінії проектування центрів ваги поперечних перерізів і -го ребра 

на координатну серединну поверхню обшивки. Знак “+” відповідає випадку 

зовнішнього підкріплення ребер, а  знак “–” обирається у випадку внутрішнього 

підкріплення. 

Надалі при виведенні рівнянь коливань використовується інтегральна 

форма представлення умов контакту [ 26; 148] 

     222221121111

2

),(,)( dsAsssshssUsU i

s

iciii    ,  (2.21) 

     222221221212

2

),(,)( dsAsssshssUsU i

s

iciii    , 

    222221313

2

,)( dsAssssUsU i

s

ii    , 
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    222221111

2

,)( dsAsssss i

s

ii    , 

    222221212

2

,)( dsAsssss i

s

ii    . 

Аналогічним чином записуються умови контакту між компонентами 

узагальненого вектора переміщень j -го підкріплюючого ребра,  направленого 

вздовж осі 2 , і компонентами узагальненого вектора переміщень гладкої 

циліндричної оболонки еліптичного перерізу. 

Рівняння коливань для підкріпленої циліндричної оболонки еліптичного 

перерізу і співвідношення пружності, які визначають компоненти напруженого 

стану через компоненти деформацій для гладкої оболонки і відповідно 

підкріплюючих ребер, знаходимо використовуючи варіаційний принцип 

Гамільтона – Остроградського [26; 148]. 

Варіаційне рівняння оболонки з повздовжньо – поперечним дискретним 

підкріпленням в напрямках 1  і 2  представимо у вигляді 
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де 0П , 0K  – потенціальна і кінетична енергія обшивки; iП , iK  – потенціальна і 

кінетична енергії відповідно і -го підкріплюючого ребра, направленого вздовж 

осі 1 ; jП , jK  – потенціальна і кінетична енергії відповідно j -го 

підкріплюючого ребра, направленого вздовж осі 2 ; А  – робота зовнішніх сил. 

Вирази для величин П  і K , із врахуванням формул (2.23), (2.24) мають 

вигляд 
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Після виконання операцій варіювання і інтегрування, з врахуванням умов 

контакту обшивка – i -те ребро (2.20), (2.21) та обшивка – j -те ребро, 

функціонал (2.22) представимо у вигляді 
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Оператори );(),();(),();(),( 515151 ULULULULULUL jjii   мають 

вигляд: 
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У виразі (2.27) введено позначення: 111 dAS  ,   222 dAS  ; 1Г , 2Г  – 

крайові контури, які обмежують оболонку і співпадають з координатними 

лініями.  

Прирівнюючи до нуля вирази при незалежних варіаціях 1U , 2U , 3U , 

1 , 2  в функціоналі (2.27), отримаємо наступні три групи рівнянь коливань 

дискретно підкріпленої оболонки: 

 рівняння коливань циліндричної оболонки еліптичного перерізу в 

гладкій області 
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 рівняння коливань і -го дискретно підкріплюючого ребра, 

направленого вздовж осі 1 : 
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 рівняння коливань j -го дискретно підкріплюючого ребра, 

направленого вздовж осі 2 : 

  























2

1
2

2

1
2

11

2

21

t
h

t

u
FT

s

T
cjjjj

j 
 ,  (2.33) 

  























2

2
2

2

2
2

232

2

22

t
h

t

u
FSTk

s

T
cjjjjjj

j 
 , 

 
2

3
2

13222

2

23

t

u
FTTk

s

T
jjjjj

j









 , 

 














































2

1
2

2

2

1
2

11

2

21

2

21

tF

I
h

t

u
hFM

s

T
h

s

M

j

crj

cjcjjjj

j

cj

j 
 , 

  

















jjj

j

cjj

j
HTk

s

T
hT

s

M
232

2

22

23

2

22
 







































2

2
2

22

2

2
2

tF

I
h

t

u
hF

j

j

cjcjjj


 . 

У виразах для рівнянь коливань дискретно підкріплюючих ребер (2.32) та 

(2.33) позначення типу iS][  ( jS][ ) відповідають сумарній дії величин зусиль – 

моментів гладкої циліндричної оболонки еліптичного перерізу на і -те ( j -те) 

підкріплююче ребро. 

Вирази для зусиль – моментів гладкої циліндричної оболонки еліптичного 

перерізу мають вигляд 

2212111111  BBT  ,                  2222112122  BBT  ,   (2.34) 

131313 BT  ,                                232323 BT  , 

12sBS  ,                                   2212111111  DDM  , 

2222112122  DDM  ,             12sDH  , 
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1E , 2E , 12G , 13G , 23G , 12 , 21  – фізико-механічні характеристики матеріалу 

оболонки. 

Відповідні вирази зусиль – моментів для підкріплюючих елементів 

записуються у вигляді 
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В формулах (2.34) – (2.36) величини 2k , 2
ik , 2

jk  – коефіцієнти поперечного 

зсуву для оболонки і відповідних підкріплюючих ребер; ,,, 1 criii IIF  

crjjj IIF ,, 2  – геометричні характеристики відповідно повздовжніх і 

поперечних елементів. 

Із врахуванням формул (2.10) та (2.16), вирази для компонент деформацій 

гладкої циліндричної оболонки еліптичного перерізу мають вигляд 
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Компоненти деформацій для i -го ( j -го) ребра виражаються через 

компоненти відповідного вектора переміщень за наступними формулами 
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Рівняння коливань (2.31) – (2.33) доповнюються природними граничними 

умовами, які отримуються з виразу функціоналу (2.27) 
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В співвідношеннях (2.40) – (2.41) величини *
1 , *

2 , *
1U , *
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3U , *

11T , *S , 

*
13T , *

11M , *H , *
22T , *

23T , *
22M  – наперед задані кінематичні і силові значення, що 

прикладені на контурах const1 , const2  відповідно. 

Рівняння коливань (2.31) – (2.33) доповнюються нульовими початковими  

умовами виду 
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Таким чином, система співвідношень (2.28) – (2.42), являє собою повну 

систему рівнянь, яка дозволяє описувати динамічну поведінку дискретно 

підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу з врахуванням 

поперечних кутових деформацій в рамках геометрично лінійної теорії оболонок 

і стержнів з відповідними граничними і початковими умовами. 

 

2.5. Плоска задача теорії дискретно підкріплених циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу. Рівняння коливань 

 

Як частинний випадок теорії підкріплених циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу розглядається плоска задача підкріплених циліндричних 

оболонок. Нехай маємо нескінчену циліндричну оболонку еліптичного 

перерізу, яка підкріплена набором повздовжніх ребер. При постановці задачі 

враховується дискретне розміщення підкріплених елементів (ребер). 

Схематично це виглядає згідно рис. 1. 

 

Рис. 1. Схематичне зображення підкріпленої циліндричної оболонки 

еліптичного перерізу у випадку плоскої задачі 

В цьому випадку рівняння коливань неоднорідної пружної структури 

мають вигляд в гладкій області 
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В рівняннях (2.43), (2.44) введено наступні позначення: 2S , t  – просторова 

та часова координата; 2u , 3u , 2  – компоненти узагальненого вектора 

переміщень серединної поверхні вихідної оболонки; h  – товщина оболонки; 

2k – кривизна оболонки; ),( 23 tSP  – розподілене навантаження;  , i – густина 

матеріалу оболонки та відповідного i -го підкріпленого ребра; cih , iF , kviI  – 

геометричні параметри i -го ребра,  ici hhh  5,0 , ih  – висота i -го ребра. 

В рівняннях (2.44) знаки ± відповідають зовнішньому (знак плюс) або 

внутрішньому (знак мінус) випадкам підкріплення. Вирази в квадратних 

дужках 

    TTT
i 2222 ,      232323 TTT

i
,      22222 MMM

i
 

відповідають реакції відповідних зусиль моментів на i -те ребро. 

Зв'язок між зусиллями-моментами та відповідними деформаціями 

записується згідно наступних формул 

222222 BT  ,    232323 BT        (2.45) 

222222 DM  ,  
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де 2E , 23G , 1 , 2  – фізико-механічні параметри матеріалу оболонки ( 2E - 

модуль Юнга; 23G - модуль зсуву; 1 , 2  - коефіцієнти Пуассона). 

Деформації 22 , 23 , 22  пов’язані з компонентами узагальненого вектора 

переміщень серединної поверхні наступними співвідношеннями 
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Крайові умови для розв’язку рівнянь (2.43)-(2.46) задаються виходячи з 

постановки задачі. 

Початкові умови при 0t  мають вигляд 

0232  uu ,         (2.47) 
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2.6. Постановка задач підкріплених циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу в рамках конструктивно ортотропної моделі 

 

Розглядається підкріплена циліндрична оболонка еліптичного перерізу при 

дії на неї розподіленого навантаження ),,( 213 tssP , де 21, ss  – просторові 

координати серединної поверхні общивки; t  – часова координата. Коефіцієнти 

першої квадратичної форми і кривизни координатної поверхні вихідної 

оболонки записуються наступним чином [159]: 

0,1 11  kA ;     (2.48) 

2/1
2

22
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2 )sincos(  baA  ; 

2/3
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2 )sincos(   baabk . 
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де a  і b – півосі еліпсу, який характеризує поперечний перетин циліндричної 

оболонки. 

Припускалось, що циліндрична оболонка підкріплена регулярним набором 

поздовжніх і поперечних ребер. Для опису напружено-деформованого стану 

(НДС) вихідної неоднорідної оболочної структури застосовується 

конструктивно-ортотропна модель теорії підкріплених оболонок типу 

Тимошенка [160-162]. При цьому, підкріплена оболонка розглядається як деяка 

двохшарова оболонка, яка складається із обшивки і шару з приведеними 

фізико-механічними параметрами в напрямах 1s  і 2s . Покладаємо, що НДС 

обшивки можна визначити через узагальнений вектор переміщення серединної 

поверхні ),,,,( 21321 uuuU  . Відповідно, НДС поданого шару визначається 

через узагальнений вектор переміщення шару ),,,,( 21321 cccccc uuuU  . Зв'язок 

між компонентами векторів U  і cU  у випадку поздовжнього підкріплення 

визначається формулами 

),(),(),( 211211211 sshssussu cic  ;      (2.49) 

),(),(),( 212212212 sshssussu cic  ; ),(),( 213213 ssussu c  ; 

),(),( 211211 ssssc   ;   ),(),( 212212 ssssc   . 

У випадку поперечного підкріплення рівняння зв’язків мають вигляд 

),(),(),( 211211211 sshssussu cjc  ;      (2.50) 

),(),(),( 212212212 sshssussu cjc  ; ),(),( 213213 ssussu c  ; 

),(),( 211211 ssssc   ;   ),(),( 212212 ssssc   . 

В рівняннях (2.49), (2.50) )(5,0 ici hhh  , )(5,0 jcj hhh  , де h  - товщина 

обшивки; ji hh , - висота ребер в повздовжньому і поперечному напрямах. Знаки 

  відповідають випадкам зовнішнього і внутрішнього підкріплення. 

Для виводу рівнянь коливань циліндричної оболонки на пружній основі 

використовується варіаційний принцип стаціонарності Гамільтона-
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Остроградського [1-6]. Після стандартних перетворень в варіаційному 

функціоналі отримаємо рівняння коливань гладкої циліндричної оболонки з 

еліптичним поперечним перетином 
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Величини зусиль і моментів в рівняннях коливань для неоднорідної 

оболонки (2.51) зв’язані з відповідними величинами деформації наступними 

співвідношеннями: 

,, 22221121222212111111  BBTBBT      (2.52) 

,,, 12
*
1212232323131313  BTBTBT   

12
*
1222221121222212111111 ,,  DHDDMDDM  ; 

,, 222222111111 cccccc BTBT    

,, 232323131313 cccccc BTBT    

cccccc DMDM 222222111111 ,   ; 

де  

,, 32

2

2
22

1

1
11 uk

s

u

s

u










   

,, 1

1

3
13

2

2

1

2
12  
















s

u

s

u

s

u
 

,222

2

3
23 uk

s

u





   

2

1

1

2
12

2

2
22

1

1
11 ,,

ssss 


























 ; 

,, 32

2

2

2

2
22

1

1

1

1
11 uk

s
h

s

u

s
h

s

u
cjccic 
























  

 ,, 2222

2

3
231

1

3
13  cjcc huk

s

u

s

u










  

2

2
22

1

1
11 ,

ss
cc















 ; 



 

 

50 

,
1

,
1 21

21
22

21

1
11





 





hE
B

hE
B  

,,,
1

12
*
121221

21

2
22 hGBBB

hE
B 





 

,, 23231313 hGBhGB   

   
,

112
,

112 21

3
2

22

21

3
1

11
 





hE

D
hE

D  

  12
,,

112

3

12
*
121221

21

3
21

12

h
GDDD

hE
D 







; 

,,
1

11
13

1

11
11

l

FG
B

l

FE
B c

c
c   

,,
2

22
22

1

11
11

l

FE
B

l

IE
D c

c
c

c   

.,
2

22
22

2

22
23

l

IE
D

l

FG
B c

c
c

c   

де 2123131221 ,,,,,, GGGEE  – фізико-механічні параметри ортотропного 

матеріалу оболонки; 21, ll – відстань між ребрами для повздовжнього і 

поперечного набору; 111 ,, Fha – геометричні параметри ребер вздовж осі 1s ; 

222 ,, Fha – геометричні параметри ребер вздовж осі 2s . 

Рівняння (2.51), (2.52) доповнюються відповідними граничними і 

початковими умовами. 

 

 

Висновки до другого розділу 

 

В даному розділі розглянуто постановку задач та вивід рівнянь 

неосесиметричних коливань дискретно підкріплених циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу. Як частковий випадок розглянуто постановку плоскої 
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задачі теорії підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу. 

Покладалося, що напружено – деформований стан неоднорідної пружної 

структури може бути визначений в рамках геометрично лінійної теорії 

оболонок і стержнів типу Тимошенка. Для виведення рівнянь коливань 

неоднорідної структури використовується варіаційний принцип стаціонарності 

Гамільтона – Остроградського. Приведені вирази для потенціальної та 

кінетичної енергій обшивки та відповідних дискретних підкріплюючих 

елементів. Приведено кінематичні умови контакту обшивки і дискретних 

підкріплюючих елементів. Після стандартних перетворень в варіаційному 

функціоналі, отримано рівняння коливань для гладкої оболонки та відповідних 

повздовжніх і поперечних дискретних підкріплюючих ребер. Рівняння 

коливань доповнені відповідними природними граничними та початковими 

умовами для обшивки і дискретних підкріплюючих ребер. Виведено рівняння 

коливань для конструктивно-ортотропної теорії підкріплених циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу. 
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РОЗДІЛ 3 

ЧИСЕЛЬНИЙ АЛГОРИТМ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ПОЧАТКОВО – 

КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ НЕОДНОРІДНИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ 

ОБОЛОНОК ЕЛІПТИЧНОГО ПЕРЕРІЗУ 

 

Системи диференціальних рівнянь (2.33) – (2.35), які описують напружено 

– деформований стан дискретно підкріплених циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу в загальному випадку являють собою рівняння в 

частинних похідних по двом просторовим координатам 21  ,  і часовій 

координаті t . Розв’язання вказаних задач відомими аналітичними методами 

практично неможливий. У зв’язку з цим, виникає необхідність застосування 

чисельних методів для розв’язання початково – крайових задач теорії 

підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу з врахуванням 

дискретного розміщення ребер та розробки відповідних алгоритмів, з 

подальшою їх реалізацією на сучасних персональних комп’ютерах. Зокрема, в 

даній роботі для розв’язування поставлених задач використовується метод 

скінчених різниць.  Побудова чисельного алгоритму базується на застосуванні 

інтегро–інтерполяційного методу побудови скінченно – різницевих схем по 

просторовим координатам та явної скінченно – різницевої схеми по часовій 

координаті [147, 163, 148, 164]. При цьому, виникає необхідність проведення 

теоретичних досліджень побудови різницевих схем (питання апроксимації, 

стійкості і т.д.). Складність розв’язання задач коливань неоднорідних пружних 

структур з врахуванням дискретності розміщення ребер полягає в наявності 

розривних коефіцієнтів в рівняннях коливань. Тому  чисельні різницеві 

алгоритми окремо будуються в гладкій області циліндричної оболонки і 

“склеюються” на лініях розривів з врахуванням кінематичних умов спряження. 

Використаний в даній роботі підхід є розвитком відомих чисельних алгоритмів 

для розв’язку задач теорії неоднорідних оболонок з врахуванням дискретності 

підкріплюючих ребер [71]. 
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Метою даного розділу є побудова ефективних чисельних алгоритмів 

розв’язування динамічних задач теорії дискретно підкріплених циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу та їх теоретичне обґрунтування. 

 

3.1. Чисельний алгоритм розв’язку плоскої задачі теорії підкріплених 

циліндричних  оболонок еліптичного перерізу 

 

3.1.1. Скінчено-різницеві рівняння розв’язку плоскої задачі теорії 

підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу 

 

Рівняння коливань підкріплених циліндричних оболонок еліптичного 

перерізу у випадку плоскої задачі при динамічних навантаженнях є найбільш 

простою моделлю коливань вказаних структур. На прикладі цих рівнянь в 

даному параграфі буде детально проаналізовано підхід побудови чисельного 

алгоритму. 

Викладення матеріалу ґрунтується на постановці плоскої задачі теорії 

підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу згідно параграфа 

2.5. Рівняння коливань запишемо в наступному вигляді 

- в гладкій області 
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В рівняннях (3.1) вирази для величин зусиль і моментів мають наступний 

вигляд 

222222 BT  ,   232323 BT    222222 DM  ,   (3.3) 

де  
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Позначення в рівняннях (3.1) – (3.4) введено згідно позначень параграфа 

2.5. 

Побудову чисельного алгоритму почнемо з побудови різницевої сітки. 

Розглянемо інтервал  Mss 220, , де 20s  – початкова точка, Ms2  – кінцева точка 

дуги серединної поверхні оболонки. При цьому M2220   . Поділимо 

інтервал  M220;  на M рівних частин з кроком 
 

M

M 202
2





 . Отримаємо 

дискретні вузли по координаті 22   ll ,  Ml ,0 . Координатам по 2  

відповідають значення по координаті 2s . Тобто lll As 222  , де величина 

)( 222 lll AA  , тобто величина lA2  є функцією від величини l2  згідно геометрії 

вихідної циліндричної оболонки еліптичного перерізу. В результаті маємо 

різницеву сітку по просторовій координаті 2s : Msss 22120 ,...,, . При цьому 

різницевий крок визначається згідно формули ll sss 212   . 

Наряду з основною різницевою сіткою вводиться допоміжна різницева 

сітка в вузлах 2/12 ls , яка відповідає значенням координати 2s  в напіввузлах. По 

часовій координаті t вводиться аналогічна сітка на інтервалі [0;T] розбиттям на 
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N рівних підінтервалів з кроком NTt / , причому tntn  . Також вводиться 

допоміжна сітка по часу 2/1nt , яка відповідає значенням величини в 

напіввузлах. 

Надалі будемо покладати, що величини переміщень узагальненого вектора 

переміщень серединної поверхні гладкої оболонки 232 ,, uu  віднесемо до 

цілих вузлів різницевої сітки по просторовій та часовій координатам, тобто 

також покладаємо, що центри ваги поперечного перерізу і-го ребра покладають 

в цілі вузли різницевої сітки. 
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Верхній індекс n відповідає дискретному значенню в час tntn  . Нижній 

індекс l відповідає дискретному значенню по координаті lss 22  . Для 

спрощення запису будемо використовувати позначення n
l

n
l

n
l uu 232 ,,  . 

Для побудови різницевої схеми для рівнянь (3.1) - (3.4), з врахуванням 

(3.5), будемо використовувати інтегро-інтерполяційний метод побудови 

скінчено-різницевих схем [99, 148, 163, 147] для гіперболічних рівнянь. Згідно 

цього підходу, рівняння (3.1) представимо в наступному вигляді в області 
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Після стандартних перетворень в співвідношеннях (3.6) отримаємо 

наступні апроксимації рівнянь (3.1) 
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В співвідношеннях (3.7) позначення дискретних функцій і похідних 

введено згідно [147, 163]. 

Як видно з представлення (3.7), величини зусиль і моментів 

співвідносяться до різницевих точок в напівцілих точках по просторовій 

координаті і в цілих точках по часовій координаті, тобто 
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Виходячи з цього, рівняння (3.3) інтегруються в областях 
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Після операції інтегрування в (3.8) отримаємо наступні різницеві 

співвідношення 
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Відповідно співвідношення (3.4) теж інтегруються в областях 
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З співвідношень (3.10) отримаємо наступні різницеві співвідношення для 

величин деформацій через дискретні величини узагальненого вектора 
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Для отримання різницевих співвідношень на лініях розривів (місце 

проектування центрів ваги поперечного перерізу і-го ребра на серединну 

поверхню оболонки) інтегруємо рівняння (3.2) по області 
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Після стандартних перетворень в (3.12) отримаємо 

      
tt

n
icitt

n
iii

n

i
huFT 2222   ,        (3.13) 

   
tt

n
iii

n

i
uFT 323  , 

      


















tt

n
i

i

kvi
citt

n
iciii

n

i
F

I
huhFM 2

2
222  . 

Виходячи з вище отриманих різницевих формул (3.7), (3.9), (3.11) 

чисельний алгоритм розв’язку поставленої задачі полягає в послідовності 

виконання наступних формул: 

- на n-му часовому шарі в гладкій області по просторовій координаті 2s  

обчислюються величини відповідних деформацій і зусиль-моментів по 

формулам (3.11), (3.9); 

- по обчисленим величинам зусиль-моментів на n-му часовому шарі 

обчислюються величини узагальненого вектора переміщень 232 ,, uu  в гладкій 

області на n+1-му часовому шарі згідно формул (3.7); 

- згідно формул (3.13) обчислюються величини компонент узагальненого 

вектора переміщень для і-го дискретного елемента на лініях розриву iss 22  . 
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3.1.2. Теоретичні дослідження стійкості різницевих схем для випадку 

рівнянь плоскої задачі теорії підкріплених циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу 

 

Отримана різницева схема згідно формул (3.7), (3.11), (3.13) є  явною по 

часовій координаті, і виходячи з цього, є умовно стійкою по просторовій і 

часовій координатам, тобто існує залежність величини τ від величини Δx  в 

залежності від геометричних і фізико-механічних параметрів обшивок і 

підкріплюючих елементів. В наступному, при розгляді чисельного розв’язку 

задач осесиметричних коливань, будемо виходити з наступних формул для 

величин різницевих кроків Δx і τ. 

В матрично-векторному вигляді різницеві рівняння (3.7), (3.11), (3.13) 

можна представити наступним чином 
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 , 

де [M] і [C] – матриці  мас і жорсткості дискретної різницевої системи, U  і F  - 

вектори дискретних переміщень і зовнішнього навантаження. 

Вважаючи, що матриця [M] не вироджена, запишемо останнє рівняння у 

вигляді 
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 , 

де матриця      CMD
1

 . 

В роботі [165] встановлено, що при використанні явної скінчено-різницевої 

схеми для інтегрування рівнянь необхідною умовою стійкості різницевих 

рівнянь є умова наступного вигляду 

)(2/2 max D  , 

де max  - максимальна частота власних коливань різницевої системи; )(D -

верхня межа спектру матриці  D . 
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Використовуючи для оцінки значення )(D  зверху теорему Гершгоріна, 

отримаємо 


j

ijdmax2
max , 

де ijd - елементи матриці  D . 

Згідно позначень в рівняннях (3.7), (3.11), (3.13) умова стійкості різницевих 

рівнянь має вигляд 

max/2 t           (3.14) 

де max  визначається виходячи з наступних нерівностей 
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де 22 , sk   - відповідні максимальні значення на різницевій сітці. 

Рівняння коливань і-го підкріплюючого елемента (3.2),(3.13) не залежать 

від просторової координати 2s . Тому, в цьому випадку, при розгляді різницевої 

умови стійкості (3.14) будемо використовувати співвідношення (3.15), (3.16). 
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3.2. Чисельний алгоритм розв’язку рівнянь коливань підкріплених 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу з врахуванням дискретності 

розміщення ребер 

3.2.1. Чисельний алгоритм знаходження розв’язку в гладкій області 

оболонки 

 

Рівняння неосесиметричних коливань дискретно підкріплених 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу (2.33) –(2.385) являють собою 

систему диференціальних рівнянь в частинних похідних по змінним tss ,, 21  

при наявності просторових розривів по координатам 1s  і 2s . Просторовими 

розривами є лінії проектування центрів ваги поперечних перерізів і -го 

повздовжнього ребра по координаті 1s  та j -го поперечного ребра по 

координаті 2s  на серединну поверхню циліндричної оболонки еліптичного 

перерізу. Виходячи з цього, чисельний алгоритм розв’язання задачі теорії 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу з врахування дискретного 

підкріплення будується наступним чином: шукається розв’язок в гладкій 

області циліндричної оболонки еліптичного перерізу і на лініях просторових 

розривів [148]. Різницевий алгоритм заснований на застосуванні інтегро–

інтерполяційного методу побудови скінчено – різницевих схем по просторовим 

координатам і явній скінчено – різницевій апроксимації по часовій координаті.  

Перехід від неперервної системи (2.33) до скінчено – різницевої 

виконується в 2 етапи:  

- 1-ий етап полягає в скінчено – різницевій апроксимації рівнянь коливань 

(2.33) в зусиллях – моментах. 

- 2-ий етап апроксимації рівнянь полягає в скінчено – різницевій 

апроксимації зусиль – моментів (2.36) і відповідних деформацій (2.39). 

Розглянемо область D , яка задається наступним чином 

 .0,20,0 221 TtAsLsD    
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В області D  введемо різницеву сітку  ,
21   ss  де 

,/,),(),{( 1212121
lLssmslss

mlss    

,},0;,0;/22 MmLlMRs    

.},0,/,{ NnNTntn    

Поряд з основною різницевою сіткою, будемо користуватися допоміжними 

різницевими сітками в дискретних точках ,),( 22/11 ml
ss


,),(

2/121 ml
ss  

,),(
2/122/11  ml

ss  де ,)2/1( 12/11 sls
l




 .)2/1( 22/12 sms
m




 

Оскільки різницева сітка будується таким чином, щоб точки розривів 

попадали в цілі вузли, то користуючись допоміжними різницевими сітками, 

застосуємо інтегро – інтерполяційний метод побудови різницевих рівнянь в 

області 1 : 

 2/1222/122/1112/111 ,   mmll ssssss ,       при 2/12/1   nn ttt . 

Рівняння коливань (2.33) для гладкої циліндричної оболонки еліптичного 

перерізу при цьому матимуть вигляд 
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Виконуючи операцію інтегрування рівнянь (3.18) на вказаних інтервалах, з 

використанням явної апроксимації по часовій координаті, отримаємо наступні 

різницеві рівняння, які апроксимують вихідні рівняння (2.33) в гладкій області 

циліндричної оболонки еліптичного перерізу 
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Таким чином, в різницевих рівняннях (3.19) компоненти узагальненого 

вектора переміщень серединної поверхні гладкої циліндричної оболонки 

еліптичного перерізу  21321 ,,,, uuuU   віднесені до цілих вузлів різницевої 

сітки  mlmlmlmlmlml uuuU ,2,1,3,2,1, ,,,,   по просторовим координатам. 

В рівняннях (3.19) зусилля – моменти віднесені до різницевої сітки з 

дробовими індексами ,),( 22/11 ml
ss


),(

2/121 ml
ss . Для отримання узгоджених 

різницевих величин зусиль – моментів в (3.18) рівняння (2.36) інтегруються в 

областях: 1 ,  
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2/1222/1211112 ;




mmll
ssssss , 

 
2/1222/1211113 ;




mmll ssssss , 

 
mmll ssssss 22122/1112/114 ; 

 , 

 
12222/1112/115 ;
 

mmll ssssss , 

при   2/12/1   nn ttt .  

Для області 2  маємо наступні співвідношення: 

,][][ 222121111211

22

dtdBBdtdT
tt

   


     (3.20) 

,][][ 2122
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,][][ 22212
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,][][ 21313213
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,][][ 222121111211
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dtdDDdtdM
tt

   


  

.][][ 222221121222

22

dtdDDdtdM
tt

   


  

Аналогічні співвідношення записуються для областей 3 , 4 , 5 . 

Виконуючи операцію інтегрування рівнянь (3.20), отримаємо наступні 

різницеві співвідношення, які пов'язують величини зусиль – моментів з 

відповідними величинами деформацій 

n
ml

n
ml

n
ml BBT ,2/12212,2/11111,2/111    ,     (3.21) 

n
mll

n
ml

n
ml HkST ,2/12/11,2/1,2/112   , 

n
ml

n
ml BT ,2/11313,2/113    , 

n
ml

n
ml

n
ml DDМ ,2/12212,2/11111,2/111    , 
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n
mls

n
ml DM ,2/112,2/112    . 

Виконуючи операцію інтегрування рівнянь (2.36) по області 3  маємо 

n
ml

n
ml

n
ml BBT ,2/12212,2/11111,2/111    ,     (3.22) 

n
mll

n
ml

n
ml HkST ,2/12/11,2/1,2/112   , 

n
ml

n
ml BT ,2/11313,2/113    , 

n
ml

n
ml

n
ml DDМ ,2/12212,2/11111,2/111    , 

n
mls

n
ml DM ,2/112,2/112    . 

Виконуючи операцію інтегрування рівнянь (2.36) по області 4  маємо 

n
mll

n
ml

n
ml HkST 2/1,12/1,2/1,21   ,      (3.23) 

n
ml

n
ml

n
ml BBT 2/1,22222/1,11212/1,22    , 

n
mls

n
ml DM 2/1,122/1,21    , 

n
ml

n
ml

n
ml DDМ 2/1,22222/1,11212/1,22    . 

Виконуючи операцію інтегрування рівнянь (2.36) по області 5  маємо 

n
mll

n
ml

n
ml HkST 2/1,12/1,2/1,21   ,      (3.24) 

n
ml

n
ml

n
ml BBT 2/1,22222/1,11212/1,22    , 

n
mls

n
ml DM 2/1,122/1,21    , 

n
ml

n
ml

n
ml DDМ 2/1,22222/1,11212/1,22    . 

В різницевих рівняннях (3.19), (3.21) – (3.24) позначення різницевих 

функцій і різницевих похідних введені згідно [148, 147]. 

Для того, щоб отримати узгоджені величини деформацій в 

співвідношеннях (3.21) – (3.24), проінтегруємо вирази для компонент 

деформацій (2.39) в областях 2 , 3 , 4 , 5  відповідно при 2/12/1   nn ttt . 

Після стандартних перетворень в інтегральних співвідношеннях для 

деформацій в областях 2 , 3 , 4 , 5  отримаємо наступні різницеві 

співвідношення, які пов'язують відповідні деформації з компонентами 
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узагальненого вектора переміщень серединної поверхні гладкої циліндричної 

оболонки еліптичного перерізу. 

Для області 2  маємо наступні різницеві співвідношення: 
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 . 

Аналогічним чином отримаємо різницеві співвідношення для деформацій в 

областях 3 , 4 , 5 . 

Детально викладення матеріалу для отримання різницевих співвідношень 

для зусиль-моментів та величин деформацій викладено в [99,148]. 
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3.2.2. Розв'язок на і-й та j-й ліній розривів (для і-го та j-го підкріплюючих 

ребер) 

 

Розглянемо побудову різницевого алгоритму для і -го підкріплюючого 

повздовжнього ребра. Перехід від неперервної системи (2.34) до скінчено – 

різницевої виконується в 2 етапи:  

- 1-ий етап полягає в скінчено – різницевій апроксимації рівнянь коливань 

(2.34)  в зусиллях – моментах. 

- 2-ий етап апроксимації рівнянь полягає в скінчено – різницевій 

апроксимації зусиль – моментів (2.37) і відповідних деформацій (2.40). 

Оскільки різницева сітка будується таким чином, щоб точки розривів 

попадали в цілі точки сітки, то по аналогії з різницевою сіткою для гладкої 

циліндричної оболонки будується різницева сітка для і -го підкріплюючого 

повздовжнього ребра, направленого вздовж осі 1 , в областях 

 
2/1112/111  

llі sss ,  
llі sss 11112 


,  

11113 


llі sss , при 

2/12/1   nn ttt . 

Рівняння коливань (2.34) по області i1  для і -го ребра, при цьому 

матимуть вигляд 
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Виконуючи операцію інтегрування рівнянь (3.26) на вказаних інтервалах, з 

використанням явної апроксимації по часовій координаті, отримаємо наступні 

різницеві рівняння, які апроксимують вихідні рівняння (2.34) для і -го 

повздовжньо підкріплюючого ребра, направленого вздовж осі 1  
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Аналогічно до випадку гладкої циліндричної оболонки еліптичного 

перерізу, в різницевих рівняннях (3.27) компоненти узагальненого вектора 

переміщень центрів ваги поперечних перерізів i -го ребра 
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T
iiiiii uuuU ),,,,( 21321   віднесені до цілих вузлів різницевої сітки 

 mlmlmlmlmlml uuuU ,2,1,3,2,1, ,,,,   по просторовим координатам. 

В рівняннях (3.27) зусилля – моменти віднесені до різницевої сітки з 

дробовими індексами ),( 22/11 ml
ss


. Для отримання узгоджених різницевих 

величин зусиль – моментів в (3.27) рівняння (2.37) інтегруються в областях і2 ,  

і3 ,   при   2/12/1   nn ttt .  

Для області і2  маємо співвідношення  
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Виконуючи операцію інтегрування рівнянь (3.28), отримаємо наступні 

різницеві співвідношення, які пов'язують величини зусиль – моментів з 

відповідними величинами деформацій 
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Аналогічні співвідношення отримуємо в області і3 . 

Для того, щоб отримати узгоджені різницеві величини деформацій в 

співвідношеннях (3.29), проінтегруємо вирази для компонент деформацій (2.40) 

відповідно в областях і2 , і3  при 2/12/1   nn ttt . 

Для області і2  маємо співвідношення  
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Після стандартних перетворень в (3.30) отримаємо наступні різницеві 

співвідношення, які пов'язують відповідні деформації з компонентами 

узагальненого вектора переміщень центрів ваги поперечних перерізів i -го 

ребра. 

Виконуючи операцію інтегрування рівнянь (3.30), маємо 

n
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Аналогічні різницеві співвідношення для величин деформацій отримаємо 

для області і3 . 

Побудову різницевого алгоритму для j -го підкріплюючого поперечного 

ребра виконується аналогічно алгоритму побудови різницевих рівнянь для i -го 

ребра. В результаті маємо наступні різницеві рівняння для j -го ребра: 

- рівняння коливань 
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- співвідношення зусилля - моменти-деформації 
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n
mj

n
mj е 2/1222/122   ,        (3.34) 

n
mlj

n
ml

n
ml

cj

n
ml

n
mln

mj uk
s

h
s

uu
e 2/1,2

2

1,2,2

2

1,2,2

2/122 3 



 











, 

,2/122/121
n

mj
n

mj    

,2/11

2

1,2,2

2/123
n

mj

n
ml

n
mln

mj
s





 



 


  

 ,2/1,22/1,22

2

1,3,3

2/11
n

mlcj
n

mlj

n
ml

n
mln

mj huk
s

uu




 



   

,
2

1,1,1

2

1,1,1

2/12
s

h
s

uu n
ml

n
ml

cj

n
ml

n
mln

mj















  

2

1,1,1

2/121
s

n
ml

n
mln

jl










 , 



 

 

73 

2

1,2,2

2/122
s

n
ml

n
mln

jl










 . 

Таким чином, чисельний алгоритм розв’язування задач теорії 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу з врахуванням повздовжньо – 

поперечного набору ребер складається з наступних етапів: 

1. Знаходиться розв'язок в гладкій області: 

 по відомим величинам узагальненого вектора переміщень серединної 

поверхні оболонки на n -му часовому шарі знаходяться величини деформацій 

по формулам (3.25); 

 по обчисленим величинам деформацій згідно формул (3.25) на n -му 

часовому шарі знаходяться величини зусиль – моментів по формулам (3.21) – 

(3.24); 

 виходячи з отриманих величин зусиль – моментів по формулам (3.21) – 

(3.24) на n -му часовому шарі знаходяться величини узагальненого вектора 

переміщень серединної поверхні оболонки згідно різницевих рівнянь коливань 

(3.19) на  1n -му часовому шарі; 

2. Знаходження різницевого розв'язку на і -й лінії розриву вздовж осі 1 : 

 по відомим величинам узагальненого вектора переміщень центрів ваги 

поперечних перерізів і -го підкріплюючого ребра на n -му часовому шарі 

знаходяться величини деформацій по формулам (3.31); 

 по обчисленим величинам деформацій згідно формул (3.31) на n -му 

часовому шарі знаходяться величини зусиль – моментів  для і -го 

підкріплюючого ребра по формулам (3.29); 

 виходячи з отриманих величин зусиль – моментів по формулам (3.29) на 

n -му часовому шарі знаходяться величини узагальненого вектора переміщень 

центрів ваги поперечних перерізів і -го підкріплюючого ребра згідно 

різницевих рівнянь коливань (3.27) на  1n -му часовому шарі; 

3. Знаходження різницевого розв'язку на j -й лінії розриву вздовж осі 2 : 
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 по відомим величинам узагальненого вектора переміщень центрів ваги 

поперечних перерізів j -го підкріплюючого ребра на n -му часовому шарі 

знаходяться величини деформацій по формулам (3.34); 

 по обчисленим величинам деформацій згідно формул (3.34) на n -му 

часовому шарі знаходяться величини зусиль – моментів  для j -го 

підкріплюючого ребра по формулам  (3.33); 

 виходячи з отриманих величин зусиль – моментів по формулам (3.33) на 

n -му часовому шарі знаходяться величини узагальненого вектора переміщень 

центрів ваги поперечних перерізів j -го підкріплюючого ребра згідно 

різницевих рівнянь коливань (3.32) на  1n -му часовому шарі; 

 

3.2.3.  Теоретичні дослідження стійкості різницевих схем для рівнянь 

коливань дискретно підкріплених неоднорідних циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу. Загальний випадок 

 

Скінчено – різницеві схеми, які апроксимують вихідні рівняння (2.33) – 

(2.41),  явні по часовій координаті, тому вони умовно стійкі по просторовим і 

часовій координатам. У зв’язку з цим виникає необхідність провести 

дослідження на стійкість різницевих схем. 

Оскільки скінчено – різницеві схеми умовно стійкі, то існує залежність між 

величинами   і величинами 1s , 2s  в залежності від геометричних і фізико – 

механічних параметрів гладкої циліндричної оболонки еліптичного перерізу і 

підкріплюючих ребер, при яких обчислювальний процес є стійким.  

Представимо різницеві рівняння (3.19) – (3.34) в матрично – векторній 

формі 

,)(][][
2

2

tF
t

U
MUC 




         (3.35) 
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де  С  і  М – матриці мас і жорсткостей дискретної різницевої системи; U  і F  

– вектори дискретних переміщень і зовнішнього навантаження. 

Припускаючи, що матриця  М  невироджена, запишемо рівняння (3.35) у 

вигляді 

,)(][][ 1

2

2

tFM
t

U
UD 




        (3.36) 

де матриця ][][][ 1 CMD  . 

В роботі Г.І Марчука [165] встановлено, що необхідною умовою стійкості 

різницевих рівнянь, при використанні явної скінчено – різницевої схеми для 

інтегрування рівнянь коливань є умова вигляду 

,
)(

2/2 max D
          (3.37) 

де max  – оцінка максимальних частот власних коливань різницевої системи; 

)(D – верхня границя спектру матриці ][D . 

Для оцінки верхнього значення )(D  скористаємося теоремою Гершгоріна 

і отримаємо 

,||max2
max 

j

ijd         (3.38) 

де ijd  – елементи матриці ][D . 

Враховуючи позначення в формулах (3.19) – (3.34) та вираз (3.38), умова 

стійкості різницевих рівнянь  (3.37) матиме вигляд 

,/2 max  

де max  визначається з наступних нерівностей 

 ,,,max 2
max

2
max

2
0max

2
max ji   

 ,,,,,max 2
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2
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2
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2
0max   

  ,,1,,,,,max 2
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max Jjjjjjjj   
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де величини ,,,,, 2
5

2
4

2
3

2
2

2
1   ,,,,, 2

5
2
4

2
3

2
2

2
1 iiiii   

,,, 2
3

2
2

2
1 jjj  ,2

4 j 2
5 j  визначаються з наступних співвідношень  
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Висновки до третього розділу 

 

В третьому розділі представлені чисельні алгоритми розв’язування задач 

неосесиметричних коливань теорії підкріплених циліндричних оболонок 

еліптичного перерізу з врахуванням дискретності розміщення ребер. Окремо 
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розглянуто, як частинний випадок, рівняння коливань у випадку плоскої задачі 

теорії циліндричних оболонок еліптичного перерізу з врахуванням 

дискретності розміщення ребер. Різницевий алгоритм заснований на 

застосуванні інтегро – інтерполяційного методу побудови скінчено – 

різницевих схем по просторовим координатам і явній скінчено – різницевій 

апроксимації по часовій координаті. Побудовано чисельний алгоритм 

розв’язування задач теорії підкріплених циліндричних оболонок еліптичного 

перерізу. Виходячи з того, що явні скінченно – різницеві схеми є умовно 

стійкими, то для різницевих рівнянь теорії підкріплених циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу проведено дослідження стійкості відповідних 

рівнянь і отримано необхідну умову стійкості різницевих рівнянь. 
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РОЗДІЛ 4 

ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАКОНОМІРНОСТЕЙ ДИНАМІЧНОГО 

ДЕФОРМУВАННЯ ПІДКРІПЛЕНИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ ОБОЛОНОК 

ЕЛІПТИЧНОГО ПЕРЕРІЗУ З ВРАХУВАННЯМ ДИСКРЕТНОГО 

РОЗМІЩЕННЯ РЕБЕР ПІД ДІЄЮ НЕСТАЦІОНАРНИХ 

НАВАНТАЖЕНЬ 

 

В даному розділі наведені розв'язки конкретних задач динамічного 

деформування підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу при 

неосесиметричних нестаціонарних розподілених навантаженнях. 

Досліджуються закономірності протікання хвильових процесів в оболонкових 

структурах з різними фізико – механічними параметрами. Дослідження 

проводились з врахуванням дискретного розміщення ребер на оболонках при 

різних граничних умовах. Проводиться аналіз розв’язку плоскої динамічної 

задачі теорії підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу при 

нестаціонарних навантаженнях, динамічна поведінки з поздовжньо 

підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу, динамічна 

поведінка поперечно підкріплених циліндричних оболонок еліптичного 

перерізу, динамічна поведінка неоднорідної циліндричної оболонки 

еліптичного перерізу з поздовжньо-поперечним набором підкріплюючих 

елементів. 

Побудовані чисельні алгоритми розв’язку задач теорії підкріплених 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу відпрацьовуються на тестових 

розрахунках, а також перевіряються на практичну збіжність. 
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4.1. Розв’язок плоскої динамічної задачі теорії підкріплених 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу при нестаціонарних 

навантаженнях 

 

Розглядається нескінченна повздовжньо підкріплена циліндрична 

оболонка еліптичного перерізу при дії розподіленого внутрішнього 

навантаження ),( 23 tsP , де 2s  і t  – просторова та часова координати. При 

постановці враховується дискретне розміщення  повздовжніх ребер. Повна 

постановка задачі приведена в розділі 2. Алгоритм розв’язку задачі наведено в 

розділі 3. 

 Для випадку плоскої задачі рівняння коливань мають вигляд:  

– в гладкій області  

2
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– на i -й лінії просторового розриву (лінія проектування центру ваги 

поперечного перерізу i -го ребра на серединну поверхню циліндричної 

оболонки) 
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В рівняннях (4.1), (4.2)  позначення введені згідно розділу 2. 
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 Як числовий приклад, розглядалася плоска задача динамічної поведінки 

повздовжньо підкріпленої ребрами циліндричної оболонки еліптичного 

перерізу при дії розподіленого внутрішнього навантаження. Повздовжні ребра 

розташовані в перерізах 7,0,
4

2  iii


  (оболонка підкріплена 8-ма 

ребрами). 

 Розподілене імпульсне навантаження ),( 23 tsP  задавалося наступним 

чином  

 ,)()(sin),,( 213 Ttt
T

t
AtssP  


 

де A  – амплітуда навантаження, T – тривалість навантаження. Задача 

розв’язувалася при наступних геометричних та фізико – механічних параметрах 

оболонки: 10
21 107  EE Па; 3,021  ; 10/ hb ; 4

1 107/ AE ; 1/5,2 cbT  ; 

)]1(/[ 2
11

2
1   Ec . Для підкріплюючих ребер покладалося ;;1 iiii haFEE   

;hai   hhi 2 . Параметри еліптичності наступні:   1) 1/ ba ;    2) 1,1/ ba ;     

3) 2,1/ ba . 

Розрахунки проводилися на часовому інтервалі Tt 800  .  

На рис. 4.1, 4.2 приведено результати чисельних розрахунків для величин 

3u  та 22  відповідно вздовж координати 2s , 2/0 22 As   (в силу симетрії 

розташування ребер). Враховуючи динамічний характер розподілу шуканих 

величин по просторовій координаті 2s  та часу t , проведено аналіз напружено – 

деформованого стану вихідної конструкції для часу досягнення ними 

максимальних по модулю величин. На рис.4.2 крива 1 відповідає величині 

переміщення 3u  в момент часу Tt 7  для варіанту 1/ ba . Крива 2 відповідає 

величині 3u  в момент часу Tt 25,10  для варіанту 1,1/ ba . Як бачимо, 

невелике збільшення величини ba /  приводить до значного збільшення 

величини 3u  по максимальним величинам. На рис. 3 приведені залежності 

величини 22  по просторовій координаті. Крива 1 відповідає часу 

Tt 75,13 ( 1/ ba ), крива 2 – Tt 25,4 ( 1,1/ ba ), крива 3 – Tt 5,11 ( 2,1/ ba ). 
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На рис. 4.3 приведено залежності величин прогину 3u  по часу t  в точці 02 s  

на часовому інтервалі Tt 200  . Крива 1 відповідає випадку 1/ ba ; крива 2 – 

випадку 1,1/ ba ; крива 3 – 2,1/ ba . Чітко спостерігається збільшення 

величини переміщення 3u  при збільшенні величини відношення ba / . 
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Рис.4.1. Залежність переміщення 3u  від величини 2  
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Рис.4.2.  Залежність деформації 22  від величини 2  

 

Як бачимо з приведених результатів, величина ba /  в підкріплених 

оболонках суттєво впливає на розподіл величин 3u  та 22  по просторовій та 

часовій координаті. Спостерігаються не тільки кількісні зміни по відношенню 

до задачі коливань підкріпленої оболонки кругового перерізу (рис. 4.2) , але і 
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якісні. На лінії контакту оболонка – ребро у випадку циліндричної оболонки 

еліптичного перерізу для величин 22  спостерігається просторовий розрив 

(рис.4.1). 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-4

-2

0

2

4

6

8

-6

 t  10
-3

, c 

 U
3
  10

5
, м

 1  1 

 2 

 2 

 3 

 3 

 
Рис.4.3. Залежність переміщення 3u  від часу в перерізі 02   

  

4.2. Динамічна поведінка поздовжньо підкріплених циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу 

 

Розглянута задача вимушених коливань підкріпленої поздовжніми ребрами 

циліндричної оболонки еліптичного перерізу під дією нестаціонарного 

навантаження. 

Для гладкої  циліндричної оболонки еліптичної перерізу рівняння коливань 

мають вигляд  
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Рівняння коливань і -го дискретно підкріплюючого ребра, направленого 

вздовж осі 1 мають вигляд: 
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Позначення величин в рівняннях (4.3), (4,4) приймаються згідно розділу 2. 

Як числовий приклад розглядалась задача динамічної поведінки 

повздовжньо підкріпленими ребрами циліндричної панелі еліптичного перерізу 

при розподіленому внутрішньому імпульсному навантаженні. Покладалось, що 

всі сторони циліндричної панелі жорстко защемлені. Повздовжнє ребро при 

Ls  10  розміщене в перерізі 02 s . 

Розподілене імпульсне навантаження ),,( 213 tssP  задавалось наступним 

чином  

 ,)()(sin),,( 213 Ttt
T

t
AtssP  


 

де A  - амплітуда навантаження, T  - часовий інтервал навантаження. В 

розрахунках покладалось 610A  Па; 61050 T с. 

Вирішувалась задача з наступними геометричними і фізико-механічними 

параметрами для оболонки: 10
21 107  EE Па; 3,021  ; 210h м; 

4,0L м. Параметри еліптичного поперечного перерізу брались наступні: 
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1) 1,0 ba ; 2) ba 1,1 ; 3) ba 2,1 . Для підкріплюючого ребра покладалось: 

hhhahaFEE iiiiii 2;;;  . 

Були проведені розрахунки для трьох варіантів еліптичного поперечного 

перетину циліндричної панелі: 1) ba  ; 2) ba 1,1 ; 3) ba 2,1 .Розрахунки 

проводились в області  8/0,0 221 AsLsD  . На рис 4.4.- 4.6. 

приведені результати числових розрахунків для величини 3u . Рис. 4.4. 

відповідає залежності величини 3u  в перетині 02 s  (місце розміщення 

підкріплюючого ребра) вздовж координати Lss  11 0  в момент часу 

Tt 5,2 . Рис. 4.5. відповідає залежності величини 3u  в перетині 16/22 As   

вздовж координати 1s  в момент часу Tt 5,4 .  

 

 

 
Рис. 4.4. Залежність переміщення 3u по просторовій координаті 1s  в 

перетині 02 s  в момент часу Tt 5,2  
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Рис. 4.5. Залежність переміщення 3u  по просторовій координаті 1s в 

перетині 16/22 As   в момент часу Tt 5,4  

Розрахунки показали, що величини 3u в вказані моменти часу для даних 

перетинів досягають максимальні значення на досліджуваному проміжку часу 

(обчислення проводились для часу Tt 400  ). Позначення на рис.4.4. і 

рис.4.5. наступні: крива 1 відповідає випадку 1/ ba ; крива 2 - 1,1/ ba ; крива 

3 - 2,1/ ba . На Рис.4.6. приведені залежності величин 3u  від часу t  в точці 

0,2/ 21  sLs  (в точні середини підкріплюючого ребра). Крива 1 відповідає 

випадку 1/ ba ; крива 2 - 1,1/ ba . 

На рис. 4.7.- 4.9 представлені залежності кінематичних ),,( 22113 U  та 

силових параметрів  2211,  для різних значень величини ba /  в різні моменти 

часу. В зв’язку з тим, що вихідна модель теорії підкріплених циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу є багато параметричною,  то будемо розглядати 

величини прогинів деформацій та напружень в моменти часу, коли ці величини 

досягають максимальних значень (по модулях). 
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Рис.4.6. Залежність величини 3u  в перетині 02 s   

 по часовій координаті t  

 

 
Рис. 4.7. Залежність величини 22  від часової координати t   в точці 

( 2/1 Ls  ;  02 s ) при різних значеннях відношення ba /  
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Рис. 4.8. Залежність величини 22  від просторової координати 1s  в 

перерізі 16/22 As   при різних значеннях відношення ba / в моменти 

досягнення ними максимальних величин 

 

 
Рис. 4.9. Залежність величини 22  від просторової координати 1s  в 

перерізі 02 s  при різних значеннях відношення ba / в момент часу Tt  . 
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Індексне   позначення 1,  2,  3 відповідає    вище  заданому  позначенню    

(1– 1/ ba ; 2 - 1,1/ ba ; 3 - 2,1/ ba ). 

На рис. 4.7 подано залежність величини 22  від часової координати t   в 

точці ( 2/1 Ls  ;  02 s ) при різних значеннях відношення ba / . 

На рис. 4.8 приведено залежність величини 22  від просторової координати 

1s  в перерізі 16/22 As   при різних значеннях відношення ba /  в момент часу 

Tt 9  і моменти досягнення максимальних величин . 

Залежність величини 22  від просторової координати 1s  в перерізі 02 s  

при різних значеннях відношення ba / в момент часу Tt   показано на рис. 4.9. 
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4.3. Динамічна поведінка поперечно підкріплених циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу 

Розглянута задача вимушених коливань підкріпленої поперечними ребрами 

циліндричної панелі еліптичного перерізу під дією нестаціонарного 

навантаження. 

Для гладкої  циліндричної оболонки еліптичної перерізу рівняння коливань 

мають вигляд  
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Рівняння коливань j -го дискретно підкріплюючого ребра, направленого 

вздовж осі 2 мають вигляд: 
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Позначення величин в (4.5), (4.6) приймаються згідно позначень розділу 2. 
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Як числовий приклад розглядалась задача вимушених коливань 

підкріпленої поперечними ребрами циліндричної панелі еліптичного перерізу з 

жорстко защемленими краями в області  8/0,0 221 AsLsD   під 

дією нестаціонарного розподіленого нормального навантаження. ),,( 213 tssP . 

В розрахунках покладалось 610A  Па; 61050 T с. 

Задача розглядалась при наступних геометричних і фізико – механічних 

параметрах вихідної конструкції: 10
21 107  EE Па; 3,021  ; 210h м; 

4,0L м. Параметри еліптичного перерізу панелі та позначення брались згідно 

попереднього параграфу 4.2. 

Поперечні підкріплюючі елементи розміщувались вздовж по координаті 

2s . Поперечні підкріплюючі ребра розташовані в перерізах 3,1,4/1  iiLs j . 

Місця розташування поперечних підкріплень по осі 1s  на рисунках позначено 

чорними трикутниками. 

На рисунках 4.10 – 4.13 приведені найбільш характерні криві для  величин 

11 , 11 , 22 , які дозволяють проводити аналіз напружено – деформованого 

стану  досліджуваної структури.  

Рис. 4.10 відповідає залежностям величин 11  від просторової координати 

1s  відповідно для різних значень ba /  в моменти часу досягнення ними 

максимальних величин. 

На рис. 4.11, 4.13 наведено величини 11  і 22  по просторовій координаті 

1s  для різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин. 

Рис. 4.12, відповідає величинам 11  по просторовій координаті 1s  в перерізі 

02 s  для різних значень ba /  в момент часу Tt 75,17 . Як слідує з 

приведеного графічного матеріалу, можна візуально визначити місце 

розташування підкріплюючих ребер в перерізах. 
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Рис. 4.10. Залежність величини 11  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин  

 

 
Рис. 4.11. Залежність величини 11  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин  
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Рис. 4.12. Залежність величини 11  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в момент часу Tt 75,17  

 

 
Рис. 4.13. Залежність величини 22  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин  
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4.4. Динамічна поведінка неоднорідної циліндричної оболонки 

еліптичного перерізу з поздовжньо-поперечним набором підкріплюючих 

елементів 

 

Розглянута задача вимушених коливань підкріпленої поперечними  і 

поздовжніми ребрами циліндричної панелі еліптичного перерізу під дією 

нестаціонарного навантаження. 

Для гладкої  циліндричної оболонки еліптичної перерізу рівняння коливань 

мають вигляд 4.3. Рівняння коливань i -го дискретно підкріплюючого ребра, 

направленого вздовж осі 1  мають вигляд 4.4. Рівняння коливань j -го 

дискретно підкріплюючого ребра, направленого вздовж осі 2  мають вигляд 

4.6. 

Як числовий приклад розглядалась задача вимушених коливань 

підкріпленої поздовжніми і поперечними ребрами циліндричної панелі 

еліптичного перерізу з жорстко защемленими краями в області 

 8/0,0 221 AsLsD   під дією нестаціонарного розподіленого 

нормального навантаження. ),,( 213 tssP . Формула для навантаження 

),,( 213 tssP  задавалась згідно матеріалам попередніх параграфів 4.2, 4.3. 

В розрахунках покладалось 610A  Па; 61050 T с. 

Задача розглядалась при наступних геометричних і фізико – механічних 

параметрах вихідної конструкції: 10
21 107  EE Па; 3,021  ; 210h м; 

4,0L м. 

Повздовжні підкріплюючі елементи розміщувались вздовж по координаті 

1s  в перерізі 02 s . Поперечні підкріплюючі елементи розміщувались вздовж 

по координаті 2s  в перерізах 3,1,4/1  iiLs j . 

На рисунках 4.14 – 4.22 приведені найбільш характерні криві для  величин 

3u , 11 , 22 , 11 , 22 , які дозволяють проводити аналіз напружено – 

деформованого стану  досліджуваної структури.  
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На рисунках 4.14. - 4.18. приведені криві для різних значень ba /  

( 2.1;1.1;1/ ba  ). Рис. 4.14. відповідає залежностям величини 3u  від 

просторової координати 1s  для різних значень ba /  в моменти досягнення ними 

максимальних величин.  

Рис. 4.15 – 4.16 відповідає аналогічним  залежностям величин 11  і 22 . від 

просторової координати 1s  відповідно для різних значень ba /  в моменти 

досягнення ними максимальних величин  

Рис. 4.17, 4.18 – величин 11  і 22  по просторовій координаті 1s  у для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин.  

 

 
Рис. 4.14. Залежність величини 3u  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин 

( 2.1;1.1;1/ ba ) 
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Рис. 4.15. Залежність величини 11  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин 

( 2.1;1.1;1/ ba ) 

 
Рис. 4.16. Залежність величини 22  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин 

( 2.1;1.1;1/ ba ) 
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Рис. 4.17. Залежність величини 11  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин 

( 2.1;1.1;1/ ba ) 

 
Рис. 4.18. Залежність величини 22  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин 

( 2.1;1.1;1/ ba ) 
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Рис. 4.19. Залежність величини 3u  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин 

( 2;5.1;1/ ba ) 

 
Рис. 4.20. Залежність величини 22  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин 

( 2;5.1;1/ ba ) 
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Рис. 4.21. Залежність величини 11  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин 

( 2;5.1;1/ ba ) 

 
 

Рис. 4.22. Залежність величини 22  від просторової координати 1s  для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин 

( 2;5.1;1/ ba ) 
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На рисунках 4.19. - 4.22. приведені криві для різних значень ba /  

( 2;5.1;1/ ba ). Рис. 4.19 – приведено залежність величини 3u  від просторової 

координати 1s  для різних значень ba /  в моменти досягнення ними 

максимальних величин. Рис. 4.20 відповідає залежності величини 22 . від 

просторової координати 1s  відповідно для різних значень ba /  в моменти 

досягнення ними максимальних величин. 

Рис. 4.21, 4.22 – величин 11  і 22  по просторовій координаті 1s  у для 

різних значень ba /  в моменти досягнення ними максимальних величин.  

Як слідує з приведеного графічного матеріалу, можна візуально визначити 

місце розташування підкріплюючих ребер в перерізах. 

Розглядалася задача динамічної поведінки повздовжньо-поперечно 

підкріпленої замкнутої циліндричної оболонки еліптичного перерізу при 

внутрішньому імпульсному навантаженні. Фізико-механічні параметри 

общивки і  ребер і навантаження аналогічні оболонковим структурам, які 

розглядалися в попередніх параметрах. 

Задача розглядалася при наступних геометричних параметрах для 

оболонки та ребер 2,1/,,2,40/  bahaahhhha jiji . 

Покладалося, що оболонка підкріплена 16 повздовжніми ребрами та 3 

поперечними ребрами рівномірно по повздовжній та поперечній координатам 

1s  і 2s . 

Повздовжні ребра знаходяться в перерізах по координаті 

16,1),1(
8

2  iii


 . Поперечні ребра знаходяться в перерізах 3,1,

4
1  j

L
jj . 

На рис. 4.23 – 4.25 приведені результати розрахунків. На рис.4.23 

приведено залежності величини 3u  в різних перерізах по осі 2S  по довжині 

оболонки 1S . Чорним трикутником на осі 1S  позначено розташування 

поперечних ребер. Крива 1 відповідає залежності 3u  в перерізі 02 S  в момент 
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часу досягнення нею максимального значення в Tt 5,8 . Всі криві на рис.4.23-

4.25 цьому значенню часу. Кривій 1 на всіх рисунках відповідають значення в 

перерізі 02  , кривій 2 - 
4

2


  , кривій 3 - 

2
2


  . Як бачимо з 

ілюстрованого матеріалу максимальне значення прогину 3u  досягається в 

перерізі 02  , а максимальні значення величин 22  та 22  в перерізі 
2

2


  . 

Значення величин 3u , 22 , 22  для перерізу 
4

2


   знаходяться між ними. 
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Рис.4.23. Залежність величини 3u  від просторової координати 1s  
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Рис. 4.24. Залежність величини 22  від просторової координати 1s  
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Рис.4.25. Залежність величини 22  від просторової координати 1s  
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4.5. Динамічна поведінка підкріпленої циліндричної оболонки 

еліптичного перерізу в рамках конструктивно ортотропної моделі. 

Порівняльний аналіз 

 

Розглядаються рівняння підкріпленої оболонки в рамках конструктивно-

ортотропної моделі при дії внутрішнього імпульсного навантаження. 
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Позначення величин в рівняннях (4.7) введено згідно параграфу 2.6. 

Фізична постановка задачі аналогічна постановці задачі для замкнутої 

циліндричної оболонки еліптичного перерізу з врахуванням дискретності 

повздовжньо поперечного набору ребер при дії внутрішнього імпульсного 

навантаження (див. параграф 4.4). Різницевий алгоритм розв’язку даної задачі 

базується на застосуванні інтегроінтерполяційного методу побудови різнице 

вих схем по просторовим координатам 1s  , 2s  та явній різницевій апроксимації 

по часовій координаті. Алгоритм аналогічний побудові чисельного алгоритму 

чисельного розв’язку в гладкій області підкріпленої оболонки (див. розділ 3). 

Задача розв’язувалась при наступних геометричних та фізико-механічних 

параметрах. В розрахунках покладалось 
610A  Па; 

61050 T с; (формула 

імпульсу задавалалась згідно папередніх задач) 
10

21 107  ji EEEE Па; 

3,021  ; 
210h м;   2,1/,,2,40/  bahaahhhha jiji ; 4/1 yLl  ; 

4/2 Ll  ; де   )/()()( 2 bababaLy    - (наближена формула для 

обчислення четвертинки дуги еліпса з точність 0,5%). 

Розрахунки проводилися в області 









2

0;0 221


 AsLs . Розглядався 

варіант розрахунків по виличинам прогинів 3u . Також проводився 

порівняльний аналіз розрахунків з варіантом динамічної поведінки замкненої 

циліндричної оболонки з врахуванням дискретності розміщення ребер (див. 

параграф 4.4). На рис. 4.26 приведено залежності для величин 3u  для випадку 

оболонки з врахуванн дискретного розміщення ребер та випадку підкріплених 

оболонок в рамках конструктивно-ортотропної теорії по координаті 1s  в 
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перерізі 02 s . Крива 1 відповідає залежності для випадку дискретного 

розміщення ребер Tt 75,14 (час досягнення величини 3u  на дослідженому 

інтервалі часу), 2 – конструктивно ортотропний випадок Tt 5,7  (час 

досягнення величини 3u  на дослідженому інтервалі часу). Як бачимо, величини 

3u  по максимальним значенням практично не відрізняються. 
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Рис.4.26. Залежність величини 3u  від просторової координати 1s  в перерізі 

02 s  

На рис.4.27 представлені залежності величин 3u  по кординаті 1s  в перерізі 

2
2


s . Крива 1 відповідає залежності для випадку дискретного розміщення 

ребер Tt 5,8 ( час досягнення величини 3u  на дослідженому інтервалі часу), 2 

– конструктивно ортотропний випадок Tt 4,19  (час досягнення величини 3u  

на дослідженому інтервалі часу). Як бачимо, в перерізі 
2

2


s  результати по 

максимальним значенням відрізняються до 80%. В перерізах, 
8

2


s , 

4
2


s , 

8

3
2


s  різниця результатів знаходиться в межах від 0 до 80%. 
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Рис.4.27. Залежність величини 3u  від просторової координати 1s  в перерізі 

2/2 s  

 

4.6. Достовірність отриманих чисельних результатів 

 

Достовірність одержаних в роботі результатів визначається коректністю 

постановок задач; теоретичним обґрунтуванням скінчено – різницевих схем, які 

використовуються; контрольованою точністю чисельних розрахунків; 

проведенням тестових розрахунків; відповідністю встановлених 

закономірностей загальним властивостям коливань тонкостінних елементів 

конструкцій. 

Коректність постановки задач досягається використанням відомих рівнянь 

теорії оболонок (пункт 2.2 даної роботи) і стержнів (пункт 2.3 даної роботи) 

типу Тимошенка, які являють собою апроксимацію вихідних рівнянь 

тривимірної теорії пружності. При виводі рівнянь отримано рівняння коливань 

циліндричної оболонки в гладкій області, та рівняння коливань підкріплюючих 

елементів (поперечні та повздовжні ребра). Неважко показати, що вказані 

рівняння по класифікації рівнянь в частинних похідних є рівняннями 

гіперболічного типу, які є апроксимацією рівнянь коливань тривимірних 
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пружних тіл і достатньо коректно [75] відтворюють хвильові процеси в 

неоднорідних оболонкових структурах з врахуванням просторових розривів. 

Чисельні алгоритми наближених розв’язків вихідних рівнянь базуються  на 

використанні інтегро – інтерполяційного методу побудови різницевих схем. 

При побудові різницевих схем кінематичні величини відносяться до різницевих 

точок з цілими індексами, а величини деформацій та зусиль – моментів 

відносяться до різницевих точок з напівцілими індексами (3.19), (3.38), (3.48).  

Така апроксимація вихідних кінематичних та статичних величин дозволяє  

виконання закону збереження повної механічної енергії пружної структури на 

різницевому рівні. Чисельний алгоритм базується на використанні окремих 

скінчено – різницевих співвідношень в гладкій області та на лініях просторових 

розривів з другим порядком точності по просторовим та часовій координатам. 

При цьому, в ряді випадків проведено теоретичне дослідження питань стійкості 

різницевих рівнянь. Зокрема, для скінчено – різницевих рівнянь коливань 

циліндричної оболонки еліптичного перерізу з врахуванням дискретності 

розміщення ребер при неосесиметричних  навантаженнях (див. розділ 3 даної 

дисертації). Вихідна апроксимація скінчено – різницевих рівнянь та умова 

стійкості різницевих рівнянь, згідно теорії різницевих схем дозволяють 

говорити про збіжність чисельних результатів, які отримані з використанням 

вказаних скінчено – різницевих схем (див. розділ 3).  

Практична збіжність досліджено на прикладі задачі динамічної поведінки 

повздовжньо-поперечного підкріпленої циліндричної оболонки еліптичного 

перерізу (параграф 4.4) – задача замкненої дискретно підкріпленої 

циліндричної оболонки еліптичного перерізу в області 










2

0,0 221


AsLsD  при дії на неї внутрішнього розподіленого 

навантаження  tP ,, 213  , яке  розглядалося в попередніх задачах. В 
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розрахунках покладалось 610A Па; 61050 T с. Покладалося, що краї 

оболонки жорстко защемлені. Початкові умовами нульові. 

 Задача розглядалась при наступних фізико – механічних параметрах 

вихідної конструкції (випадок ізотропної оболонки) в обасті D . 

40
h

а
;   2,1

b

a
; ПаE 10107  ;   33,0 ;  33 /107,2 мкг . 

 Розглядалася задача для випадку, коли оболонка підкріплена 16 

повздовжніми і 3 поперечними ребрами рівномірно по координатам )( 111 As  і 

)( 222 As . Як частковий випадок, розглянемо збіжність чисельних результатів 

по просторовій координаті 1s  при фіксованому значенні )4/( 22  jjs  для 

розглянутої задачі. На рис.4.28  приведено залежності велечин 3u  від 

просторової координати 1s  в момент часу t=16,75T . 
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Рис. 4.28. Збіжність величини 3u  по просторовій координаті 1s  в перерізі 

)4/( 22  jjs   

 

На рис.4.28 позначення 1 відповідають випадку 160n  (кількість розбиттів 

по просторовій координаті 1s ). Крива 2 відповідає випадку 80n . Крива 3 
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відповідає випадку - 40n ; крива 4 - 20n . Випадок 320n  повністю лягає 

на криву  при 160n .  

На рис.4.29 приведено залежності велечин 22  від просторової координати 

1s  в момент часу t=16,6T (момент досягнення величини 22  максимального по 

модулю значення для випадку 320160n ), кривим відповідают значення: 1 - 

випадку 160n , 2 -випадку 80n , 3 - 40n ; крива 4 - 20n . 
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Рис. 4. 29. Збіжність величини 22  по просторовій координаті 1s  в перерізі 

)4/( 22  jjs   

 

Таблиця 4.1. Практична збіжність по просторовим координаті 1s  величин 

3u , 22  в перерізі )4/( 22  jjs . 

 mu ,105
3   ,%  Па6

22 10  ,%  

 4/2  j   4/2  j   

20N  -1,491 33 -8,952 42 

40N  -1,812 19 -11,561 26 

80N  -2,111 6 -14,450 7 

160N  -2,251 - -15,530 - 

320N  -2,251 - -15,530 - 
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Побудовані чисельні алгоритми розв’язку задач теорії оболонок з 

локальними неоднорідностями відпрацьовувались на тестових розрахунках.  

Зокрема, було проведено порівняльний аналіз динамічної поведінки 

циліндричної підкріпленої оболонки при короткочасному навантаженні згідно 

аналітичного розв’язку, викладеному в роботі [86] і чисельному алгоритму 

розв’язку рівнянь коливань підкріплених циліндричних оболонок згідно 

рівнянь (3.1) – (3.9).  

Розглядається задача нестаціонарних осесиметричних коливань 

циліндричної  оболонки типу Тимошенка, підкріпленої зовнішнім пружним 

кільцем, під дією внутрішнього імпульсу тиску. 

Розглядається випадок конструкції з шарнірним закріпленням на кінцях. 

Граничні умови для цього випадку мають наступний вигляд при 0x , Lx   

011 T , 011 M , 03 U  

Початкові умови задаються у вигляді 

0131  uu , 

0131 














tt

u

t

u 
. 

Розрахунки проводилися для оболонки підкріпленої в середній частині 

кільцем (центр ваги знаходиться в точці 2/Lx  ). Параметри оболонки і кільця 

наступні: мL 5,1 ; мR 6,0 ; мh 2103  ; м1,0H  ; 2015,0 мF  . 

Навантаження задавалося у вигляді: 

)]()([ 03   AP ; 

Lct / ; )]1(/[ 22   Ec ; 

310A  н/м
2
; 5,00   

На рис.4.30 показано порівняння результатів розрахунків даної задачі з 

результатами роботи [86]. Суцільною лінією представлені залежності величини 
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3U  від величини x  згідно чисельної методики даної роботи, штриховою – 

згідно аналітичного розрахунку [86]. Крива 1 відповідає часу 8,0 ; крива 

4,02  . Вибір розрахункових параметрів різницевого алгоритму проводився 

на основі дослідження стійкості відповідних різницевих рівнянь згідно 

співвідношень приведених в розділі 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.30–  Залежність величини 3u  від просторової  

координати х в моменти часу 1  і 2  
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ВИСНОВКИ 

 

Основні результати дисертації полягають в наступному: 

1. Проведено постановку динамічних задач теорії підкріплених циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу з врахуванням дискретності розміщення 

ребер та вивід рівнянь коливань та відповідних природничих  граничних та 

початкових умов на основі варіаційного принципу Гамільтона – 

Остоградського в рамках геометрично лінійної теорії оболонок та стержнів 

типу Тимошенка. Також проведено постановку динамічних задач 

підкріплених оболонок в рамках конструктивно-ортотропної моделі. 

2. Розвинено ефективний чисельний метод та розроблено алгоритми 

розв’язку задач нестаціонарних неосесиметричних коливань  підкріплених 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу з врахуванням дискретності 

розміщення ребер та в рамках конструктивно-ортотропної моделі. 

Чисельний метод базується на використанні інтегро–інтерполяційного 

методу побудови різницевих схем по просторовим координатам та явній 

скінченно–різницевій схемі по часовій координаті. 

3. Отримано чисельні роз’язки динамічних задач теорії підкріплених 

циліндричних оболонок еліптичного перерізу з врахуванням дискретності 

розміщення ребер та проведено аналіз напружено – деформованого стану 

підкріплених оболонок при нестаціонарних навантаженнях в широкому 

діапазоні зміни геометричних та фізико – механічних параметрів. 

Розглянуто задачі динамічної поведінки неоднорідних циліндричних 

оболонок еліптичного перерізу з різними видами підкріплень (поздовжнє 

підкріплення, поперечне підкріплення, повздовжньо-поперечне 

підкріплення) при різних граничних умовах та типах навантаження. 

Проведено аналіз числових результатів, закономірностей та механічних 

ефектів, які характерні для хвильових процесів в розглянутих дискретно 

підкріплених оболонках. 
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4. Проведено порівняння чисельних результатів для величин прогину згідно 

теорії підкріплених циліндричних оболонок еліптичного перерізу з 

врахуванням дискретності розміщення ребер та конструктивно – 

ортотропної теорії підкріплених циліндричних оболонок еліптичного 

перерізу. Розрахунки показують, що величина прогину в ряді випадків 

згідно конструктивно – ортотропної моделі відрізняється від відповідних 

величин прогину згідно теорії з врахуванням дискретності розміщення 

ребер. Зокрема, при конкретних геометричних та фізико – механічних 

параметрах циліндричних оболонок, приведених в роботі, кількісна різниця 

по величинам максимальних прогинів сягає порядка 25-80% (прогини згідно 

розрахункової конструктивно-ортотропної моделі більші). 
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